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VORREDE DES VERFASSERS 
. DER ITALIENISCHEN ORIGINALAUSGABE. 


: »Gerade bei einem Buch, wie demjenigen, welches ich 
, hiermit dem mathematischen Publics vorlege, scheint es not- 
> wendig zu sein, vor allen Dingen tiber die Absicht, in welcher — 
es geschrieben ist, Aufklirung zu geben, damit MiBverstindnisse 
eee allen Umstinden ausgeschlossen sind.“ 

> Vas Buch hat den Zweck, auf einem médglichst kleinen 
' Raum die wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu ver- 
-einigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, als nétig 
> ist, damit der Leser sich in ihr orientieren k6énne, und auf die 
Bacher zu verweisen, in welchen er Ausfihrlicheres finden kann.“ 
* ys soll fiir den Studierenden, welcher wihrend seiner 
- Universitiitszeit sich mit verschiedenen Zweigen der Mathe- 
_matik beschaftigt hat, ein ‘Vademecum’, ein Taschenbuch sein, 
in welchem er, kurz zusammengefaBt, alle jene mathematischen 
“Shaen und Resultate wiederfindet, die er wihrend seiner 


Studien sich nach und nach angesignet hat oder doch hitte 
" aneignen sollen. Man wiirde sich daher irren, wenn man der 
ot wire, ich hatte eine Enzyklopidie der Mathematik 
_8chreiben wollen; fiir eine solche Arbeit wtirden weder meine 
‘rifte ausgereicht haben, noch hitte der verhiltnismiBig ge- 
tinge Umfang dieses Buches gentigt. Ich habe weiter nichts 
als ein bescheidenes Repertorium abfassen wollen, welches, wie 
ich glaube, den Studierenden der Mathematik Dienste zu leisten 
_imstande ist.“ 

__,,Das Buch kann den jungen Mathematikern auch insofern 
von groBem Nutzen sein, als es ihnen die Méglichkeit bietet, 
Sire Kenntnisse mit verhéltnismaéBig geringer Mihe auch auf 
andere Gebiete der Mathematik auszudehnen, wenn sie, wie es so 
“oft vorkommt, das gro8e Unrecht begehen, sich zu ausschlieB- 
Lech in Einzelheiten einzulassen, d. h. sich mit zu groBer Ab- 
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Vor Vorwort. 


schlieBung einem speziellen Teil der Wissenschaft zu widmen — 
und alle iibrigen Teile dariiber zu vernachlassigen.“ 

Dieses Kultivieren einzelner Teile ist allmahlich als ee 
wendige Folge der umgeheuren Entwicklung eingetreten, welche 
in. diesem Jahrhundert die verschiedenen Zweige der Wissen- — 
schaft erlebt haben. Aber auch in der Spezialisierung ist MaB- 
halten vonndten, und ich habe immer geglaubt, daB es nicht — 
schén ist, wenn man sieht, wie Mathematiker, man kénnte sagen 
absichtlich, die eigene Ausbildung auf ein eng begrenztes Gebiet 
beschriinken und sich fir berechtigt halten, den benachbarten 
Gebieten keinen einzigen Blick zu schenken. Am wenigsten 
schén aber ist 8, wenn junge Leute zu frih sich solchen Nei- 
gungen hingeben.“ 

»lch bin der Meinung, daB man mit allen Kraften eine 
sO geféhrliche Tendenz bekaémpfen sollte. Eine geistige Dist, 
welche mit einer einzigen Speise beginnt und endet, kann nie- 
mandem zum Vorteil gereichen und nur groBe Ubel zur Folge 
haben. Denn, wie Gladstone sehr richtig in einer Rede sagte, 
die er im Jahr 1879 an die Studenten der Universitat Glasgow 
richtete, bei solcher Exklusivitit beraubt man sich des Vorzugs — 
des Seitenlichts, welches die Reiche der Wissenschaft gegenseitig 
- aufeinanderwerfen, und man wird dazu neigen, den Wert und 
den HinfluB des eigenen beschrinkten Verdienstes zu iiberschatzen. 
Wenn dieses Urteil nun fiir die Verhi&ltnisse berechtigt ist, 
welche zwischen den verschiedenen Wissenschaften bestehen, um 
wieviel mehr wird es nicht fiir die verschiedenen Abteilungen 
und Unterabteilungen einer und derselben Wissenschaft gelten ? 
Und mu8 es ‘nicht noch viel mehr gerade bei den mathe- 
matischen Wissenschaften anerkannt werden, deren neueste Fort- 
schritte immer deutlicher gezeigt haben, wie gebrechlich die 
Schranken sind, welche die verschiedenen Teile zu trennen 
schienen ?“ : 


»Die Anordnung des Stoffes ist bei jeder Theorie fast immer 
dieselbe; zuerst werden die Definitionen und Grundbegriffe der 
Theorie gegeben, alsdann die Theoreme und Formeln ohne Be- 
weis aufgestellt, welche die Verbindung zwischen den durch die 
vorhergehenden Definitionen eingeftihrten Dingen oder GréBen 
bilden, und schlieBlich ein kurzer Hinweis auf die Literatur 
tiber die betreffende Theorie gebracht.“ 

»Da es nicht midglich war, alles zu bringen, habe ich 
mich selir oft auf das Wichtigste beschrinken miissen, und die 
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$ Bei yistigtoiten bei der Auswahl des Stoffes den richtigén 
- Prinzipien zu folgen, sind nicht geringe und nicht wenige ge- 


wesen; ich glaube auch nicht, da8 es mir immer gelungen ist, 


sie auf die beste Art zu iiberwinden; jedenfalls bitte ich dew 
-Leser, bei der Beurteilung aller Einzelheiten dieses bescheidenen 


- Buches die gréBte ihm mégliche Nachsicht zu iiben.“ 


»Man glaube nicht, da8 ich alle Literaturangaben gemacht 


hatte, die zu machen méglich waren; das wire iibertrieben 
und nutzlos gewesen; es war, wie mir scheint, nur geboten, die 
_wichtigsten Arbeiten, die einen bestimmten Gegenstand betreffen, 
_hervorzuheben, d. h. diejenigen, welche den gréSten Eindruck 


hinterlassen haben und als die Grundlagen der tibrigen zu .be- 


trachten sind; denn wollte man sich von der Sueht, méglichst 


viel zu zitieren, beherrschen lassen, so wiirde dem Leser schlieB- 


- 


lich die nattrlichste und einfachste Orientierung verloren gehen.“ 


»Bei der allgemeinen Anordnung der verschiedenen Teile 


war ich manchmal gezwungen, um eine gewisse Symmetrie ein- 


halten zu kénnen, von der logischen Aufeinanderfolge abzu- 


_weichen und Theorien vorauszuschicken, zu deren Beweis (aber 
wohlverstanden nicht zum Verstindnis der Resultate) Begriffe 


- nétig sind, die erst spiter gebrachten Theorien angehéren. Bei 
dem Charakter des Buches scheint mir dies kein MiSstand 


gu sein.“ 


Der Verfasser hofft, daB die mtihsame Arbeit bei der ior 


; stellung des Buches niitzlich und nicht umsonst gewesen sei, 


und daB der nachsichtige Leser beriicksichtigen werde, daf 


dieses Werk, in welchem die simtlichen so verschiedenartigen 
Teile der reinen Mathematik behandelt werden, nicht das 
Resultat des Zusammenwirkens vieler Verschiedener. 
; ppcers die Arbeit eines einzigen ist.“ 


ERNST PASCAL. 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE. 


In der oben wiedergegebenen Vorrede hatte der Verfasser als 
Zweck des Buches bezeichnet, ,,auf einem mdglichst kleinen Raum die 
wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu vereinigen, von 
jeder Theorie nur so viel zu bringen, als nétig ist, damit der Leser 
sich in ihr orientieren kénne und auf die Biicher zu verweisen, in 
welchen er Ausfithrlicheres finden kann“. Diesem Zweck ist das 
Buch, dank dem bewundernswerten FleiB und der groBen Vielseitig- _ 
- keit des Verfassers, unstreitig in hohem MaB gerecht geworden, 
und es hat die Beliebtheit, die es namentlich in den Kreisen der 
Studierenden genoB, wohl verdient. Trotzdem haben die Heraus- 
geber der zweiten deutschen Auflage geglaubt, die Ziele des 
Buches erheblich héher und weiter stecken zu sollen. Sie sind. 
dabei von der Erwigung ausgegangen, daB gerade in der Mathe- 
matik eine enzyklopadische Haufung von Einzelkenntnissen ohne 
inneren Zusammenhang weniger als irgendwo am Platze ist, daB — 
vielmehr der angehende Mathematiker darauf Wert legen muB, 
einen systematischen, auf wirklichem Verstdndnis beruhenden Uber- — 
blick tiber das Gesamtgebiet der Wissenschaft zu gewinnen. Ist 
hiermit die Hauptaufgabe gekennzeichnet, die das Repertorium 
in seiner jetzigen Gestalt zu erfiillen sucht, so mdchte es daneben 
auch dem wissenschaftlich arbeitenden Mathematiker in knappen 
Umrissen ein Bild von dem heutigen Stand der Forschung geben 
und so dazu beitragen, die einzelnen Gebiete der Wissenschaft in 
lebendige Wechselbeziehung zu bringen. Diese verinderte Tendenz 
des Werkes machte eine véllige Umgestaltung der Form und des 
Inhalts notwendig, tiber welche in der Vorrede des zweiten Bandes 
eingehender berichtet ist. DaB sich dabei der Umfang des Buches 
sehr stark vermehrt hat, lieB sich im Interesse einer gleichméBigen 
Behandlung der einzelnen Teile und bei Berticksichtigung der wich- 
tigen Fortschritte des letzten Jahrzehnts nicht vmgehen. Die Kapitel 
tiber Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Instrumente 
werden ausgeschieden. Sie sollen in einem in Aussicht genommenen 
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orienta der angewandten Mathematik Platz finden. Eine 
breitere Ausgestaltung haben die algebraisch-gruppentheoretischen 
- Kapitel erhalten. Sie haben den Charakter von eingehenderen 
i _Referaten, die zur Orientierung auf einem Feld lebhafter mathe- 
< matischer Titigkeit vielfach willkommen sein werden. Besondere 
_ Sorgfalt wurde auf zweckmiBige Auswahl und Zuverlissigkeit der 
€: Literaturangaben verwendet. Sie sollen einen Uberblick iiber den 
_ Entwicklungsgang der Wissenschaft gewahren und sind in solcher 
= Vollstindigkeit gegeben, daB man von ihnen aus leicht den Zugang 
_ zu der weiteren Literatur finden kann. 
e: _ Stellt so das Buch in seiner jetzigen Gestalt ein ganz neues 
~ Werk vor, so haben die Herausgeber doch gern an die “Spitze des. 
 Titels den Namen des verdienstvollen Verfassers der ersten Auf- 
lage gestellt. Er hat die Giite gehabt, zu der yorliegenden Auf- 
. lage ein neues Kapitel tiber Differentialformen und totale Diffe- 
= rentialgleichungen beizutragen. 
3 Allen Herren, die durch ihre mithevolle Mitarbeit die Heraus- 
_ gabe des Werkes nach dem hier dargelegten Plan ermdglicht 
- haben, sei auch an dieser Stelle herzlichster Dank ausgesprochen. 
_ Ganz besonders gilt dies Herrn A. Loewy in Freiburg, der von 
_ Anfang an sein lebhaftes Interesse an dem Buch gezeigt hat. Er 
hat fast simtliche Druckbogen des ersten Bandes durchgesehen, 
a und wir verdanken ihm viele wertvolle Anregungen und Zusitze. 
a _ Der Verlagsbuchhandlung sind wir fir die sorgfaltige Aus- 
_ stattung des Buches und fiir das Entgegenkommen, das sie uns 
- in gewohnter liebenswiirdiger Weise bei der Drucklegung gezeigt 
> hat, zi groBem Dank verpflichtet. 


2 See 1. E., Ostern 1910. 
x y PAUL EPSTEIN. 
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Kapitel I. 
Arithmetik, Mengenlehre, Grundbegriffe der 
a Funktionenlehre. 


> Von Hans Hahn in Wien. 


‘§ 1. GroéBensysteme. Natiirliche und. rationale Zahlen. 


Unter einem GréPensystem versteht man, nach der Defi- 
nition von H. Grassmann (Lehrbuch der Arithmetik, Berlin 1861, 
Werke 2, 1. Teil, 298), ein System von Dingen, von denen 
zwei beliebige (a und b) auf Grund irgendeiner Regel ent- 
-weder als einander gleich (a = b oder b = a) oder als ungleich 
(a+ b oder b+ a) erklart sind, vorausgesetzt, daB die Er- 
klérung der Gleichheit den folgenden Bedingungen geniigt: 
1. Die Relationen a = b und a +60 schlieBen sich gegenseitig 
aus; 2. jede GrdBe ist sich selbst gleich (a =a); 3. wenn zwei 
GréBen derselben dritten GréBe gleich sind, so sind sie unter- 
einander gleich (neben a = b, a =c ist auch b 20) 

a Ein GréBensystem hei®t geordnet, wenn von irgend zwei un- 
‘gleichen Dingen desselben (a und 6) auf Grund irgendeiner Regel 
das eine (etwa a) als das gréBere, das andere als das kleinere 
erklart ist (a > b oder b < a), vorausgesetzt, da® die Erklarung 
den folgenden Bedingungen genitigt: 1. Die Relationen a > b 
und a<d schlieBen sich gegenseitig aus; 2. aus a >b und 
a=d, b=D' folgt a Sv; 3. aus a >b und b> ec. folgt 
a>e. 
__— Unter einer Verkniipfung (Operation) in unserem Griéfen- 
systeme verstehen wir irgendeine Regel, die zwei Dingen 
(@ und b) des Systemes ein drittes (sowie Siodes diesem dritten 
linge gleiche Ding des Systemes) zuordnet, sei es, daB a 
faa b noch gewissen Beschrinkungen unterliegen, sei es, daB 
‘Sie in unserem GréSensysteme beliebig gewablt werden kSanen 
(im letzteren Falle sagt man, die Verkntipfung sei im be- 
trachteten Gré8ensysteme alice ausfiihrbar). Das Resultat 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 1 
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der Verkniipfung von a mit b werde bezeichnet durch ao b; 


soll dieses Verkniipfungsresultat selbst wieder mit einer GréBe 
verkniipft werden, so setzt man es in Klammern: (a 0 b). Von . 


den Verkniipfungen ist stets vorauszusetzen, daB aus a=a 
und b=0' folgt: aob=a'od’ 
Eine Verkniipfung heiBt assoziativ, wenn 


(1) (aob)oc=ao(boc), 
~ sie heiBt kommutativ, wenn 


(2) aob=boa,. 


Ist die betrachtete Verkniipfung assoziativ, so bleibt der 


Ausdruck {[(a,° a3) 0 ag|-+- 0a, _,;}0 4, ungedndert, wenn man 


in thm die cinzgelnen GriBen statt in der angegebenen Weise in — 
beliebiger andcrer Weise durch Klammern zusammenfapt. Man — 
kann diesen Ausdruck also auch mit Hinweglassung aller — 


Klammern in der Form schreiben: a, 0 dy 0 a3-+- 9 @,. 
Ist die betrachtete Verkniipfung assoziativ und kommutativ, 


so dndert der Ausdruck a,° a,°0d,--:0a, seinen Wert nicht, 
wenn man in thm die Reihenfolge Rie einzelnen Glieder beliebig 


abdndert. 


Sei in unserem GréSensysteme noch eine zweite Ver-— 
kniipfung definiert, die mit © bezeichnet werde; sie heiBt distri- 


butiv zur ersten Verkniipfung, wenn 
(3) ao (boc) =(aob)0(a0e) und (boc) Oa=(boa)0(coa). 


Ist die Verkniipfung © kommutativ, so reduzieren sich diese 
beiden Gleichungen auf eine. 


Wir setzen von nun an voraus, die durch © bezeichnete 
Operation sei allgemein ausfiihrbar, assoziativ und kommutativ. 
Sind a und b zwei Gréfen des Systemes, so wird die Auf- 
suchung einer der Gleichung bo x= a geniigenden Grife als 


die zu unserer Verkniipfung inverse Verkniipfung bezeichnet 


(oder auch als lytische Operation; im Gegensatz hierzu heiBt die 


zuerst definierte Verkniipfung auch thetische Operation). Wir 
driicken die inverse Verkniipfung aus durch avub. Gibt es 
eine der genannten Gleichung geniigende GréBe x, so heiBt die 
lytische Operation av b ausfiihrbar, sind alle dieser Gleichung 


gentigenden GréSen einander gleich, so heiBt sie eindeutig aus- 


fiihrbar (ist die thetische Operation nicht kommutativ, so hat. 


man zwei lytische Operationen zu unterscheiden, eine vordere 
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ed eine hintere, je nachdem es sich um Auflésung der Gleichung 
zob=a oder bor=—a handelt). 

Ist unser Gripensystem ein geordnetes und geniigt die 
_thetische Operation der Bedingung: 


(4) ,Aus d>d' folgt cod>cod, 


so ist die lytische Operation avb immer, wenn sie ausfiihrbar 
ast, auch eindeutig. 

Ist in unserem Gripensysteme die zur betrachteten Operation 
inverse zwar nicht allgemein ausfiihrbar, aber immer, wenn sie 
— ausfiihrbar ist, emdeutig, so apt sich das GroiBensystem durch 
_ Hinzufiigung neuer GriBen so erweitern und auch die betrachtete 
Operation auf das neue Groéfensystem so erweitern, daB sie asso- 
_gativ und kommutativ bleibt, die zu thr imverse Operation aber 

allgemein eindeutig ausfithrbar wird. War das_ vurspriingliche 
System geordnet und geniigte unsere Operation der Bedingung (4), 
80 lapt sich diese Ordnung auch auf das neue System erweitern, 
und zwar so, daB auch die erweiterte Operation der Bedingung (4) 
geniigt. 
: Diese Erweiterung geschieht in folgender Weise. Man 
fiigt den GréSen des urspriinglichen Systemes als neue Dinge 
die Paare (a, b) solcher Gréfen hinzu und definiert die Gleich- 
heit durch die Festsetzungen: 1. Das Paar (a, b) sei gleich 
~dem Paare (w’, b’), wenn a0b’=a'ob; 2. das Paar (a, b) 
sei gleich der GréBe c des urspriinglichen Systemes, wenn av b 
im urspriinglichen Systeme ausfiihrbar ist und c ergibt. Dann 
ist die beliebige GréBe c des urspriinglichen Systemes gleich 
dem Paare (aoc, a), so da wir alle folgenden Beziehungen 
nur fir GroéBenpaare festzusetzen brauchen. 
Die Erweiterung unserer Operation wird definiert durch: 


(a, b) O(a’, b') = (aoa, bod’). 
Dann wird: 
(a, b) v (a’, 0) = (208, a0); 
insbesondere wird: 
ava =(a, a)>' 
Die Erweiterung der Ordnung geschieht durch die Festsetzung: 
(a, b)>(a, 0’) wenn aob’>bdbod’. 


Im erweiterten Systeme gibt es eine und nur eine Gripe, 
die mit einer beliebigen GriBe dieses Systemes verkniipf{t dieselbe 
1* 


4 Kapitel I. Arithmetik. 


ungedndert iBt; sic heiBt indifferente Grofe (oder Modul) und 
ist gleich dem Paare (a, a), oder was dasselbe ist, dem Aus- 
druck ava, wo a eme beliebige Grépe des urspriinglichen Systemes — 
ist. Die indifferente GréBe kann auch schon im urSprne ae 
Systeme enthalten sein. 

Dasjenige GréBensystem, auf welchem sich die Arithmetik 
aufbaut, ist das System der matiirlichen (ganzen positiven) 
Zahlen. Mit einer Analyse des Begriffes der natiirlichen Zahl 
haben sich viele Autoren beschaftigt. Wir nennen die wich- 
tigsten dieser Schriften: E. Schréder, Lehrbuch der Arithmetik 
und Algebra, Leipzig 1873, H.v. Helmholtz, Zahlen und Messen, 
Wissensch. Abh. 3, 356, L. Kronecker, Uber den Zahlbegriff, 
Journ. f. Math. 101, 337 (diese beiden Abhandlungen sind 
zuerst erschienen in: Philosophische Aufsdtze, E. Zeller zu seinem 
5Ojdhrigen Doktorjubildum gewidmet, Leipzig 1887). R. Dede- 
kind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1888, 
G. Peano, Arithmetices principia nova methodo exposita, Turin 1889, 
Sul concetto di numero, Rev. de math. 1, 87, Formulaire de 
math. 2, § 2 (Turin 1898), 3, 39 (1901), 4, 53 (1908); 
siehe auch Genocchi-Peano, Differentialrechnung und Grund- — 
ztige der Integralrechnumg (deutsch von Bohlmann u. Schepp), 
336, Leipzig 1899, G. Frege, Grundgesetze der <Arithmetik, | 
Jena 1893 u. 1903, D. Hilbert, Uber die Grundlagen der — 
Logik wnd der Arithmetik, Verh. d. 3. intern. Math.-Kongr. 1904, 
174, B. Russell, The principles of mathematics 1, Cambridge 1903, 
L. Couturat, Les principes des mathématiques, Paris 1905 und 
Rev. d. metaph. et d. mor. 12, 19, 211 (1904), H. Weber, 
Elementare Mengenlehre, Math. 2 Vee 15, 173 (1906) (abgedr. 
in H. Weber und J. Wellstein, Enzyk. d. Elem. - Math., 
Leipzig (1907), 3, 645; vgl. auch P. Stickel, Math.-Ver. 
16, 425). 

Im Gebiete der natiirlichen Zahlen gilt der Satz von der 
vollstiindigen Induktion: Es set cine Aussage, m der eine wun- — 
bestimmte natiirliche Zahl n vorkommt, als richtig erkannt fiir 
m= 1, und aus der Annahme ihrer Richtigkeit fiir eine be- 
stimmte Zahl n folge ihre Richtigkeit fiir die ndchstgréBere Zahl 
m-+ 1; dann ist die Aussage richtig fiir alle natiirlichen Zahlen. — 

Die Addition und die Multiplikation der natiirlichen Zahlen — 
sind unbeschrinkt ausfiihrbar, assoziativ und kommutativ, und 
gentigen der Bedingung (4). Die Multiplikation ist in Ver- — 
bindung mit der Addition distributiv. Die umgekehrten Opera- 
tionen. Subtraktion und Division, sind im Gebiete der natiir- 
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é pichen Fahlen nicht unbeschrinkt ausfiihrbar, soweit sie aber 
_ ausfithrbar sind, eindeutig. 
Wir machen zunichst die Division allgemein ausfthrbar, 

- indem wir, nach der obigen Theorie, das System der natiirlichen 
Zahlen erweitern durch Hinzufiigung der Paare natiirlicher 
-Zahlen, die nichts anderes sind als die (positiven oder absoluten) 
_ Brtiche (oder positiven rationalen Zahlen). Fiir ihre Multipli- 
_kation und Division ergibt diese Theorie die Regeln: 

4 @-@- a@ a@ avd’ 

é Di Diris 00 0 eb re abe 


Es labt sich nun auch die Addition auf unser neues Zahlen- 
_ system so erweitern, daB sie assoziativ und kommutativ bleibt 
und in Verbindung mit ihr die Multiplikation distributiv ist. 
3 geschieht durch die Formel: 
¢ a a ab: ab’ + ab 
Ga are de 
und zwar 148t sich zeigen, daB dies die einzig mégliche Er- 
-weiterung der Addition ist, der die genannten Higenschaften 
_zukommen. Sie geniigt auch der Bedingung (4); die Subtraktion 
e ist nicht allgemein ausfiihrbar, aber wenn ausfiihrbar, eindeutig. 
Um die Subtraktion allgemein ausfiihrbar zu machen, fiigen 
wir wieder zu den bisherigen Zahlen die aus ihnen gebildeten 
Paare hinzu, wodurch man zum System der allgemeinen (posi- 
_tiven und negativen) rationalen Zahlen gelangt. Unter ihnen 
_befindet sich die gegeniiber der Addition. indifferente GréBe, die 
Null. Addition und Subtraktion wird gleichfalls durch unsere 
_obige Theorie geliefert. Jede der neu eingeftihrten Zahlen (au8er 
der Null) 1&8t sich auf die Form bringen: 0 — a, wo a positiv 
‘rational, und wird dann mit (— a) bezeichnet. Nun 1éBt sich 
wieder die Multiplikation auf das Gesamtgebiet der rationalen 
Zahlen erweitern, so daB sie assoziativ und kommutativ bleibt 
und in Verbindung mit der Addition distributiv wird. Es ge- 
‘schieht dies durch die Regel: Kin Produkt, von dem wenigstens 
em Faktor Null ist, ist Null, und durch die Regeln: 


(—a)-b=— (ad); (— a) (— 2) = ab. 


Wieder la48t sich zeigen, dass diese Erweiterung der Multiplikation 
die einzige ist, der die genannten Higenschaften zukommen. 
Doch geniigt sie nicht der Bedingung (4). Die Division ist 
eindeutig ausfiihrbar, auBer wenn der Divisor Null ist. In 
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diesem Falle ist sie unausfiihrbar (wenn der Dividend nicht 
Null ist) oder unendlich vieldeutig (wenn auch der Dividend — 
Null ist). 

Im Gebiete der rationalen Zahlen sind also Addition, Mul- — 
tiplikation, Subtraktion und Division unbeschrdnkt und eindeutig 
ausfihrbar, mit Ausnahme der Division durch Null. 

Hine nahere Ausfihrung der im obigen skizzierten Theorie findet 
man bei O. Stolz und J. A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik, 
Leipzig 1900 (Teubners Sammlung 4). Ferner L. Couturat, — 
De Vinfini mathématique 1 ff. (Paris 1896) und die oben genannten 
Schriften von G. Peano. 


§ 2. Irrationale Zahlen. 


Es sei eine LHinteilung der rationalen Zahlen in zwei 
Klassen A und B gegeben, derart daB: 

1. jede rationale Zahl entweder zu A oder zu B gehdrt, 

2. sowohl A als B rationale Zahlen enthalten, und 

3. jede in A- stehende Zahl kleiner ist als oe in B 
stehende Zahl. 

Eine solche Einteilung der rationalen Zahlen in zwei 
Klassen heiBt ein Schnitt im Gebiete der rationalen Zahlen. 
Wir bezeichnen ihn kurz als den Schnitt (A, B). Sei c eine 
rationale Zahl; gibt man eine rationale Zahl @ in die Klasse A, 
wenn a<c (oder a<c) und eine rationale Zahl b in die 
Klasse B, wenn b > c (oder 6b >), so erhilt man einen solchen — 
Schnitt; er heiBt erzeugt durch die rationale Zahl ¢. Es gibt 
aber auch Schnitte im Gebiete der rationalen Zahlen, welche 
durch keine rationale Zahl erzeugt werden. Won-einem solchen 
Schnitt sagt man, er definiert eine irrationale Zahl y oder, er 
wird erzeugt dirth die irrationale Zahl y. Die Gesamtheit aller 
rationalen und irrationalen Zahlen bildet das Gebiet der reellen 
Zahlen. Ist y definiert durch den Schnitt (A, B), so heiBt y 
gréBer als jede in A stehende rationale Zahl und kleiner als 
jede in B stehende rationale Zahl. Die Zahl y heift positiv 
oder negativ, je nachdem sie gréBer oder kleiner als Null ist. 

Zwei durch die Schnitte (A, B) und (A, B’) definierte 
irrationale Zahlen y und y’ heiBen gleich, wenn die Klasse rationaler 
Zahlen A identisch ist mit A, und ebenso B identisch mit B’, 
Die Zahl y heiBt gréfer als y’, aoe eine in 4 stehende rationale 
Zahl in B’ vorkommt; ? heiBt kleiner als y’, wenn eine in B 
stehende rationale Zahl in A’ vorkommt. 


eS 
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;  Seien y und 7’ die die beiden Schnitte (A, B) und (A’, B’) 
erzeugenden reellen Zahlen und es mégen mit a, b, a’, b’ die 
bezw. in A, B, A’, B’ stehenden rationalen Zahlen bezeichnet 
werden. Fassen wir alle Zahlen a+ a’ in eine, alle Zahlen 
b+ 0’ in eine andere Klasse zusammen, so bilden diese beiden 
Klassen einen Schnitt im Gebiete der rationalen Zahlen. Die 
ihn erzeugende reelle Zahl wird als die Summe y + y’ der beiden 


-reellen Zahlen y und y’ bezeichnet. Sind y und y’ rational, so 


ist ihre so definierte Summe identisch mit ihrer Summe im 
gewohnlichen Sinne. 

Die eben definierte Addition der reellen Zahlen ist asso- 
ziatww und kommutativ. Sie laBt ferner eine eindeutige Um- 
kehrung, die Subiraktion, zu, d. h. sind a und f reelle Zahlen, 
so gibt es eine und nur eine reelle Zahl &, so daB B+ =a 


ist; sie wird bezeichnet mit « — B. 


Die Zahl 0 —a heifft die zu a entgegengesetzte reelle 
Zahl und wird mit — a bezeichnet; sie ist negativ oder positiv, 


je nachdem a@ positiv oder negativ ist. Unter dem absoluten 


Betrage (oder Modul) von «a, in Zeichen |«|, versteht man die 


‘Zahl « selbst, oder die entgegengesetzte, je nachdem a positiy 


oder negativ ist. Fir «+0 ist daher |a|> 0. 


Um die Multiplikation zweier reeller Zahlen y und y' zu 


- definieren, setzen wir zunichst y und y’ als positiv voraus. FaBt 


man dann alle Zahlen b-b’ in eine Klasse, alle iibrigen ratio- 
nalen Zahlen in eine andere Klasse zusammen, so bilden diese 
beiden Klassen einen Schnitt; die ihn erzeugende reelle Zahl, 


die sicher positiv ist; wird als das Produkt y-»' der beiden 


Zahlen y und y’ bezeichnet. Um die Multiplikation auch fir 
nicht positive Zahlen zu definieren, setzt man fest: Ist wenig- 
stens einer der beiden Faktoren Null, so ist auch das Produkt 


Null. Sind beide Faktoren von Null verschieden, so ist der 


absolute Betrag des Produktes gleich dem Produkt der absoluten 
Betrage, das Vorzeichen aber das positive oder das negative, 
je nachdem die beiden Faktoren gleiches oder ungleiches Zeichen 
haben. 

Die so definierte Multiplikation der reellen Zahlen, die, 
wenn y und y beide rational sind, sich auf die bekannte 
Multiplikation der rationalen Zahlen reduziert, ist assoziati, 
kommutatiy und in Verbindung mit der Addition distributiv. 
Ist B+ 0, so gibt es eine und nur eine reelle Zahl &, so 


daB B-&=—a wird. Sie wird bezeichnet mit «: 8 oder re 


>. 
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Die Division ist also stets eindeutig ausfiihrbar, auBer 
durch Null. 

Sind irgend zwei voneinander verschiedene reelle Zahlen 
a und B gegeben, so gibt es sowohl unendlich viele rationale, als 
auch unendlich viele irrationale Zahlen, die der GroBe nach 
zwischen « und B liegen. 

Man sagt von irgendwelchen reellen Zahlen a, , @,, ..-, G++ 5 
deren Index n alle natiirlichen Zahlen durchlauft: sie bilden eine 
Folge rceller Zahlen. Wir bezeichnen eine solche Folge kurz 
mit (a,)- = 

"Die Folge (a,) heiBt konvergent, wenn 2u jeder -positiven 
Zahl « ein Wert N des Index m gehért, derart, daB fir alle 
Indices »’ und n”, die grdBer als N sind, die Ungleiching 
besteht: 

| An! asa a," | GE? 


Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. 
Die Zahl a heiBt Grenze oder Limes der Folge (a,,), in Zeichen 
a= lim 4,, 
wenn zu jedem positiven e ein N gehért, derart, daB fiir jeden 
Index , der gréBer als N ist, die Ungleichung besteht: 


la—a,|<e. 


Jede Folge, die eine Zahl zur Grenze hat, ist konvergent. 
Umgekehrt: Jede konvergente Folge hat eine und nur eine Zahl 
zur Grenze. 

Weiteres fiber den Grenzbegriff findet sich in § 9. 

Sei ¢ eine von 1 verschiedene positive ganze Zahl. Dann 
heiBt der Ausdruck: 


LF GS WG eg thee 
(1) dy ae ee 


in dem ¢,, ¢,,..., ¢, ganze Zahlen bedeuten, die zwischen 0 
und e— 1 liegen (diese Grenzen eingeschlossen), ein systematischer 
Bruch von der Grundzahl e. 

Sei nun ¢,, ¢,..., C,,-.- eime Folge ganzer Zahlen, die 
zwischen 0 und e¢ — 1 liegen (die Grenzen eingeschlossen). Wird 
dann die Zahl d, durch Gleichung (1) definiert, so ist die 
Folge (d,) stets konvergent. Bezeichnet d die Grenze von (d,), 
so nennt man d@ die Summe des wnendlichen systematischen 
Bruches: 
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C, ¢ Cc Cc 
Hat +34+.-=>'S- 


Jede beliebige reelle Zahl zwischen O und 1 laft sich in 
einen (endlichen oder unendlichen) systematischen Bruch von ge- 
gebener Grundzahl e entwickeln (dabei bedeutet e eine ganze 
Zahl, gréBer als 1). Genauer: sei d eine reelle Zahl zwischen 0 
und 1. Ist dann d rational, so kann es auf eine und nur eine 


Weise in die Form gebracht werden d = - wo p und q teiler- 


_ fremde ganze positive Zahlen sind. Enthilt dann qg nur solche 
_ Primfaktoren, die auch in e aufgehen, so gibt es einen und 
nur einen endlichen systematischen Bruch von der Grundzahl e, 
dessen Summe gleich d ist, etwa: 


C. (Y C 

ote foots 
und auSerdem noch einen und nur einen wnendlichen solchen 
systematischen Bruch von der Summe d, nimlich: 


e—l e—1 


= C2 €n—1 Cah 
Spe pees mere te ? Sar EabsEeres ae 


Ist hingegen d irrational oder eine rationale Zahl, die nicht die 
_ genannte spezielle Form hat, so gibt es einen und nur einen 
- unendlichen systematischen Bruch von der Grundzahl e, dessen 
Summe d ist. 
E Damit die Summe eines unendlichen systematischen Bruches 
eine rationale Zahl sei, ist notwendig und hinreichend, daB die 

_ Folge der Koeffizienten c, von einem bestimmten Index an 
 periodisch sei (d. h. es gibt ein N und ein k, so da8 fir n > N 
immer ¢,,, = ¢, ist). 

Naheres iiber systematische Briiche siehe: Stolz-Gmeiner, 
_ Theoretische Arithmetik 85; speziell tiber periodische systematische 
_ Briiche: Weber-Wellstein, Enzykl. d. Elem.-Math., 2. Aufl. 
(1906), 1, 254. Uber andere Darstellungen reeller Zahlen 
s. unter ,,Kettenbriiche’. 

Die Einftthrung der irrationalen Zahlen durch Schnitte im 
_ Gebiete der rationalen Zahlen stammt von R. Dedekind, Stetig- 
_keit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872. Sie wurde 
seither vielfach wiedergegeben. Wir nennen von neueren Bijchern: 
©. Jordan, Cours d’analyse, 2. é6d., Paris 1893, 1,°1ff. 
_ J. Tannery, Introduction a la théorie des fonctions d’ume variable, 
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2. éd., Paris 1904, 1 ff., H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., 
Braunschweig 1898, 1, 5ff., Weber-Wellstein, Enzykl. d. Elem.- 
-Math., 2. Aufl, 1, 76; vgl. auch M. Pasch, Einleitung in die 
Differential- und Integralrechnung, Leipzig 1882, 1 ff. 

Mit Hilfe von Folgen rationaler Zahlen wurden die Irra- 
tionalzahlen eingefiihrt von G. Cantor (Math. Ann. 5, 123 (1872), 
zuerst publiziert von G. Heine, Journ. f. Math. 74, 172 (1872)) 
und Ch. Méray (Rev. des soc. sav. (sc. math.) (2) 4, 284 (1869), 
Nouveau précis d’analyse infinitésimale, Paris 1872, 1ff.). Aus- 
fiihrlich findet sich diese Theorie bei Stolz-Gmeiner, Theoretische 
Arithmetik 138 ff. Siehe auch P. Bachmann, Vorl. tiber die 
Natur der Irrationalzahlen, Leipzig 1892, 6 ff. 

Eine andere Theorie wurde von K. Weierstra8 in seinen 
Vorlesungen vorgetragen. Zuerst publiziert von H. Kossak, 
Programm des Werderschen Gymnasiums, Berlin 1872. - Spiter 
S. Pincherle, Giorn. di mat. 18, 178 und O. Biermann, — 
Theorie der analytischen Funktionen, Leipzig 1887, 19. 

Hine vergleichende Besprechung dieser drei Theorien findet 
man bei G. Cantor, Math. Ann. 21, 564, H. Burkhardt, 
Vierteljahrschr. Ziirich 46, 179, O. Perron, Math.-Ver. 16,142. 
P. du Bois-Reymond hat diese arithmetischen Theorien in 
seiner Allgemeinen Funktionenthcorie (Tiibingen 1882) bekampft. 
Eine eingehende Darstellung der historischen Entwickelung des 
Begriffes der irrationalen Zahlen gibt A. Pringsheim, Emzykl. 
TA2; vgl. auch. die Ubersetzung dieses Artikels (J. Molk) in 
der franzdsischen Ausgabe. 

Die reellen Zahlen lassen sich geometrisch interpretieren 
durch die Punkte einer geraden Linie, auf der ein Nullpunkt und 
eine Hinheitsstrecke willktrlich angenommen werden (Zaklenlinie). 

Diese Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und ‘den 
Punkten (oder Segmenten) einer Geraden ist ein spezieller Fall 
der Zuordnung der reellen Zahlen zu den GréBen eines soge- 
nannten stetigen GriBensystemes. Siehe: R. Bettazzi, Teoria delle 
grandezze, Pisa 1890, Stolz-Gmeiner, l. c. 99, O. Holder, 
Leipz. Ber. 58, 1 (1901), E. V. Huntington, Am. Trans. 3, 
264 (1902). 

Im Vorstehenden wurde gezeigt, wie das System der reellen 
Zahlen durch sukzessive Erweiterung des Systemes der natiir- 
lichen Zahlen gewonnen wird. Man kann auch von vornherein 
das gesamte Gebiet der reellen Zahlen durch geeignete Axiome 
einfiihren: D. Hilbert, Math.-Ver. 8, 180, und Grundlagen 
der Geometric, 2. Aufl, Leipzig 1903, 24. 


§ 3. Die gemeinen komplexen Zahlen. iba k 


§ 3. Die gemeinen komplexen Zahlen. 


Wir erweitern das GréBensystem der reellen Zahlen durch 
Hinzufiigung aller Paare reeller Zahlen (a, a’). Zwei solche 
 Paare (a, a’) und (6, b’) sollen (anders als es in § 1 geschah) 
dann und nur dann einander gleich heiBen, wenn a=b und 
_a@=b. Das Paar (a, 0) heiBe gleich der reellen Zahl a. 
Wir definieren eine Addition der Zahlenpaare durch: 


(4, a) +b, VY) = (a+ 8, av +0); 


_ diese Addition ist assoziativ, kommutativ, und l&Bt eine ein- 
deutige Umkehrung, die Swubtraktion, zu. Die Multiplikation 
_ definieren wir durch: 
(a, a’) - (b, b') = (ab — a'd’", ad’ + a’d); 
sie ist assoziativ, kommutativ, und in Verbindung mit der 
- Addition distributiv; ihre Umkehrung, die Division, ist immer 
eindeutig ausfiihrbar, auBer durch das Zahlenpaar (0, 0) (das 
_ nach der oben gegebenen Definition gleich der Zahl 0 ist). 
Eim Produkt kann nur verschwinden, wenn mindestens emer 
_ seiner Faktoren verschwindet. 

Ein Paar (a, a’) wird mit einer reellen Zahl b — oder 
mit dem der Zahl b gleichen Paare (b, 0) — multipliziert, indem 
man jede seiner Zahlen mit b. multipliziert. 

Fihrt man fiir das Paar (0, 1) die Bezeichnung i ein, so 
hat man: 


(a, a’) = (a, 0) + (0, a’) =a + ia’. 


- Der Ausdruck a + ia’ heiBt eine gemeine komplexe Zahl; a heibt 

ihr reeller, ia’ ihr imagindrer Teil; i heiBt die imagindre Hin- 

_heit. Hine Zahl, deren reeller Teil Null ist, heiBt rei imagiér. 
Das Quadrat der imagindren Einheit ist — 1; denn: 


# = (0, 1)- (0, 1) = (—1, 0) = — 11. 


_ Die oben angefiihrten Satze tiber Zahlenpaare nehmen nun, 
fir komplexe Zahlen ausgesprochen, die Form an: 
Zwei komplexe Zahlen sind. dann und nur dann. eimander 
gleich, wenn thre reellen und imagindren Tele fiir sich einander 
gleich sind. 
Eine komplexe Zahl ist dann und nur dann gleich Null, 
wenn sowohl ihr reeller als auch ihr imagindrer Teil Null ist. 


i = a 
— Se 


ei 
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(at+ia)+(b+i0')=(a+b)+i@+5); ; 
(a + ia’) — (b+ ib’) =(a— db) + i(a— b); 
(a + ia’) (b + ib’) = (ab — ab’) + i(ab’ + a’d); 
i 4 ay b+ab , .wab—ab 
_ @+ ia): (6+ ib’) = ono = cee | 
In der letzten dieser Gleichungen ist vorausgesetzt, daB b und 


_b’ nicht beide Null sind. | 
Sei a+ia’ eine von Null verschiedene komplexe Zahl. 
Setzt man 9 = Va? +a? und wird bestimmt aus‘): 


ae 


, 


a : a 
Ses ee ee a eee eee 
yarpae 8 Yar fa? 
+ - 


so erhilt man die trigonometrische Form der gemeinen. kom- 
plexen Zahlen: 


COS Y = 


a + ia’ = o(cosp + ising). 
Die reelle positive Zahl 9 heiBt der absolute Betrag (Modul) 
von a+ ia’ und wird bezeichnet mit |a + ia’|; der Winkel » 
heiBt das Argument (Phase, Amplitude) von a + ia’. 
Sind a und 6B komplexe Zahlen, so ist: 


|«|—|8|S|«+8|S]e|+|8|. 


Der absolute Betray des Produktes (des Quotienten) zweier kom- 
pleaer Zahlen ist das Produkt (der Quotient) ihrer absoluten 
Betrdge. Das Argument des Produktes (Quotienten) ist die 
Summe (Differenz) der Argumente. 

Das liefert die Moivresche Formel fir die n® Potenz einer 
komplexen Zahl | 


[o (cos p + isin y)]” = "(cos np + isin ng), 


aus der man durch Entwickelung der linken Seite und Trennung 
des Reellen vom Imaginiren Formeln fiir cos mm und sin np 
erhalt. : 

Die Zahl a—ib heiBt die zu a+ ib konjugierte Zahl. 
Sie hat denselben absoluten Betrag. Die Summe sowie das 
Produkt zweier konjugiert-komplexer Zahlen ist reell, und zwar 
ist ihr Produkt gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages. 


1) Diese Gleichungen bestimmen g nur bis auf Vielfache von 2 2. 
Der den Ungleichungen —21< gm <+ = geniigende Wert von » wird 
als Hauptwert bezeichnet. Te 
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= Sei a, =a, + ia’, (wm =1, 2,...) .eine Folge komplexer 
_ Zahlen. Sie heiBt k -vergent, wenn zu jeder positiven Zahl « 
_ ein Wert N des Index m gehért, derart, daB fiir alle Indices n’ 
und m”, die gréBer als WN sind, die Ungleichung besteht: 


; | oy — On| <e. 


_ Kine Folge ee Zahlen, die nicht konvergent ist, heiBt 
divergent. 
Die komplexe Zahl «= a-+ ia’ heibt Grenze der Folge («,), 
in Zeichen: : 
lim «, = a, 
n=D 


> Tey eA FOR i a 


wenn zu jedem positiven ¢ ein N gehért, derart, daB fiir jeden 
Index n, der gréBer als N ist, die Ungleichung besteht: 


lo —a,|<e. 


Damit die Folge komplexer Zahlen (a, + ia’,) konvergent - 
sei, ist notwendig und hinreichend, daB die beiden Folgen reeller 
 Zahlen (a,) und (a’,) konvergent sind. 

: Damit die Folge komplexer Zahlen (a, + ia’,) die Zahl 
a-+ia’ zur Grenze habe, ist notwendig und hinreichend, dag 
die Folge (a,) die Zahl a, die Folge (a’,) die Zahl a zur 
— Grenze hat. : 
Die omlora Zahlen lassen sich geometrisch durch die 
_ Punkte einer Ebene darstellen, indem man, unter Zugrunde- 
 legung eines rechtwinkligen Moordin iteusystens, der Zahl a+ ia’ 
den Punkt A mit der Abszisse a und der Ordinate a’ zuordnet. 
- Dann ist der absolute Betrag von a+ ia’ gleich dem Abstande 
- des Punktes A vom Koordinatenursprung O, und das Argument 
_ yon a+ ia’ ist gleich dem Winkel, den die Richtung OA mit 
_ der positiven x-Achse bildet. 
Den arithmetischen Grundoperationen an komplexen Zahlen 
:. Be ieprechen folgende geometrische Konstruktionen: 
Seien A und A’ die zwei komplexen Zahlen w und o’ ent- 
_ sprechenden Punkte. Zrdgt man von A aus eine der Strecke OA’ 
 gleiche und gleich gerichtete Strecke auf, so erhdlt man den der 
 Summe a+ a’ entsprechenden Punkt. Trdgt man von A aus 
 eime der Strecke OA’ gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete Strecke 
_ auf, so erhdlt man den der Differenz « — o entsprechenden Punkt. 
* Um den dem Produkte « - « entsprechenden Punkt zu kon- 
_ struieren, nehme man auf der Achse der reellen Zahlen den 
 Punkt der Abszisse 1 und errichte tiber der Strecke OA’ das 


tite i deli I fe baie 
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Dreieck OB 4’ dhnlich zu OA1, und zwar so, daB die Winkel 
BOA‘ und AO1 gleichen Sinn haben. Der Punkt B ist der 
gesuchte. “4 


Um den dem Quutienten = ertsprechonden Punkt zu kon- 


struieren, errichte man tiber OA das Dreieck OBA 4hnlich zum 
Dreieck 01.4’, und zwar so, daB die Winkel BOA und A’O1 
entgegengesetzten Sinn haben. Der Punkt B ist der gesuchte. 

Die komplexen Zahlen sind in der Mathematik allgemein 
anerkannt seit K. F. Gauss (vgl. Demonstratio nova theorematis ete. 
(1799), Werke 3, 3 u. Theoria residuorum biquadraticorum(1881), 
Werke 2,171). Die hier skizzierte Hinfiithrung der komplexen Zahlen ~ 
durch Paare reeller Zahlen riihrt von W. R. Hamilton her 
(Dublin Transact. 17, 393 (1837), Lectures on Quaternions 1853, 
Vorrede). Die geometrische Deutung der komplexen Zahlen 
durch Punkte einer Ebene geht zurtick auf 0. Wessel (1799), 
(die betreffende Arbeit wurde neu herausgegeben unter dem 
‘ Titel: Essai sur la représentation analytique de la direction, — 
Kopenhagen 1897) und R. Argand (Essai sur une mamiére de 
représenter les quantités imaginaires, Paris 1806). Analog ist die 
Deutung durch die Vektoren einer Ebene in der Aquipollenzen- 
rechnung, mit der sich G. Bellavitis (seit 1833) viel be- 
schéftigte. Es sei auf C. A. Laisant, Théorie et applications 
des équipollences, Paris 1887, verwiesen. 


§ 4. Die héheren komplexen Zahlen. 


Analog wie im vorigen Paragraphen die Zahlenpaare be- 
trachtet wurden, betrachten wir hier die ,,-tupel reeller 
Zahlen (a,, ,..-, @,). Wir definieren: 

Zwei n-tupel reeller Zahlen (a,, dg, ..., @,) und (0, bg, .-., B,,) 


heiBen einander gleich, wenn us = b,, dg = bg,..-, 4, =), 
Das m-tupel (a,, a, ...., @,) heiBt gleich Null, wenn 
(4 = Ag = ++: = a, = O ist. 


Die Addition “der m-tupel wird definiert durch: 
(1, Ag) .- +) Gq) + (By, dg, ---,,) = (A, +04, My + dg, ..-,%,+0,). 


Multiplikation eimes n-tupels mit einer reellen Zahl b wird 
definiert durch: 


b (Gj, Gy, . 2, 'G) = (Gy, Gys.0., Gp) © — (Gad, ab, wegea, D)e 
Fiihrt man nun fiir die speziellen n-tupel: 
(1, 0°25 -4-O)§5 (0,15 Ofna. an) rent Og Osten hee een a 


carmen 


— 
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die Bezeichnungen ¢,, €,..., ¢, ein, so hat man: 


(Gy, Ags» - +) Uy) = MG + Ages + +++ + aye,. 

Ein solcher Ausdruck heiBt eine komplexe Zahl mit den 
nm Einheiten e,, Ca, .. +5 Cn: 

Wir haben also die Sitze: 

Zwet komplexe Zahlen mit den n Einheiten @, €).. +) q 
sind einander gleich, wenn die Koeffizienten entsprechender Ein- 
 heiten einander gleich sind. 

Eine solche Zahl ist gleich Null, wenn die Koeffizienten 
simtlicher Einheiten Null sind. 

Zwei komplexe Zahlen mit den n Einheiten e,, €,.. +) €q 
werden addiert, indem man die Koeffizienten entsprechender Ein- 
heiten addiert. 

Diese Addition ist assoziativ und kommutativ; sie laBt 
eine eindeutige Umkehrung, die Subtraktion, zu. 

Um die Multiplikation unserer komplexen Zahlen zu defi- 
nieren, definiert man zuerst die ,,Kinheitsprodukte“ ¢,e, als 
Zahlen des Systemes durch die Formeln: 


eee +d +o + pe 
- wo die rk reelle Zahlen bedeuten; sodann definiert man das 
Produkt der beiden Zahlen 
> 4G und SO, 
k=1 


ght 


durch: 


n 


> ae,° so = Ps 


i=1 k i,k=1 
Diese Multiplikation ist in Verbindung mit der Addition distri- 
butiv. Damit sie assoziativ sei, ist notwendig und hinreichend, 
daB die ie den ae pontoon, 


Sue () ie > (2) F 2s y 
dh A, Rede, i (CR EB once 


v=1 o=1 
Damit die Multiplikation kommutativ sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB ¢,¢, = ¢,¢, ist, d. h. daB a) = a) ist. 
Wahlt man aus unserem System komplexer Zahlen m Zahlen 
(1) i = 04464 + Os 4g + Als + On nen (K=1,2,7..., #) 


so aus, da die aus den reellen Zahlen «,, gebildete Deter- 
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minante nicht verschwindet, so laBt sich jede Zahl 
O16 + 4% +°°° + 4,6, 

unseres Systemes auch in der Form schreiben: 

(2) Dyi, + Data +--+: +O, 4,.- 


Man sagt: das System komplexer Zahlen (2) mit den 
n Einheiten i,, ig,.. +, 4%, geht aus unserem urspriinglichen Systeme 
durch die lineare Transformation (1) hervor. Umgekehrt geht 
unser urspriingliches System aus dem Systeme der Zahlen (2) 
durch die zur Transformation (1) reziproke Transformation heryor. 

Unter allen komplexen Zahlen mit zwei oder mehr EHin- 
heiten sind die gemeinen komplexen Zahlen und die daraus durch 
lineare Transformation entstehenden die einzigen, die eime asso- 
giative, kommutative und in Verbindung mit der Addition distri- 
butive Multiplikation zulassen, die so beschaffen ist, dap em 
Produkt nur dann verschwindet, wenn mindestens em Faktor 
verschwindet (zuerst bewiesen von K. Weierstra8 in seinen Vor- 
lesungen (1863); vgl. E. Kossak, Progr. d. Werderschen Gymn. 
Berlin 1872, 23 ff, G. Pincherle, Giorn. di mat. 18, 203 ff.). 

Unter Quaternionen versteht man nach W. R. Hamilton 
(Lectures on Quaternions, Dublin 1853) komplexe Zahlen mit 
vier Einheiten: 

Ay + At, + Agty + Apis. 

Die erste Einheit ist hier, wie bei den gemeinen komplexen 
Zahlen, der reellen Hinheit gleichgesetzt. Fiir die Produkte 
der tibrigen Hinheiten gelten die Formeln: 


Pras iy At ooee SOIR hy pares 
et fondo Vitae e Sava en ity 
te == — 1 igty = — yg = ty, 
ag rats ee aes eee Se Ae 
3 = —1 tly = — Igh, = Ig. 


Die hierdurch definierte Multiplikation der Quaternionen ist 
assoziativ und in Verbindung mit der Addition distributiv, aber 
nicht kommutativ. Ein Produkt kann nur verschwinden, wenn 
mindestens ein Faktor verschwindet. Es gibt zu dieser Multipli- 
kation zwei Umkehrungen (Divisionen), eine vordere und eine 
hintere; d. h. bedeuten « und B zwei Quaternionen, und ist « 
nicht Null, so hat jede der beiden Gleichungen: §-« = 6 und 
«-n=f8 eine und nur eine Quaternion zur Lisung. 

Unter allen komplexen Zahlen mit zwei oder mehr Etnheiten 
gibt es auger den gemeinen komplexen Zahlen und den Quater- 
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nionen (sowie den daraus durch lineare Transformation  ent- 
stehenden Systemen) keine, die eine assoziative und in Verbindung 
mit der Addition distributive Multiplikation zulassen, die so be- 
schaffen ist, daB ein Produkt nur dann verschwindet, wenn 
wemigstens ein Faktor verschwindet (Satz von G. Frobenius, 
Journ. f. Math. 84, 59 (1878)). ; 

Wegen der Anwendungen der Quaternionen in der Vektoren- 
rechnung verweisen wir auf W. R. Hamilton, Elements of 
— Quatermons. 2. ed., 2 Bde., London 1899, 1901 (deutsch von 
~P. Glan, Leipzig 1882/84) und P. G. Tait, An clementary 
_ treatise on Quaternions, 3. ed., Cambridge 1890 (deutsch von 
_ G. vy. Scherff, Leipzig 1880). 

Die in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen 

skizzierten Theorien findet man ausfiihrlich bei Stolz-Gmeiner, 
_ Theoretische Arithmetik 277 ff. Naheres tiber komplexe Zahlen sowie 
die darauf beziigliche Literatur bei E. Study, Enzykl. I A 4; 
vgl. auch Kap. II, § 7. 
Man kann auch komplexe Zahlen mit unendlich vielen 
_ Einheiten betrachten. Sie kommen zur Verwendung in der 
Theorie der sogenannten nichtarchimedischen Gréfensysteme. Siehe 
G. Veronese, Fondamenti di geometria, Padova 1891, deutsch 
von A. Schepp, Leipzig 1894 (vgl. besonders die Anm. auf 
S. 139 der deutschen Ausgabe) und H. Hahn, Uber die nicht- 
archimedischen Grépensysteme, Wien. Ber. 116, 601 (1907), 
K. Th. Vahlen, Math.-Ver. 16, 409 (1907). 


§ 5. Grundbegriffe der Mengenlehre. Die Machtigkeiten 
der Mengen. 


Unter einer Menge wird die Zusammenfassung wohldefinierter 
und unterscheidbarer Dinge (Elemente) zu einem Ganzen ver- 
standen. ‘) 

Eine Menge N, deren sémtliche Elemente auch der Menge 
angehiren, heibt Teilmenge von M. Gibt es in M wenigstens 
ein Element, das nicht zu N gehért, so heiBt N eine echte 
 Teilmenge von UV. 
| Zwei Mengen M und W heiBen von gleicher Machtigkeit 
oder dquivalent (in Zeichen M~ N), wenn sich ihre Elemente 


_ 1) Gegen diese von G.Cantor herrtihrende Definition (Math. Ann. 
46, 481, vgl. auch Math. Ann. 20, 114) béstehen gewisse Bedenken, 
vgl. J. Mollerup, Math. Ann. 64, 231 und die am Schlusse von § 7 
angegebene Literatur. 


Pascal Repertorium. I. 2. Aufl. 72 
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eineindeutig aufeinander beziehen lassen. Sind zwei Mengen zu — 
ein und derselben dritten Menge iquivalent, so sind sie auch — 
untereinander aquivalent. 

Die Gesamtheit aller untereinander dquivalenter Mengen 
definiert eine bestimmte Méchtigkeit. Man bezeichnet hiaufig 
die Michtigkeit einer Menge mit dem entsprechenden deutschen 
Buchstaben (z. B. die Machtigkeit von M mit m). 

Eine Menge heiBt endlich, wenn sie keiner ihrer echten 
Teilmengen Aquivalent ist; eine Menge, die nicht endlich ist, — 
heiBt wnendlich oder trans/init. 

Jede endliche Menge ist dquivalent einem und nur einem 
Segmente der Reihe der natiirlichen Zahlen. Dabei ist unter 
einem Segmente der Zahlenreihe die Menge aller jener nattir- 
lichen Zahlen verstanden, die eine gewisse natiirliche Zahl » — 
nicht tibersteigen. Durch diese Zahl » ist die Miachtigkeit 
unserer Menge vollstindig charakterisiert. Zur Bezeichnung 
der Miichtigkeiten endlicher Mengen dienen daher die natiirlichen 
Zahlen; in diesem Sinne verwendet heiBen die natiirlichen 
Zahlen Kardinalzahlen. 

Ist die Menge M dquivalent mit einer Teilmenge von N 
und die Menge N dquivalent mit emer Teilmenge von M, so sind 
M und.N dquivalent (Cantors Aquivalenzsatz; Beweise u. a. von 
F. Bernstein in E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions, 
Paris (1898), 102, J. ones C. R. 143, 110 (1906), G. Peano, 
Rend. Pal. 31, 360 (1906)). 

Ist die Menge M aquivalent mit einer Teilmenge von N, 
gibt es aber in M keine zu N aquivalente Teilmenge, so heiBt — 
die Machtigkeit von N gréfer als die von M; in Zeichen: n > m; 
im entgegengesetzten Falle hat man n < m. 

Es ist bisher nicht einwandfrei bewiesen, daB, wenn die 
beiden Mengen M und WN nicht aquivalent sind (also ihre Michtig- 
keiten m und n nicht gleich sind), notwendig einer der beiden 
Falle n >m oder nt < m eintreten muB. 

Sei irgendeine (endliche oder unendliche) Menge von 
Mengen M,, M,, ... gegeben, von denen keine zwei ein gemein- 
sames Element besitzen médgen. Die Menge, welche aus allen 
in diesen Mengen enthaltenen Elementen besteht, heiBt die | 
Veremigungsmenge dieser Mengen. Ihre Michtigkeit heiBt die 
Summe der Machtigkeiten der einzelnen Mengen.*) Diese Addition 

1) Speziell erhalt man also die Summe m + n zweier Michtig- 


keiten, indem man die Vereinigungsmenge einer Menge M der 
Machtigkeit m und einer Menge N der Machtigkeit n bildet. 


ana 
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ist assoziativ und kommutativ. Es gilt die Ungleichung 


und aus n >1 folgt 


m+n > m; 


m+nulm+n’. 
Man greife aus jeder der Mengen M,, M,,... je ein 


; - Element heraus: Mm,,m,,.... Die Menge aller so erhiltlichen 


x 
4 
“ay 


2 


Bee i crabinationen (m,, ™,...) heiBt die Verbindungsmenge 
dieser Mengen. Ihre Michtigkeit heiBt das Produkt der Machtig- 
-keiten der einzelnen Mengen. Diese Multiplikation ist associativ, 


_ kommutativ und in Verbindung mit der Addition distributiv. Es ist 


z 


; und aus i > n’ folgt 


m:n > m 


m-t Sm. 
Das Produkt m +n ist gleich einer Summe von lauter einamder 


_ gleichen Summanden m, wenn diese Summanden eine Menge der 
: _ Miéichtigheit n bilden, 


Man ordne jedem Element der Menge N ein beliebiges 


_ Element der Menge M zu; die Menge aller so erhiltlichen 


q 


Zuordnungen heift die Belegungsmenge von N mit M. Ihre 


: Machtigkeit wird bezeichnet mit m™. Fiir diese Potenzierung 
_ gelten die Gesetze: 


m? - n? = (m - n)?; ms nm? mth; Gut)? = mt? 


Ferner ist m" > m und aus n> n’ folgt m* > m". 


Die Potenz m™ ist gleich einem Produkte tauter emander 
gleicher Faktoren m, wenn diese Faktoren eine Menge der 


_ Méichtigkeit n bilden. 


Es bestehen fiir m > 1, nm >1 die Ungleichungen: 
mt+unim-n<m" 


_ Ferner ist fir m > 1 stets m" > m; daher kann es keme grépte 
| Miichtigkeit geben. 


Die Menge aller Teilmengen einer transfiniten Menge der 


— Miichtigkeit m hat die Miéchtigkeit 2" wnd diese Médchtigheit 


i. 


4st groper als m. 


Eine Menge, deren Elemente sich eineindeutig den natiir- 


 liohen -Zahlen ziiordnen lassen, heiBt abzdhlbar. Ihre Machtig- 


_ keit wird bezeichnet mit &, (oft auch mit a). 
Eis ist &) +) = Ny und By - By = R-- 
Eine umendliche Teilmenge einer abzdhlibaren Menge ist 


- abzdhlbar. 


Q* 
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Jede umendliche Menge enthdlt eme abzahlbare Teilmenge 
(d. h.: XN) ist die kleinste transfinite Machtigkeit). 

Eine unendliche Menge dndert durch Hineufiigung einer 
endlichen oder abzdhlbaren Menge thre Méchtigkeit nicht. 

Abziihlbare Mengen sind: die Menge aller (positiven und 
negativen) ganzen Zahlen, die Menge aller rationalen Zahlen, 
die Menge aller algebraischen Zahlen (dabei ist als algebraisch 
jede Zahl bezeichnet, die einer algebraischen Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten geniigt). Jede umendliche Menge 
sich nicht iiberdeckender Intervalle einer Geraden (oder sich 
nicht tiberdeckender Gebiete einer Ebene, eines » dimensionalen 
Raumes) ist abziihlbar. 

Man sagt von einer Menge, ste hat die Méchtigkeit des 
Kontinuums, wenn sich ihre Elemente eineindeutig den reellen 
Zahlen zuordnen lassen. Auch die Menge aller reellen Zahlen, 
die zwischen zwei gegebenen reellen Zahlen liegen (oder, was 
-dasselbe ist, die Menge aller Punkte eines beliebigen Intervalles), 
hat die Michtigkeit des Kontinuums. 

Die Miachtigkeit des Kontinuums wird mit c bezeichnet; 
es ist C >, und es besteht die Gleichung: 

C=¢ oS hte. 
in der e eine beliebige endliche Kardinalzahl (> 2) bedeutet. 

Da hiernach die Menge aller reellen Zahlen gréBere Machtig- 
keit hat als die aller algebraischen Zahlen, folgt die Existenz 
nicht algebraischer reeller Zahlen; es sind die sogenannten — 
transzendenten Zahlen. 

Es ist c?=c; allgemein c’=c, wenn ¢ eine endliche 
Kardinalzahl; somit lassen sich die Pumkte einer Ebene (eines 
Raumes von beliebig viel Dimensionen) cineindeutig den Pumkten 
eimer Geraden zuordnen. Es besteht auch die Gleichung: c%o = ¢, 
die man auch so aussprechen kann: die Punkte eines Raumes 
von abzihlbar unendlich vielen Dimensionen lassen sich ein- 
eindeutig den Punkten einer Geraden zuordnen. 


§ 6. Die geordneten Mengen. Die Ordnungstypen. 
Eine Menge heiBt einfach geordnet, wenn — zufolge irgend- — 
einer Festsetzung — von je zweien ihrer Elemente (m und m’) 
Gas eine (m) als das vorhergehende, das andere (m’) als das 
nachfolgende definiert ist (in Zeichen: m—<m’ oder m’ > m). 
Dabei hat diese Festsetzung der Rangordnung der Forderung 
ma geniigen: wenn m <m' und m’ <m’, so ist stets auch m—<m’’. 
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Steht ein Element m, der einfach geordneten Menge Mf zu 


_ jedem anderen Elemente m dieser Menge in der Beziehung 


My <m (m, > m), so heiBt es das erste (letzte) Element von M. 
Ist m >> m’ und m-<m", so sagt man: m liegt zwischen m’ 


und m’”. 


Zwei einfach geordnete Mengen M und N heifen dhnlich 


oder vom gleichen Ordnungstypus (in Zeichen M~ N), wenn 


sich ihre Elemente so eineindeutig zuordnen lassen, daB die 


- Rangordnung erhalten bleibt, d.h. so, daB, wenn m, und m, — 
_ irgendzwei Elemente von IM, mn, und n, die entsprechenden 


Elemente von N sind, aus m, < m, immer folgt n,<m,. Sind 


- zwei Mengen derselben dritten Menge dhnlich, so sind sie auch 


untereinander ahnlich. 
Die Gesamtheit aller untereinander iihnlichen Mengen defi- 


- niert einen bestimmten Ordiumgstypis. Man bezeichnet haufig 
den Ordnungstypus einer Menge mit dem entsprechenden grie- 
_ chischen Buchstaben (z. B. den Ordnungstypus von M mit wu). 


Alle Mengen vom gleichen Ordnungstypus mw haben die 


 gleiche Michtigkeit, die kurz die Machtigkeit von w genannt 
_ wird; die Umkehrung gilt nur fir endliche Mengen: 


Zwei einfach geordnete endliche Mengen von gleicher Miichtiy- 


 keit haben auch gleichen Ordnungstypus. 


Zur Bezeichnung der Ordnungstypen endlicher Mengen 


_ kénnen daher, wie zur Bezeichnung ihrer Miachtigkeiten, die 


natiirlichen Zahlen verwendet werden; in diesem Sinne ver- 


- wendet heiBen sie Ordinalzaiilen. 


Man definiert die Addition der Ordnungstypen in folgender 


_ Weise: Seien zwei einfach geordnete Mengen Mf und N ohne 


gemeinsames Element gegeben; ihre Ordnungstypen seien w und v. 
Wir bilden ihre Vereinigungsmenge und machen sie zu einer 
einfachen geordneten Menge durch die Festsetzung: die Elemente 


von Mf untereinander, ebenso die von N, mogen ihre frthere 


Rangordnung beibehalten, jedes Element von M aber gehe jedem 
Element von N voran. Der Ordnungstypus der so geordneten 


_Vereinigungsmenge wird mit «+ v bezeichnet. (Ahnlich wie 


‘< 


fiir die Michtigkeiten in § 5, kann man auch hier, statt sich 
auf die Definition der Summe von zwei Ordnungstypen zu be- 


schrinken, sofort die Summe der Ordnungstypen von Mengen 


definieren, die selbst eine einfach geordnete Menge bilden.) 
Es ist (ut+v)+27=u+(v+7), aber im allgemeinen 


M@tyvervt+u. 


Um die Multiplikation der Ordnungstypen zu definieren, 
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bildet man die Verbindungsmenge von WM und N, d. h. die 
Menge der Paare (m, ”) und ordnet sie durch die Festsetzung: 
(m,n) <(m',n'), wenn n<7n', und im Falle n= 7’, wenn 
m—<m'. Der Ordnungstypus der so geordneten Verbindungs- — 
menge wird mit u- v bezeichnet. 

Es ist (u-v)-7 =pw-(v-m) und w-(v +2) =—p-v+a-n, 
aber im allgemeinen w-y + v-w und (u+v)-e+yu-n+ 0-m. 

Eine Definition der Potenz uw” findet man bei F. Hausdorff, 
Leipz. Ber. 58, 106 (1906), G. Hessenberg, Math.-Ver., 16, 
130 (1907). : 

Eine Folge m,, m,,..., ™,,-.-. von Elementen von M 
heiBt eine aufsteigende Fundamentalreihe, wenn 


My << Mg <r <M <5 
sie heiBt eine absteigende Fundamentalrethe, wenn 
my > My, > + > mM, > +e 


Ein Element m von M heiBt Grenzelement der aufsteigenden 
Fundamentalreihe m,, m,,..., m,,..., wenn 1. m>m, fir 
jedes » und es 2. in Mf kein Element m’ gibt, so daB ebenfalls 
m’ > m, fiir jedes m, und auBerdem m’ < mi ist. Analog wird 
ein Grenzelement einer absteigenden Fundamentalreihe definiert. 

Der Ordnungstypus « einer Menge M heiBt abgeschlossen. 
wenn jede in M enthaltene Fundamentalreihe ein Grenzelement 
besitzt. Er heiBt im sich dicht, wenn jedes Element von M 
Grenzelement einer in M enthaltenen Fundamentalreihe ist. Er — 

" heiBt perfekt, wenn er sowohl abgeschlossen als auch in sich 
dicht ist. Er heiBt diberall dicht, wenn zwischen irgend zwei 
Elementen von M stets noch ein Element von MU liegt. 

Der Ordnungstypus der Menge der natiirlichen Zahlen in 
ihrer natiirlichen Reihenfolge (m<m wenn m <n) wird mit @ 
bezeichnet; der Ordnungstypus dieser Menge in der umgekehrten 

-Reihenfolge (m <n wenn m >) wird mit w* bezeichnet. 
Demnach ist der Ordnungstypus der Menge aller (positiven und 
negativen) ganzen Zahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge: 
o* + w. 5 

Der Ordnungstypus der Menge aller echten rationalen 
Briiche (0 <r<1) in ihrer natiirlichen Reihenfolge (1° <1” 
wenn 7 <7”) wird mit 1 bezeichnet. 

Jede abziihlbure Menge ohne erstes und letates Element 
von tiberall dichtem Ordnungstypus hat den Ordnungstypus y. 


ays ele ps v 
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Der Ordnungstypus der Menge aller reellen Zahlen von 0 


bis 1 (0 <a <1) in ihrer natiirlichen Bothentolgs wird mit @ 


bezeichnet. 

Jede Menge M von perfektem Ordnungstypus, die eine ab- 
zdhlbare Teilmenge A enthdlt, derart, dap zwischen irgendzwei 
Elemcnten von M stets ein Element von A liegt, hat den Ordnungs- 
typus o. 


§ 7. Die wohlgeordneten Mengen. 


Eine einfach geordnete Menge heiBt wohlyeordnet, wenn 


jede ihrer Teilmengen ein erstes Element enthilt. 


Jede einfach “geordnete endliche Menge ist wohlgeordnet. 


Auch die Menge der natiirlichen Zahlen in ihrer natiirlichen 


_. Reihenfolge ist wohlgeordnet. Jede Teilmienge einer wohl- 


geordneten Menge ist wohlgeordnet. 
In einer wohlgeordneten Menge gibt es zu jedem Element 


__(wenn es nicht das letzte Element der Menge ist) ein unmittel- 
_ bar folgendes. 


Diejenige Teilmenge einer wohlgeordneten Menge M, die 


; aus simtlichen dem Element m vorangehenden Elementen von 
_ besteht, heiBt der Abschnitt von m und wird mit A(m) be- 


_zeichnet. Um gewisse Sitze leichter aussprechen zu k6nnen, 


ordnet man auch dem ersten Element m, von M einen (fingierten) 


Abschnitt A(m)) zu, der kein einziges Element enthilt. 


Hine iaeligeordnete Menge ist keinem ihrer Abschnitte dhnlich. 
Ebenso kinnen zwei verschiedene Abschnitte derselben wohlgeord- 


 neten Menge cinander nicht dlmlich sein. 


Bildet man die Menge aller Abschnitte A{m) der wohl- 


geordneten Menge M (inbegriffen den Abschnitt A (m)) und ordnet 
_sie durch die Vorschrift: A(m) <A(m’), wenn m <m’, so erhdilt 


man eine wohlgeordnete Menge, die der Menge M dhnlich ist. 


Zwei beliebige wohlgeordnete Mengen sind entweder einander 
Ghnlich, oder es ist cine von beiden einem Abschnitte der anderen 


_ ahalich. 


Die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen heiBen Ordinal- 


gahlen, speziell die der transfiniten wohlgeordneten Mengen 


heiBen transfinite Ordinalzahlen. Um gewisse Satze leichter 


-aussprechen zu konnen, betrachtet man auch die Null als 


Ordinalzahl, und zwar als die Ordinalzahl einer Menge, die 
kein einziges Element enthalt, wie etwa der oben eingeftihrte 


_ Abschnitt A (mj). 
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Die Ordinalzahlen w und v zweier wohlgeordneter Mengen M 
und NV hei®en einander gleich, wenn MZ und N 4hnlich sind. 
Die Ordinalzahl w heiBt kleiner als v (in Zeichen: u < »), 
wenn Df einem Abschnitt von N abnlich ist; dementsprechend 
ist w grdBer als v (in Zeichen: « > v), wenn WN einem Abschnitt 
von M ihnlich ist. Die Null ist kleiner als jede andere 
Ordinalzahl. 

Die Gesamthcit aller Ordinalzahlen, die kleiner sind als eime 
gegebene Ordinalzahl uw, bdildet eine wohlgeordnete Menge, deren 
Ordinalzahl w ist. 

Die Addition und Multiplikation der Ordinalzahlen ergibt 
sich als Spezialfall der im vorigen Paragraphen definierten 
Addition und Multiplikation der Ordnungstypen. 

Zu jeder Ordinalzahl w gibt es eine ndchstgriéfere, es ist 
die Ordinalzahl w + 1. 

Zu jeder unendlichen Menge M von Ordinalzahlen mw, die 
keine gréBte Zahl enthdlt, gibt es eine ndchstgréBere Ordinalzahl 
(d. h. eine Ordinalzahl, die gréBer ist als alle in M enthaltenen 
Zahlen, und kleiner als jede andere Ordinalzahl, die ebenfalls 
groBer als alle Zahlen von UY ist). Diese Zahl wird der Limes ~ 
der in W enthaltenen Zahlen genannt und mit lim w bezeichnet; 
so ist, wenn mit ” eine endliche Ordinalzahl bezeichnet wird: 
limn =o. 

Ist die Zahl v so beschaffen, da& es unter den Zahlen u, 
die kleiner als v sind, keine grdéBte gibt, so heiBt v eine Grenz- 
zahl oder Limeszahl, und zwar ist 


= lim p (u <). 


Die Potenzierumg der Ordinalzahlen wird definiert durch 


die drei Festsetzungen: 
y lim y 


eA wth Sets mY = lim p. 


Jede Ordinalzahl kann (und zwar nur auf eine einzige 
Weise) in der Form geschricben werden: 


“= "Ny a on, +- eee — an, , 


wo die rechtsstehende Summe nur cine endliche Anzahl von 
Gliedern  cnthdlt, vo, v4, ..., %% iwgendwelche Ordinalzahien, 
Noy My +++) % aber endliche Ordinalzahlen bedeuten (Cantors 
Normalform). 

Ls gibt Ordinalzahlen ¢, dic der Gleichung w*® = & geniigen, 
sie heiBen s-Zahlen. 
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‘Die kleinste transfinite Ordinalzahl ist w; es folgen 
O-- 1, @:+:2, 25.) o-+%,... 


(wo m eine endliche Ordinalzahl). Der Limes der Zahlen w + n 
ist w- 2;"es folgen 0: 2+1,-2-+ 2, allgemein w-2 +7; 
auf alle dibse folgt w-3 etc. Allgemein erhalt man so Zahlen 
der Form o-m-+, wo m und nm endliche Zahlen. Der Limes 
aller dieser Zahlen ist w?; indem man so fortfihrt, erhilt man 
Zahlen der Form 

oN, + on, ol aon ot an, , 
wo 

Migy My y= 24 Mz, Noy Nyy 6 - 09 My 


endliche Zahlen sind; der Limes aller dieser Zahlen ist w”. 
Analog erhilt man 


w 
. 


Der Limes aller dieser Zahlen ist die erste ¢ Zahl usw. 

Jeder transfiniten Ordinalzahl « kommt (wie jedem Ordnungs- 
typus, siehe § 6) eine bestimmte Michtigkeit zu. Die Michtig- 
keiten transfiniter wohlgeordneter Mengen werden mit dem 
Buchstaben 8 (Alef) bezeichnet, und die verschiedenen Alefs 
durch Indices unterschieden. Von zwei gegebenen Alefs, die 
nicht einander gleich sind, ist stets das eine das grdBere, 
das andere das kleinere. Das kleinste 8 ist N) (die Miichtig- 
keit. der abziihlbaren Mengen). 

Die Gesamtheit aller Oriinabahien: denen dieselbe Michtig- 
keit 8, zukommt, nennt man eine Zalitklasse und bezeichnet sie 
mit Z(8,). Unter allen Ordinalzahlen von Z(%,) gibt es eine 
kleinste, sie heiBt die Anfangszahl von Z(%,) und wird mit 2, 
bezeichnet. Alle Anfangszahlen, mit Ausnahme yon a, sind 
é-Zahlen. 

/ Die Machtigkeiten der wohlgeordneten Mengen bilden, wenn 
man sie der GréBe nach ordnet, selbst eine wohlgeordnete Menge; 
man kann daher die Alefs der Reihe nach bezeichnen mit: 


Ror Raye Mitaee ne N SB jars. vay OU: 


n 


Die Gesamtheit aller Ordinalzahlen von Z(No) bildet eine 
Menge von der Miachtigkeit &,. Allgemein: die Gesamtheit aller 
Ordinalzahlin, deren Miichtigkeit kleiner ist als &,, bildct eine 
Menge von der Machtigkcit &,. 
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Fiir die Addition und Multiplikation der Alefs gelten die 


Formeln: 
Ist 8, <¥,, so ist 8, + 8, =, und X,- 8, = 8,. 


Die hier in den §§ 5, 6, 7 skizzierte abstrakte Mengen- © 

lehre wurde begriindet durch G. Cantor, auf den auch die 
meisten oben angeftihrten Theoreme zuriickgehen (G. Cantor, 
Grundlagen ciner allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1883, 
Uber wnendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Math. Ann. 15, 
1 (1879); 17, 355 (1880), 20, 113 (1882); 21, 51, 545 ~ 
(1883), 23, 453 (1884), Beitrdge zur Begriindung der trans- 
finiten Mengenlehre, Math. Ann. 46, 481 (1895); 49, 207 
(1897), ein Teil. von Cantors Abhandlungen findet sich in 
franzésischer Ubersetzung in Acta math. 2). 
- Neuere Darstellungen: A. Schoenflies, Entwicklung der 
Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten (Math.-Ver. 8, 1900) 
und G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre (Abh. der 
Friesschen Schule, neue Folge, Heft 4, Gottingen 1906). Ferner 
Bh. Borel, Lecons sur ld théorie des fonctions, Paris 1900 und 
E. V. Huntington, Ann. of math. (2) 6, 151 u. 7, 15. _ 

G. Cantor hat behauptet, daB jede beliebige Menge einer 
wohlgeordneten Menge dquivalent ist; ein von E. Zermelo ver- 
dffentlichter Beweis (Math. Ann. 59,514 (1904)) hat viele Einwen- 
dungen erfahren (hauptsiichlich E. Borel, R. Baire, H. Lebesgue, 
Bull. soc. math. 33, 261, A. Schoenflies, Math. Ann. 60, 181, 
H. Poincaré, Revue de métaphys. et de mor. 14, 294), auf die 
Zermelo (Math. Ann. 65, 111 (1907)) eingehend geantwortet hat. 

G. Cantor hat auch vermutet, daB die Michtigkeit des 
Kontinuums gleich &, sei, doch wurde ein bindender Beweis 
hierfiir bisher nicht erbracht. 

Aus der Betrachtung der Menge aller transfiniten Ordinal- 
zahlen ergibt sich, wie zuerst C. Burali-Forti bemerkte (Rend. 
Pal. 11, 154 (1897)), ein logischer Widerspruch. Uber diesen, 
sowie tiber ahnliche Widerspriiche vgl. B. Russell, Zhe prin- 
ciples of mathematics 1, 101 u. Rev. de metaph. et de mor. 14, 
627, A. Schoenflies, Math.-Ver. 15, 19, G. Hessenberg, 
1. c., 621, H. Poincaré, 1. c., G. Peano, Rev. de math. 8, 149, 


Zermelo, J. ¢. 
§ 8. Die Punktmengen. 


Unter einer linearen Punktmenge versteht man eine Menge, 
deren Elemente Punkte einer Geraden sind; ebenso unter einer 


eye 


§ 8. ‘Die Punktmengen. PAL 


; ebenen (n- dimensionalen) Punktmenge eine Menge, deren Ele- 


mente Punkte einer Ebene (eines 2-dimensionalen Raumes) sind. 


_ Wir werden im folgenden nur von linearen Punktmengen sprechen. 
_ Die meisten Siitze haben ihr Analogon auch fiir ebene und 


n-dimensionale Punktmengen. 

Zufolge der Méglichkeit einer eineindeutigen Zuordnung 
zwischen den reellen Zahlen und den Punkten einer Geraden 
(§ 2) ist die Lehre von den linearen Punktmengen identisch 
mit der Lehre von den Mengen reeller Zahlen. 

Unter dem Interyall (a,b) versteht man die Gesamtheit 
aller Punkte einer Geraden, die zwischen den Punkten a und b 
liegen. Ein Punkt des Intervalles (a,b) heiBt innerer Punkt 


_ dieses Intervalles, wenn er von den Endpunkten a und b des 
_ Intervalles verschieden ist. 


Ist jedem Punkte x des Intervalles (a, b), die Endpunkte 


H inbegriffen, ein Intervall',, zugeordnet, in dessen Innern er liegt, 
80 lapt sich aus der.Menge der Intervalle 0, eine endliche An- 
__#zahl von Intervallen so auswahlen, daB sie das Intervall (a, b) 


vollstindig wiberdecken (Satz von E. Borel, Ann. éc. norm. (3) 12, 
51 (1895); H. Lebesgue, Lee. sur Vintégration, Paris (1904), 104). 
_ Als Komplementdrmenge einer linearen Punktmenge P be- 
ziiglich des Intervalles (a, b) bezeichnet man die Menge aller 

Punkte von (a, b), die nicht zu P gehéren. 
Kin Punkt O heiBt Hdufungspunkt (Verdichtungspunkt) 


; der linearen Punktmenge P, wenn in jedem Intervalle, das den 


Punkt O als inneren Punkt enthalt, sich ein von O verschiedener 
Punkt befindet, der der Menge P angehért. — Ein Haufungs- 


-. punkt von P ist nicht notwendig selbst Punkt von P. Be- 


 trachtet man z. B. die Menge, die aus den Punkten mit den 


Abszissen 
beau 1 


» 9? Ba Tee ee eee 


1 


besteht, so ist der Nullpunkt Haufungspunkt dieser Menge, ohne 


ihr anzugehéren. 
Jede ganz in einem endlichen Intervall liegende unendliche 
Punktmenge besitzt in diesem Intervalle mindestens einen Haufungs- 


—punkt (Satz von B. Bolzano. Wegen dieser Bezeichnung vgl. 


G. Cantor, Math. Ann. 23, 455 und O. Stolz, Math. Ann. 


18, 252). 


Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre simt- 
lichen Haufungspunkte enthilt; sie heiBt ésoliert, wenn keiner 
ihrer Punkte ein Haufungspunkt ist; sie heiBt 7% sich dicht, 
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wenn jeder ihrer Punkte ein Hiufungspunkt ist; sie heiBt 
perfekt, wenn sie abgeschlossen und in sich dicht ist. (Man 
beachte, daB diese Bezeichnungsweisen mit den in § 6 fiir 
Ordnungstypen eingefiihrten sich nicht decken.) 

Eine perfekte Menge wird z. B. gebildet von jenen Punkten 
_ des Intervalles (0, 1), deren Abszissen sich als systematische 
Briiche von der Basis 3 (vgl. § 2) schreiben lassen, ohne Ver- 
wendung des Zihlers 1. (Man beachte, daB zu diesen Abszissen 
etwa auch die Zahl 4 gehdrt, da sie in der Form geschrieben 
werden kann: a _ as feet S + ---) 

Jede (unendliche) isolierte Menge ist abzdhibar, eine abge- 
schlossene Menge ist entwedcr abzdhlbar oder von der Méchtigkeit 
des Kontinuums, jede perfekte Menge hat die Madchtigkeit des 
Kontinuums. 

Jede abgeschlossene Menge lipt sich zerlegen in eine ab- 
zdhlbare und eine perfekte Menge (wobei auch einer dieser 
Bestandteile fehlen kann). (Cantor-Bendixsonsches Theorem; 
J. Bendixson, Acta math. 2, 415 (1883); der einfachste Beweis 
stammt von E. Lindelif, Acta math. 29, 183.) 

Die Komplementdrmenge cincr in (a,b) gelegenen abge- 
schlossenen Menge beziiglich dieses Intervalles besteht aus den 
imneren Punkten einer (endlichen oder abzdhlburen) Menge sich 
nicht tiberdeckender Intervalle. 

Eine Punktmenge heiBt «iberall dicht im Intervalle (a,b), 
wenn sich in jedem beliebigen Teilintervalle von (a,b) Punkte 
der Menge finden. Sie heiBt nirgends dicht in (a,b), wenn sie 
in keinem Teilintervall von (a,b) tiberall dicht ist. 

Die Menge der Pupkte mit rationalen Abszissen ist tiberall 
dicht, die oben angegebene perfekte Menge ist nirgends dicht 
im Intervalle (0, 1). 

Die Punktmenge, die aus allen Haufungspunkten von P 
besteht, heiBt die erste Ableitung von P und wird mit P’ be- 
zeichnet. Ste ist stets abgeschlossen. 

Die Ableitung einer abgeschlossenen Menge ist in der Menge 
selbst enthalten; eine in sich dichte Menge ist in ihrer Ableitung 
enthalien; eine perfekte Menge ist mit ihrer Ableitung identisch. 

Die Ableitung einer im Intervall (a,b) iiberall dichten Menge 
enthalt sdmiliche Punkte von (a, b). 

Die erste Ableitung von P’ wird zweite Ab] itung von P 
genannt und mit P” bezeichnet. Allgemein lift sich, durch 
volistindige Induktion, die n'® Ableitung P™ von P definieren 
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ais die erste Ableitung der (m — 1)** Ableitung P®-». Alle 
Ableitungen P™ yon P sind, sofern sie tiberhaupt Punkte ent- 
halten, abgeschlossene Mengen und P) ist in P@-» enthalten. 
Enthalten alle Ableitungen P™ von P Punkte, so gibt es 
Punkte, die allen P® gemeinsam sind, und zwar bilden diese 
Punkte eine abgeschlossene Menge, die mit P) bezeichnet und 
o* Ableitung von P genannt wird. 

Ist @ irgendeine Ordinalzahl und fir jede kleinere Ordinal- 
zahl 6 die BY Ableitung P”) von P definiert, so 1iBt sich auch 
eine «‘* Ableitung P@ definieren, und zwar in folgender Weise: 
Ist a eine Grenzzahl, so ist P‘*) die Menge derjenigen Punkte, 
die allen P‘) gemeinsam sind; ist « keine Grenzzahl und , die 
unmittelbar vorhergehende Zahl (w= 8,-+ 1), so ist P die 
erste Ableitung von P\), Da P) fir B <@ bereits definiert 
ist, so ist durch diese Festsetzungen P‘*) fiir alle Ordinal- 
zahlen « definiert. Jede so definierte Ableitung ist, wenn sie 
tiberhaupt Punkte enthdlt, eine abgeschlossene Menge, und wenn 
B<« ist, so ist P ganz in P®) enthalten. 

Ist P eine beliebige Punktmenge, so gibt es stets eine endliche 
oder der Zahlklasse Z (&)) angehirende Zahl «, so dap P ent- 
weder gar keinen Punkt enthdlt oder perfekt ist. Alle folgenden 
Ableitungen sind dann gleich P™. Enthilt P gar keinen Pumnkt, 
so heiBt P reduzibel. 

Jede reduzible Menge ist abzahlbar. 

Der Inhalt einer Punktmenge wird in der folgenden Weise 
definiert. Sei P eine im Intervalle (a,b) liegende Punktmenge. 
Man betrachte eine endliche oder abzihlbare Menge von Teil- 
intervallen von (a,b), die die s&émtlichen Punkte von P ent- 
halten, und bilde die Summe S der Lingen aller dieser Inter- 
valle (die auch unendlich grof ausfallen kann). Macht man dies 
fiir alle mdglichen endlichen und abzihlbaren Intervallmengen 
der angegebenen Art, so hat die Menge der so gebildeten Zahlen S 
eine bestimmte Zah! zur unteren Grenze (vgl. § 10). Diese Zahl, 
die sicher nicht negativ und nicht gréBer als die Linge b —a 
von (a,b) ist, wird der dupcre Inhalt unserer Punktmenge P 
genannt. Nun bilde man den iiuBeren Inhalt der Komplementir- 
menge yon P in bezug auf das Intervall (a,b) und subtrahiere 
ihn von der Linge 6 —a dieses Intervalls. Die so erhaltene 
Zahl hei®t der imnere Inhalt von P. Er ist gewiB nicht gréBer 
als der auBere Inhalt. Sind duBerer und innerer Inhalt von P 
einander gleich, so heift die Menge P mefbar, und der gemein- 
same Wert von duBerem und innerem Inhalt wird kurz der 
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Inhalt von P genannt. (Beziiglich der Existenz nicht meBbarer 
Punktmengen vgl. H. Lebesgue, Bull. soc. math. 35, 202.) 

Ist die in (a, b) gelegene Punktmenge P mefbar, so ist auch 
ihre Komplementirmenge in bezug auf (a,b) meBbar, und die 
Summe der Inhalte dieser beiden Mengen ist b — a. 

Daher: Jede abgeschlossene in (a, b) gelegene Punktmenge P 
ist meBbar. Ihr Inhalt ist gleich der Lange von (a, b) vermindert 
um die Summe der Ldngen derjenigen Intervalle, welche von den 
micht gu P gehirenden Punkten von (a, b) gebildet werden. 

Jede abzdhibare Punktmenge ist meBbar und hat den In- 
halt Nuit. 

Sei eine endliche oder abzaéhlbare Menge von meBbaren 
Punktmengen P,, P,,..., P;, ... gegeben; dann ist auch die 
Menge P, tie aus sdémtlichen Punkten von P,, Py, ..., PB, - 
besteht, mc, bar. Haben von den Mengen P, keine zwei emen 
Punkt gemein, so ist der Inhalt von P gleich der Summe der 
Inhalte der P,. Ebenfalls ist die Menge Q derjenigen Punkte, 
die allen P. gemeinsam sind, mefbar, und ist fiir alle i die 
Menge P, in P,_, enthalien, so rst der Inhalt von Q gleich der 
Limite der Inhalte der P;. 

Die Theorie der Punktmengen rithrt in ihren Grundziigen 
ebenfalls von G. Cantor her. AuBer der in § 7 erwahnten 
Literatur sei hier noch das Buch von N. H. und G. C. Young, 
Theory of sets of points (Cambridge 1906) genannt, wo man ein 
volistindiges Literaturverzeichnis findet. Die oben mitgeteilte 
Definition des Inhaltes einer Punktmenge rihrt von H. Lebesgue 
her (Ann. di mat. (3) 7, 231 (1902)); naheres dartiber in dessen 
Lecons sur Vintégrdtion (Paris 1904), 102 ff. Eine &hnliche 
Definition gibt W. H. Young, Proc. Lond. (2) 2, 16 (1905) 
und 1. ¢., Chap. V. Weniger weittragende Definitionen des In- 
haltes eimer Punktmenge hatten vorher u. a. gegeben: G. Cantor, 
Math, Ann, 23, 473 (1884); C. Jordan, Journ. de math. (4) 8, 
76 (1892); E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions, 46. 


§ 9. Der Funktionsbegriff. Der Begriff des Grenzwertes. 


Kine GréBe y hei®t eine (eindeutige) Funktion der reellen 
Veranderlichen « im Intervalle (a, b),-wenn jedem in dieses 
Intervall fallenden Werte von x in eindeutiger Weise ein Wert 
von y zugeordnet ist.) Allgemeiner heiBt y eine Funktion von 


1) In diesem allgemeinen Sinne, der von der Méglichkeit einer 
analytischen Darstellung ginzlich absieht, erscheint der Funktions- 


a del 
ra aS 
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auf einer gegebenen linearen Punktmenge, wenn jedem einen 
Punkt dieser Menge darstellenden Werte von x ein Wert von y 
zugeordnet ist. Analog heiBt y eine Funktion der m Verinder- 


lichen 2,, %,..., 2, in einem Gebiete (oder auf einer Punkt- 
_ menge) des »dimensionalen Raumes unserer  Verdnderlichen, 


< 


wenn jedem Wertsysteme der 2,, 2, .-., %,, das einen Punkt 
dieses Gebietes (bezw. dieser Punktmenge) darstellt, ein Wert 
von y zugeordnet ist. 

Unter einem Polynom in x versteht man einen Ausdruck 
der Form: 


av + a,e'-*+---+a,_,2+ 4%, 


WO Q, %,---, & Konstante bedeuten. Ist a,+ 0, so heiBt 
das Polynom vom k*” Grade. Analog hei8t die Summe einer 
endlichen Anzahl von Ausdriicken der Form: 


k k 
Cea xz, UA? Hy? . Bai 

ein Polynom in %,, %,..., %,-  Dabei bedeuten h,, ky, ..., &, 

~ nicht negative ganze Zahlen, Dy, hay Fo +5 By irgendwelche Kon- 


stante, und 2,° ist durch 1 zu ersetzen. Bildet man fir alle 
Glieder, deren Koeffizient a, ;,....,, nicht Null ist, den Aus- 
druck k, +k, +---+4k,, so wird die gréBte der so erhaltenen 
Zahlen als der Grad unseres Polynomes bezeichnet. 

Eine Funktion, die sich als Quotient zweier Polynome 
darstellen 1aB8t, heiBt eine rationale Funktion. Die Polynome 
heiBen auch ganze rationale Funktionen. 

Eine Funktion y von x heiBt eine algebraische Funktion 


von #, wenn sie einer Gleichung der Form: 


EADY a) ye + P,_s(2)y +P,(xz) =0 


3 gentigt, wo die P;(x) Polynome in x bedeuten. Analog werden 


die algebraischen Funktionen von mehreren Verinderlichen 
definiert. 

: Eine Funktion f(%,, %,..., %,) der m Veranderlichen . 
Wy, Tg, .- +, %, heiBt homogen vom Grade (der Ordnung) r, wenn 
fiir alle Werte von ¢ die Relation besteht: 


Ftp tas, 1D) — Ef Cay Bey 25 2 y)- 


begriff zum erstenmal bei G. Lejeune Dirichlet (Uber die Ent- 
wicklung ganz willkiirlicher Funktionen etc. (1887), Werke 1, 135). 
Frihere Mathematiker hatten das Wort Funktion in viel beschrank- 


_ terem Sinne gebraucht. Vgl. Differentialrechnung § 2. 
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Eine Funktion f(x) einer Verdnderlichen heiBt monoton = 
wachsend im Intervall (a, b), wenn fiir irgend zwei Werte a’ 
und x” dieses Intervalles aus 2 > 2” folgt: f (a) > f(a”). Sie ~ 
heift monoton abnehmend, wenn aus x > x” folgt: f(a) < f(a”). 
Die monoton wachsenden und monoton abnehmenden Funktionen 
werden zusammengefaSt unter dem Namen monotone Funktionen. 

Man definiert: Die Funktion f(#) hat fir =a den 


rechtsseitigen Grenzwert A, in Zeichen: lim f(z) = A, wenn zu 
z=a+0 


jeder beliebigen positiven Zahl ¢ eine positive Zahl » gehért, 


derart da8 fiir alle der Ungleichung 0<%—a<7n gentigenden 7 


die Ungleichung besteht: |f(w)—A|<e. Die Definition des 


linksseitigen AAS: ae f(#) erhalt man, indem man die 
-0 


obige Ungleichung ersete ace C14 — a 
Hat f(a) fir x—=a sowohl den rechtsseitigen als den 


linksseitigen Grenzwert A, so schreibt man: lim f(z)= A und | 


sagt: f(x) hat fiir «=a den Grenzwert A. et 
Man definiert weiter: lim f(x) = + oo (bezw. = — oo), 


z=a+0 
wenn zu jeder beliebigen Zahl B eine positive Zahl y gehért, 
derart da8 fiir alle der Ungleichung 0 < x — a < » geniigendeng ~ 
die Ungleichung besteht: f(#) > B (bezw. < B). In ganz analoger 


Weise wird definiert: lim ft (x) = + ae pe f (x) = — oo. 
Ist gleichzeitig lim f eee + co und lim hi core + 00, so 
z=at+l0 


schreibt man wieder lim f(x) = + ov. Analoge Bedeutung hat: 
lim /(@) =— 06... *=4 
**“ Berner: lim f (x) = A (bezw. ie f («) = A), wenn zu jeder 
r=+o 
beliebigen positiven Zahl ¢ eine Zahl % gehért, derart daB fiir 
alle der Ungleichung x > b (beazw. x < b) geniigenden x die Un- 
gleichung besteht: |f(a)—A|<e. Analog: lim f(#) = + co 
z=+o0 
(bezw. =— 00), wenn zu jeder beliebigen Zahl B eine Zahl b gehort, 
derart daB fiir alle der Ungleichung x > b gentigenden x die Un- 
gleichung f(«) > B (bezw. f(~) < B) besteht. Und in shnlicher 
Weise werden die Zeichen lim /(%)=-+ 00 (bezw.=— 00) definiert. 
Eine Beziehung zwischen dem _ hier eingefiihrten Grenz- 
begriff und dem in § 2 eingefiihrten Zeichen lim a, wird her- 
gestellt durch die Sitze: aes 
Aus lim f(x) = A folgt ae f(n) =A; aus lim f(x) = 4 


z=+0 
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und lim a, = a folgt: Jon f (x,) = A, vorausgesetzt, daB (wenig- 


n=O 
stens von einem bostamraten Wert N des Index » an) alle x, 
von @ verschieden sind. Die Umkehrung dieser beiden Satze 
gilt nicht. 

Ist lim ii2) = A und lim f(x) =A und ist eine dritte 

xz=a+0 xz=at+0 

Funktion f(x) so beschaffen, dap fiir alle der Ungleichung 
0<4—a< 7% geniigenden x (oder kurz gesprochen: in einer 
rechtsseitigen Umgebung von a) die Funktion f(x) der gis 


nach zwischen f,(”) und f(x) liegt, so ist auch lim f(x) = 
xz=a+0 
> Ist an re) =-+ co (bezw. = — co) und besteht in einer 


Piscoitie Umgebung von a die Ungleichung: f(a") > f,(a) 
(bezw. f(x) < f,(@)), so ist auch = a (x) = 5 oo (bezw. = — 00). 


Analoges gilt fiir lim und re 
z=a—0 “n=a 
Lstse (x) in einer rechtsseitigen Umgebung von a monoton 


- wachsend (monoton abnehmend), so existiert stets lim f(x); 
x=at+0 


bleibt auperdem f(x) in dieser Umgebung von a griéper (bezw. 
kleiner) als eine feste Zahl B, so ist lim f(a) eine endliche Zahl. 
r=at+0 
Analoges gilt fir lim, lim und-lim. Speziell: J/st eime 
x=a—0 r=4+0 rZ=— a 

Folge reeller Zahlen a, gegeben, die sdmtlich unter einer Zahl A 
liegen, und folgt (wenigstens von einem bestimmten Werte 
des Index m an) aus n >n" die Ungleichung: ay > an”, $0 
 existiert eine endliche Zahl a, derart daB lim a, = a. 


n=O 


Ist lim f,(~) = A, und lim f,(”) = Ag, so ist 
lim (f,(@) + fo@)) =A, + 4g; lim (f,@) — fy(@)) = A, — Ag; 
lim /,(%)- f(z) = 4 
- und, vorausgesetat daB A, nicht Null ist: 
bi = 


Man sagt: Die Funktion f(a, y) hat fir s—a,y—=b den 


Grenzwert A, in Zeichen: lim f(#,y)= A, wenn zu jeder 
r=a,y=b 


“positiven Zahl ¢ eine positive Zahl » gehért, derart daB fiir 
jedes von a, b verschiedene Wertepaar x, y, das den Un- 
gleichungen eontigt: jz —a|<n, |y—b| <7, die ser 


Pascal, Repertorium. J. 2. Aufl. 
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besteht: | f(x,y) -—A|<«. Aus lim f(a,y) =A folgt 


2=0, f= 0 


lim (lim f(v, y)) =A und. lim (lim f(x, y)) = A (vorausgesetzt, 
zw=a y=b =b #=a 


y 

daB die auftretenden Limiten existieren), aber nicht umgekehrt. 
Grenzwerte von Doppelfolgen a,, , (wo m und m jedes fiir 

sich die Reihe der natiirlichen Zahlen durchlaufen) werden 


definiert durch: lim a,,, = A, wenn zu jeder positiven Zahl ¢ 
ein Wert M von m und ein Wert N von » gehért, so daB aus 
den beiden Ungleichungen m > M, n > N folgt: | Gin, m —Al<e. 
Niheres tiber Doppelfolgen bei A. Pringsheim, Miéinch. Ber. 
27,103, Math. Ann. 53, 289, F. London, Math. Ann. 53, 322. 


§ 10. Obere und untere Grenze. Stetigkeit und 
Unstetigkeit. 


Sei irgendeine Menge von Zahlen Z gegben. Wir teilen 
die rationalen Zahlen in zwei Klassen (vgl. § 2) nach der 
folgenden Vorschrift: in die erste dieser Klassen geben wir eine 
rationale Zahl +, wenn samtliche Zahlen von Z kleiner als r 
sind; in die zweite dieser Klassen alle tibrigen rationalen Zahlen. 
Enthalt die erste dieser Klassen keine Zahl, so sagt man, die 
Menge Z hat die obere Grenze.+ oo; enthalten beide Klassen 
Zablen, so ist dadurch ein Schnitt im Gebiet der rationalen 
Zahlen definiert, und die diesen Schnitt erzeugende reelle Zahl 
heiBt die obcre Grenze der Menge Z. Analog wird die untere 
Grenze m der Menge Z definiert, die, wenn sie nicht eine end- 
liche Zahl ist, den Wert — co hat. Der erste, der die Begriffe 
der oberen und unteren Grenze verwendete, war B. Bolzano 
(Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes etc., Prag 1817, herausg. 
in Ostwalds Klassikern No. 153 von Ph. E. B. Jourdain). 
Eine gréBere Verbreitung erhielten sie erst unter dem Hinflusse 
von K. WeierstraB. ; 

Sei eine Funktion f(a) gegeben, die fiir alle Punkte des 
Intervalls (a, b) definiert ist, und Z sei die Menge der Werte, 
die f(x) in diesem Intervalle annimmt. Die obere und untere 
Grenze von Z werden dann als obere (untere) Grenze von f(x) im 
Intervalle (a,b) bezeichnet. Die Differenz zwischen oberer und 
unterer Grenze heiBt die Schwankung von f (a) im Intervalle (a, b). 

Sei eine Folge von Intervallen 6;(i=1, 2,...,”,... 
gegeben, die alle den Punkt % als inneren Punkt enthalten, — 
und deren Linge mit wachsendem i gegen Null konvergiert, 
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etd sei My, die obere Grenze von f(x) in 6,. Haben dann 
alle M5, den Wert + 00, so sagt man: die Funktion f(x) hat 


im Punkte XZ die obere Grenze +00. Im entgegengesetzten 
Falle existiert stets — ets und ist eine endliche Zahl; sie 
heipt die obere Grenze von f(a) im Punkte x. Die so definierte 
-obere Grenze ist unabhiingig von der Wahl der Intervalle 0;. 

_ Analog wird die untere Grenze von f(#) im Punkte 2, definiert. 
Die Differenz zwischen oberer und unterer Grenze im Punkte 2, 

 heiBt die Schwankung von f(x) im Punkte ap. 

Ist M die obere Grenze von f(x) im Intervalle (a, b), so 
gibt es in diesem Intervalle mindestens cinen Punkt x), in dem 
die obere Grenze von f(a) gleich M ist. (Analog fiir die untere 
Grenze.) 

Analoges gilt fiir Funktionen von m Verdnderlichen, wenn 
man statt der Intervalle ume soblgesone nm dimensionale Gebiete 
betrachtet. 

Die Funktion f (2) heiBt stetig im Punkte x), wenn zu jeder 
positiven Zahl ¢ eine positive Zahl » gehért, so daB aus 
|a — 2 |< die Ungleichung folgt: | f(a”) — f(a)| <. 

Ist lim f(x) = f(a) und lim f @)= (0), so ist f(x) 

L=2X%+0 @ = Xo — 

_ stetig im Punkte x) und umgekehrt. 

Ist nur lim f (x) = f(x) (bezw. lim f@) = f(%)), so 

%q+0 


poe 
; “ heiBt f (2) rechtsscitig (bezw. linksseitig) stetiy im Punkte a. 
Damit f(a) stetig sei im Punkte ao: ist notwendig wnd hin- 
reichend, dag die Schwankung von f(x) im Pumkte x gleich 
Null. sei. 
Sind f(x) und g(a) stetig im Punkte x, so ist auch 
f(a) + (a), f(z) — ya), f(@)- (x), und, vorausgesetat dap 
9 (o) + O ist, aoe stetig im Punkte xp. 


E Setzt man — (xo) = Yo und ist die Funktion y (x) stetig im 
Punkte x), f(y) stetig im Punkte yy, so ist die Funktion f(y ()) 
stetig im Punkte xp. 

Die Funktion f (x) heiBt stetig im Intervalle (a, b), wenn 
sie stetig ist in jedem inneren Punkte dieses Intervalles, rechts- 
seitig stetig im Punkte a und linksseitig stetig im Punkte 0. 

Ist die Funktion /(x) stetig in (a, b), so ist sie fiir alle 
Punkte dieses Intervalles gegeben, wenn ihre Werte an einer 
im Intervalle (a, 6) iiberall dicht liegenden Punktmenge, z. B. der 
Menge der rationalen Punkte von (a, b) gegeben sind. 

eae 
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Hieraus folgt, daB die Menge aller in (a, b) stetigen Funk- 
tionen die Machtigkeit des Kontinuums hat, wihrend die Michtig- 
keit aller Funktionen gleich c° (und mithin gréSer als c) ist. 

Ist dic Funktion f(x) stetig im (a,b), so ist thre obere — 
(untere) Grenze in diesem Intervalle eime endliche Zahl, und es 
gibt in diesem Intervalle mindestens einen Punkt, in dem der 
Wert von f(a) gleich ist dieser oberen (unteren) Grenze. 

Ist die Funktion f(x) stetig in (a, b) umd ist E ein Wert, 

der zwischen f(a) und f(b) liegt, so gibt es im (a, b) eimen 
Punkt, in dem f(x) den Wert E annimmt. Kiirzer gesprochen: 
Eine stetige Funktion kann nicht von einem Werte zu einem 
anderen tibergehen, ohne alle dazwischen liegenden Werte anzu- 
nehmen. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht (vgl. G. Darboux, 
Ann. éc. norm. (2) 4, 109 (1875) und H. Lebesgue, Leg. sur — 
Vintégration, 89). 

Ist die Funktion f(x) stetig in (a,b), so gehdrt zu jeder 
positiven Zahl « eme positive Zahb yn, derart, daB fir irgend 
zwei Punkte x’ wnd x” von (a, b), fiir die |a —a2”| <x ist, 
die Ungleichung besteht: | f(a’) — f(a’)| <e (Satz von der 
gleichmdBigen Stetigkeit; der erste Beweis wurde publiziert von 
E. Heine, Journ. f. Math. 74, 188 (1872)). 

Jede im Intervalle (a, b) stetige Funktion laBt sich in eine 
in diesem Intervalle gleichmdpig konvergente (vgl. den Abschnitt 
tiber Funktionentheorie) Reihe von Polynomen entwickeln (Satz 
von K. WeierstraB, Berl. Sitzwngsber. (1885), 633, 789; Naheres 
tiber die Entwicklung stetiger Funktionen in Reihen von Polynomen 
bei E. Borel, Lecons sur les fonct. de variables réelles, Paris 1905, 
_ Chap. IV). — 

' ‘Sei die Funktion f(#) stetig im Intervall (a, b) und aus 
ai > x” folge f(x’) > f(z’) (oder f(a) < f(@")). Setzt man 
f(a) =A und f(b)=B und ist y eine beliebige Zahl des 
Intervalles (A, B), so gibt es in (a, b) eine und nur eine Zahl 2, 
fiir die f(«)=y wird. Ordnet man der Zahl y diese Zahl x 
mu, so ist dadurch im Intervalle (A, B) der Veranderlichen y 
eine Funktion p(y) definiert, welche die zur Funktion f(x) in- 
verse Funktion heift. Sie ist stetig in (A, B) und aus y' > y” 
folgt p(y’) > oy") (uw. py’) < py"). Sie geniigt der 
Relation: p(y) = p(f(@)) =a, woraus f(my))=y, dh. die 
zur inversen Funktion inverse ist die urspriingliche Funktion. 

Jede Stelle w, an der f(x) nicht stetig ist, heiBt eine 

Unstctigkeitsstelle von f(x), der Wert der Schwankung von f(x) — 
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an der Stelle x ist dann nicht Null; er wird auch als der 
Unstetigkeitsgrad von f(#) an der Stelle 2) bezeichnet. 

Ist im jedem Punkte des intervalles (a, b), die Endpunkte 
inbegriffen, der Unstetigkeitsgrad von f(x) kleiner als A, so ge- 


_ hort zu jeder positiven Zahi ¢ eine positive Zahl yn, derart dag 


fiir irgend zwei Punkte x und x” von (a, b), fiir die |a’—2"|<n 
ist, die Ungleichung besteht: | f(a’) —f(@)|< Ate. 
Kine Unstetigkeitsstelle %) von f(x) hei®t von erster Art, 


_ wenn sowohl lim f(a) als lim f(x) existiert, sonst von zweiter 


B= 2%y+0 2=2X%—O0 


Art. Sind speziell lim f(x) und lim f(x) gleich derselben 
0 0 


%=2y+ Cn 


~ endlichen Zahl, aber nicht gleich f(2,), so heiBt die Unstetigkeit 


hebbar, weil sich dann f(a) durch bloBe Abanderung des Funktions- 
wertes an der Stelle x in eine im Punkte x stetige Funktion 


a verwandeln 1aBt. 


Eine Funktion heiBt punktweise unstetig im Intervalle (a, b), 
wenn ibre Stetigkeitsstellen in diesem Intervalle tiberall ‘dicht 


—liegen, sie heiBt total wnstetig im Intervalle (a, b), wenn sie in 


jedem Punkte von (a, b) unstetig ist. (Uber die allgemeinste 
Verteilung der Stetigkeitsstellen einer Funktion f(x) vgl. W. H. 
Young, Wien. Ber. 112, Abt. 2* (1903), 1307.) 

Hine unstetige Funktion f(x) heiBt von erster Klasse im 


~ Intervalle (a, b), wenn sie in diesem Intervalle Limite stetiger 


Funktionen ist, d. h. wenn eine Gleichung f(x) = lim f, (2) 


fir jeden Punkt von (a,b) besteht, wobei mit f(x) Funktionen 


bezeichnet sind, die in (a, b) stetig sind. Kine unstetige Funktion 
heiBt von zweiter Klasse, wenn sie Limite von Funktionen erster 
Klasse ist, ohne selbst von erster Klasse zu sein. Allgemein 
heiBt eine unstetige Funktion von n“” Klasse, wenn sie Limite 


yon Funktionen (x — 1)*" Klasse ist, ohne selbst von (nm — 1)*** 


oder niedrigerer Klasse zu sein. Eine unstetige Funktion heift 


- von w*" Klasse, wenn sie Limite von Funktionen aus Klassen 
yon endlicher Ordnung ist, ohne selbst einer dieser Klassen 
_ anzugehéren. Ist ~ irgendeine transfinite Ordinalzahl der Zahl- 


klasse Z(X,), so heiBt eine unstetige Funktion von n*” Klasse, 
wenn sie Limite von Funktionen von niedrigerer als der 
aw" Klasse ist, ohne selbst einer dieser Klassen anzugehéren. 

Es lassen sich Funktionen definicren, dic einer beliebig ge- 
gebenen Klasse (deren Ordnung eine endliche Zah] oder eine 
Zahl der Zahlklasse Z(%,) ist) angehdren; es tassen sich aber 
auch Funktionen definieren, die keiner diescr Klassen amngehéren. 
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Die genannte Klassifizierung der Funktionen rihrt her von 
R. Baire, Ann. di mat. (3) 3, 68 (1899). Néheres hieriiber: 
R. Baire, Legons sur les fonctions discontinucs, Paris 1905, wo 
man die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir findet, 
- daB eine Funktion der ersten Klasse angehére, und Acta math. 
30, 1. Ferner H. Le besgue, Journ. de math. (6) 1, 139. 

Ahnliche Definitionen und Sitze, wie die hier fiir Funk- 
tionen einer Veranderlichen angefiihrten, gelten fir Funktionen 
von mehreren Verinderlichen, z. B. heiBt eine Funktion von 
zwei Veranderlichen x, y stetig an der Stelle x, yy, wenn zu 
jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zabl 4 gehért, so daB aus 
dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Ungleichungen |~7—|<4 
und |y--%|<_% folgt: |f(@, ¥) — f(a» Yo)| <8; oder, was 
dasselbe ist, wenn lim f(x,y) = f(o, Yo) ist. 

B=, Y=VYo, 

Aus der Stetigkeit von f(x, y)) als Funktion von x an 
der Stelle ~ und der Stetigkeit von f(a, y) als Funktion von y 
an der Stelle y, folgt nicht die Stetigkeit von f(#, y) an der 


Stelle x,’ 4), wie man z. B. am Verhalten der Funktion ag 


im Punkte x =0, y= 0 erkennen kann. 

Ist die Funktion f (a,, %,.--, %,) im allen Punkten eines 
Gebietes der m Verdnderlichen %,, %,..., 2, stetig nach jeder 
einzelnen dieser Verdinderlichen, so ist sie in diesem Gebiete 
hichstens von (n — 1)" Klasse (H. Lebesgue, Bull. sciences 
math. (2) 22,, 284 (1898) und Journ. de math. (6) 1, 201; 
siehe auch R. Baire, Ann. di mat. (3) 3, 87). 

Niheres tiber Stetigkeit und Unstetigkeit findet man, auBer 
in den bereits genannten. Werken, bei A. Schoenflies, Ent- 
wicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten (Math.- Ver. 8) 
und A.Pringsheim, Enzykl. 11 A 1, wo sich auch viele Literatur- 
nachweise finden. Ferner: U. Dini, Grundlagen fiir eine Theorie 
der Funktionen einer verdnderlichen reellen Gréfe, deutsch von 
J. Liiroth u. A. Schepp, Leipzig 1892; O. Stolz u. J. A. 
Gmeiner, Linleitung in die Funktionentheorie, Leipzig 1904 
(Teubners Sammlung 14), J. Pierpont, The theory of functions 
of real variables, Boston 1905. Zahlreiche Beispiele bei KE. Pascal, 
Esercizi e-note critiche ete., Mailand 1895. 

Sei die Funktion f(a) definiert in (a, b), und sei eine end- 
liche Anzahl beliebiger Punkte von (a,b) gegeben: 


Ole Shs <a, <d. 
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Wir bilden: 

V =|f (m4) —f(@)|+ |f@) —f@)| +--+ [f() — f(z,) |. 
Die obere Grenze aller so erhiltlichen Zahlen V wird bezeichnet 
als totale Schwankung von f(x) im Intervalle (a,b). Ist diese 
obere Grenze endlich, so heiBt f(a”) von beschréinkter Schwankung 
(a variation bornée) im Intervall (a, bd). 

Jede in (a, b) monotone Funktion ist daselbst von beschrdankter 
Schwankung; und zwar ist thre totale Schwankung | f(b) — f(a)|. 
Eine Funktion, die in (a, b) von beschrinkter Schwankung ist, 
lapBt sich darstellen als Summe zweier in (a, b) monotoner Funk- 
tionen. Ist eine Funktion in (a, b) von beschrinkter Schwankung. 
und besitet sie in diesem Intervall Unstetigkeitsstellen, so sind 
dieselben alle von erster Art und bilden eine endliche oder ab- 
zahlbare Menge. 

Die Funktionen von beschrankter Schwankung wurden ein- 
gefthrt von C. Jordan (Cours d’amalyse, 2. 6d., 1, 54). Siehe 
auch BE. Study, Math. Ann. 47, 298 und H. Lebesgue, Lee. 
sur Vintégration, Chap. IV. 


§ 11. Potenzen. Logarithmen. Wichtige Grenzwerte. 


Bedeutet ” eine nattirliche Zahl, a eine beliebige, von 
Null verschiedene reelle Zahl, so versteht man unter a” 
(der n‘®* Potenz von a) das Produkt von m einander gleichen 


Faktoren a, unter a~” die Zahl a unter a° die Zahl 1. Ist 
ferner a positiv, so gibt es eine und nur eine positive Zahl, 
die zur mn‘ Potenz erhoben a eat) sie heiBt die positive 
n® Wurzel aus a und wird mit a” oder Va bezeichnet; ist dann 
r= m eine positive rationale Zahl, so versteht man aes a’ die 
positive n‘° Wurzel aus a”, und unter a~” die Zahl—;- Sind r 
und » irgendwelche rationale Zahlen, so ist: 
(1) aa" =art"; (ay =a" 
und wenn r >?" ist: 

Goa>, a (a fir ea: 1; 
2) a<a’ fir a<1. 


Sei a positiv und >1 (bezw. <1) und @ eine beliebige 
irrationale Zah]l. Um a? zu definieren, teilen wir die rationalen 
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Zahlen in zwei Klassen; in die eine Klasse geben wir alle 
rationalen Zahlen, die kleiner sind als irgendeine Zahl a’, wo r 
eine rationale Zahl bedeutet, die kleiner (bezw. gréBer) als @ 
ist; in die andere Klasse geben wir alle iibrigen rationalen 
Zahlen.. Dadurch ist ein Schnitt im Gebiete der rationalen 
Zahlen definiert; die ihn erzeugende reelle Zahl wird mit a? 
bezeichnet. Die Gleichungen (1) und die Ungleichungen (2) gelten 
dann fiir beliebige reelle y und 1’. 

Hierdurch ist die Funktion a* (a> 0) fir alle reellen z 
Gefiniert; sie wird Exponentialfunktion genannt; sie ist stetig 
und wichst von 0 bis + co oder nimmt ab von + oo bis 0, 
wenn x von — oo bis + oo wichst, je nachdem a gréBer oder 
‘kleiner als 1 ist. Die inverse Funktion (vgl. § 10) ist daher 
definiert von 0 bis + 00; sie wird bezeichnet mit log x (Loga- 
rithmus von «x fiir die Basis a); sie ist stetig und wichst von 
— co bis + oo oder nimmt ab von + oo bis — 00, wenn & 
von 0 nach -+ oo wiichst, je nachdem die Basis a griéBer oder 
kleiner als 1 ist.*) 

' Es gelten die Formeln: 


log (x,%,) = log x, as logx,; log a? = glogz. 


Der Ubergang von einer Basis a zu einer anderen Basis a’ 
wird vermittelt durch die Formel: 
log L= log a 
log a’ 
Als natiirliche Logarithmen bezeichnet man die Logarithmen 
von der Basis e, wobei e definiert ist durch: 
5 3 EAE 
eter 
_N&heres tiber Exponentialfunktion und Logarithmen im Ab- 
schnitie tiber Funktionentheorie. 


Es gelten die Formeln: 
i 


lim (1+ <)"—= oF; lim {n (@* —1)} = log 


R=O 
1 
2 Sa 1 
lim wt = : lim Ig (1+ a2) — 
r=+o z=0 x 


1) Im Falle a=1 setzt man 1*—1 fir alle reellen x Eine 
inverse Funktion kann in diesem Falle nicht gebildet werden. 
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Fur jedes reelle k ist: Able = ian 
lim @-a*=-+ 00; lim e~7- g* = 0. 
r=+o0 2=+o : 

Fiir jedes positive k ist: — 

lim a-*- log 2 = 0. 


zZ=+o0 


Die allgemeinste stetige Funktion, die der Funktionalgleichung 
f(a +y) =f@) +f) 


_ geniigt, ist f (x) =a-x, wo a eine Konstante bedeutet (tiber un- 
: Stee Lésungen dieser Funktionalgleichung siehe R. Volpi, 
_ Giorn. mat. 35, 104 (1894), G. Hamel, Math. Ann. 60, 459 
_ (1905); vgl. oc H. Lebesgue, Atti Torino 42, 532 und 

F, Bernstein, Math. Ann. 64, 417). 
Die Gigentnate stetige Manito: die _der Funktional- 


gle 
aw fe +4) =f): f(y): 
 geniigt, ist f(a) = A%*, wo A und a Konstante bedeuten. 
— Die allgemeinste stetige Funktion, die der Funktional- 


end f(xy) = f(z) + £) 


 geniigt, ist f(x) = A log a. 
: Die allgemeinste stetige Funktion, die der Funktionalgleichung: 


f(y) = f(@) -fY) 
] geniigt, ist f(x) = x. 


Die vier zuletzt angeftihrten Sitze stammen von A. Cauchy 
_ (Analyse algébrique (1823), Euvres (2) 3, 98). 


Es seien noch einige hiufig vorkommende Grenzwertformeln — 


zusammengestellt : 
lim 7 —14 lim #- sin — = 0 
eno © 2=0 v 
lim +" 9 lim 87 4 
I) a . a=0 © 
ee 2 Ota=1_, 
ae i! oe es x 
fin ee (Stirlingsche Formel) 


n=o ne "VY2an 


tag La ees r 1 
hm a apne r+1>0; 


far nichtpositives r + 1 ist dieser Grenzwert unendlich 
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Seien a und b reelle positive Zahlen. Bildet man der 
Reihe nach 


=}$(a4+b) b, = Var 
a, = 4 (a, + b) by = Va, 
a, = 4 (ay + dy) bs = Ag be 


so ist lim a, = lim b,, und dieser Grenzwert heift das arithmetisch- 


n=® n=@® 
geometrische Mittel aus a und b (K. F. Gauss, Werke 3, 361). 
2a +4 +++ +4, 
n 


Ist lim a, = a und setzt man s,, » 80 ist 


n=@ - 
auch Li S, = a. Niéheres tiber diesen und dhnliche Sitze: 


E. Ceshro, Lehrbuch der algebraischen Analysis (Leipzig 1904), 96, 
und E. Borel, Lecons sur les séries divergentes (Paris 1901), 87. 
Aus lim [f(@ +1) —f(@] =A folgt lim ae = A, voraus- 
r=+o0 r=+0 
yesetat, dap obere und untere Grenze von f(x) in ae endlichen 
Intervalle endliche Zahlen sind (A. Cauchy, Analyse algébrique 
(1823), Guvres (2) 3, 54; vgl. Stolz-Gmeiner, Einleitung in 
die Funktionentheorie, 31) ; 
Aus lim ie) =A folgt lim (f (a))* =A, vorausgesetzt, 
xZ=+H f (2) Z=+n 
daB obere und untere Grenze von f(x) in jedem endlichen Inter- 
valle endliche positive Zahlen sind (Cauchy, l. ¢, 58). 


Kapitel I. 


Kombinatorik, Determinanten und Matrices. 
Von Alfred Loewy in Freiburg i. Br. 


§ 1. Die Lehre von den Kombinationen. Die Binomial- 
koeffizienten. Die Polygonal- und Pyramidalzahlen, Die 
- figurierten Zahlen. Die Polynomialkoeffizienten. 


Die Anzahl der )verschiedenen Arten, auf die man m ver- 
schiedene Gegenstiinde in alle méglichen ‘Reihenfolgen bringen 
kann, heiBt die Anzahl der Permutationen der n Gegenstdnde 
(das Wort ist eingefihrt von Jacob Bernoulli in der Ars 
conjectandi (1713), deutsche Ausgabe von HauBner in Ostwalds 
Klassikern der exakten Wissenschaften No. 107, 8. 78). Sie 
betrigt: 

II(n) =1-2...(n—1)n. 


Das Produkt aller ganzen Zahlen’ von 1 bis m bezeichnet 
man auch (Kramp, Eléments d’arithmétique umiverselle, Cologne 
1808) mit 

mi=1-2-3---n 
und liest »-Fakultat. 

Uber das Wachsen von m! gibt folgender Satz AufschluB: 

Ist c irgendeine ganze positive Zahl >1, so kann man 
stets eime derartige positive ganze Zahl n finden, daB fir alle 
ganzzahligen N>n der Ausdruck NI > c% ist. 

Hat man fiir die  Gegenstiinde eine gewisse Reihenfolge 
festgesetzt und ordnet sie anders an, so spricht man jedesmal, 
wenn in dieser Anordnung zwei Gegenstiinde in der umgekehrten 
Reihenfolge wie bei der urspriinglichen Anordnung aufeinander 
folgen, von einer Inversion oder einem Dérangement (Gabriel 
Cramer, Introduction a Vanalyse des lignes courbes, 1750, 
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Append, S. 658). Sind die Gegenstinde mit 1, 2, 3,..., 
bezeichnet, so hat man in einer Anordnung jedesmal dann eine 
Inversion, wenn eine hdhere Zahl einer niedrigeren voraufgeht. 

Vertauscht man in einer gegebenen Anordnung irgend zwei 
Elemente miteinander, so spricht man von einer Transposition 
(Cauchy, J. éc. polyt., Cah. 17, 18 (1815), Gewores (2) 1, 81). 

Hine Anordnung heiBt gerade oder von der ersten Klasse, 
wenn sie eine gerade Anzahl von Inversionen enthalt; im 
anderen Fall heiBt sie wngerade oder von der zweiten Klasse. 
Kine Anordnung der ersten (zweiten) Klasse 1iBt sich stets aus 
der urspriinglichen oder natiirlichen Anordnung durch eine gerade 
(ungerade) Anzahl von Transpositionen gewinnen. Jede Trans- 
position indert die Klasse einer Anordnung. Zwei beliebige 
Anordnungen kénnen stets nur durch eine gerade oder nur 
durch eine ungerade Anzahl von Transpositionen ineinander 
tibergefiihrt werden. Jede Anordnung kann durch Transposi- 


__ tionen in jede andere tibergefiibrt werden. Irgend zwei An- 


ordnungen gleicher (ungleicher) Klasse gehen durch eine gerade 
(ungerade) Anzahl Transpositionen ineinander tiber. 

Uber die Klasse einer Anordnung gibt auch das aus 
den » Gréfen a,, dy, ..., a, gebildete Differenzenprodukt 
(vgl. § 4 dieses Kapitels bei der Vandermondeschen oder 
Cauchyschen Determinante, S. 68) 


A(a,%,---5%)= [T(a,—4) G>?4 
4,3 

eee Faktoren AufschluB. Ist 2, %,..., %, irgendeine 
Anordnung der ersten nm Zahlen 1, 2, ..., m, so gehdrt die 
Anordnung 2,, %,...,%, in die erste (zweite) Klasse, falls 
der Quotient A (ty yy «= Bp) 
Lone 7) 
den Wert + 1(—1) hat. Die durch die Anordnung auf 
obige Weise bestimmte Zahl + 1 heiBt der Modul der An- 
ordnung; sie ist fiir die Determinantentheorie von gréBter 
Wichtigkeit. Der Modul der Anordnung 2,, %,..., 7, kann 


auch auf folgende Weise bestimmt werden: er hat den Wert 
(— 1)"-’, wenn die Permutation 


be Pp Sirsa “a 
Ly Sig Ne eee 
als Produkt r zyklischer Faktoren, von denen keine zwei ein 
Element gemeinsam haben, dargestellt werden kann; hierbei 
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_ sind auch die eingliedrigen Zykeln mitzurechnen (vgl. Kap. III). 
_ Alle angefiihrten Sitze finden sich bereits bei Cauchy, J. ¢éc. 


polyt., Cah. 17, 29 (1815), Giwres (2) 1, 91ff. Von neueren 
Darstellungen vgl. man etwa Kronecker, Vorl. iib. d. Theorie 
d. Determinanten, herausg. von Hensel, Leipzig 1903, 8. 299. 


/ 
Es gibt 3 Anordnumgen der ersten Klasse und ebensoviele 


der zweiten Klasse. 
Die Anzahl] der verschiedenen Anordnungen von  Ele- 


menten, unter denen a gleiche einer Art, b gleiche einer zweiten 
n! 
al bel... 

Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man unter n 
gegebenen Gegenstinden & auswahlen kann, ohne die Reihen- 
folge zu bericksichtigen, in der die & Dinge gewéhit werden, 


Art usw. vorkommen, ist 


heiBt die Anzahl der einfachen Kombinationen der n Gegenstande 


zur k" Klasse. Die Bezeichnung geht auf Blaise Pascal 
zurtick, der von multitude des combinaisons de & dans m spricht 
(Usage du triangle arithmétique, Paris 1665, Cuvres 6, 25 
(1779), Cantor, Vorl. tiber Geschichte der Mathematik, 2. Aufl, 
Leipzig 1900, 2, 752). 

Die fragliche Anzahl betragt 


CG eS 


nk aoc enn o k 
n! 
~ kt (n—h 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Satz: 
Ck a Ocak: 


Die Zahl (3) 188 sich auch als “die Anzahl- der. ver= 


schiedenen Mengen definieren, die man erhalt, wenn man aus 
m verschiedenen Dingen Mengen von je & Dingen bildet. Da in 


keiner der (7) Mengen ein Gegenstand mehrfach aufiritt, so 


spricht man von Kombinationen von n Dingen zu je k ohne 
Wiederholung. 

Wenn in den Kombinationen jedes Element wiederholt 
werden kann, so erhalt man die Kombinationen mit Wiederholuag. 
Die Anzahl der Mengen von je & Zahlen, die nur die Zahlen 
1, 2, 3,..., , die gleiche Zahl aber auch wiederholt, ent- 
halten, oder, wie man auch sagt, die Anzahl der Kombinationen 
von n Dingen zu je k mit Wiederholung, ist: 
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_m+k—-)intk—2)... (o+i)n_ 


C’ 


n,k 1-2. ---(k—1)k 
(n+k—1)! _ eo he ae i 
pray Te ee Cnsn—tya = ( k ) 


Vertauscht man die Elemente der einzelnen Kombinationen auf 
alle méglichen Weisen, so erhilt man die Variationen. Die Anzahl 
der verschiedenen Arten, auf die man k Gegenstinde, die man 
beliebig unter m gegebenen Gegenstiinden auswahlt (k < n), auf k 
feste Plitze verteilen kann, heiBt die Anzahl der einfachen Varia- 
tionen der n Gegenstinde zur k*” Klasse. Ihre Anzahl betragt 
n! n 
Dy, =n (n— 1) (nk FN =e = (7) ki. 

Fiir k =n werden die Variationen zu Permutationen. Wenn in 
den Variationen jedes Element wiederholt werden darf, so er- 
hilt man die Variationen mit Wiederholung. TIbre Anzahl ist 

D’ 


Sk 
mk 


Die Zahlen C,, = ia) nennt man auch die Binomial- 


koeffizienten, weil sie die numerischen Koeffizienten der verschie- 
denen Glieder in der Entwicklung der Potenz eines Binoms sind: 


orirmee (eres lems 
+ (7G) amb + oe NG: ies 


Saimtliche Binomialkoeffizienten lassen sich mittels des 
sogenannten Blaise Pascalschen arithmetischen Dreiecks (Traité 
du triangle arithmétique, Paris 1665, Guvres 5, 1 (1779)) 

1 
kn A 
176208 
saa, Saar Me | 
PHAeeos BAe 
1.510. 10 5 J 


Sow Le Loe. Cee Fe ese by one: 


bilden. Man erhilt die Zahlen einer Zeile durch Addition der 
beiden in der vorhergehenden Zeile unmittelbar tiber ihnen 
stehenden. Die Zahlen der n + 1" Horizontalreihe geben die 
Binomialkoeffizienten der Entwicklung von (a+ b)". Das Pascal- 
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sche Dreieck findet sich iibrigens schon in einer chinesischen 
Schrift des 14. Jahrhunderts (Tropfke, Geschichte der Elementar- 
Mathematik 2, 326, Leipzig 1903). 


Bei dem Symbol (,) nennen wir ” die Basis und k den 


Index. Das Symbol (), das bis jetzt nur fiir ganzzahlige posi- 
tive m und & verwandt wurde, behalt auch fiir beliebige reelle und 


a) sei als 1 definiert.. Es ist 


eee) 


_ komplexe n einen Sinn; ( 


-~ und im besonderen 


—1 

(3) -—C1 
Die Binomialkoeffizienten mit ganzen negativen Zahlen als Basis 
sind, abgesehen vom Vorzeichen, die in einer Diagonale stehenden 


—Zahlen des Pascalschen arithmetischen Dreiecks. 


Fiir beliebige m und m gilt das Additionstheorem der 
Binomialkoeffizienten : 


7") = G) (0) + 3) (2) + G2.) (2) +--+ 0) G)- 


(Euler, Acta Acad. Petrop. V (1781), S. 74.) Fir m= 1 er- 
halt man die grundlegende Higenschaft des Pascalschen Dreiecks: 


(n+t+i1\ _— (n Lo AW 
Cp - Gres) 
(Michael Stifel, Arithmetica integra, Nirnberg 1544, zu vgl. 


M. Cantor, Vorl. «ber Geschichte d. Math. 2, 433). Fir 
m= —1 wird: 


ee) GW) GG) Get Cy G) 
Fiir ganzzahlige positive r<k ist (;) = 0; daher ergibt sich 


fiir ganzzahlige positive m =k aus der letzten Formel: 
n n n n n 
Oe) G) Ga) (3) 2) 
Fiir ganzzahlige positive m sei noch angefihrt 


(7) me, (.)= CaS 


>» 7 siege 4 
< 


48  Kapitel I. Kombinatorik, Determinanten und Matrices. 


ferner die aus dem Additionstheorem der Binomialkoeffizienten 
fir ganzzahlige positive » = m =k sich ergebende Formel: 


(G) oat CV pase aem 
Aus 
(a + 6)” =a" 4+ (") at—tb + () ath (*) pn 


folgt durch Spezialisierung fiir a= b= 1: 
n 


mai4()#Q) 4+) 


Fiir ganzzahlige m gelten ferner die Formeln: 
G-GE)a +b CG) Cr GG 8 


nm\2?  (n\? (n\? n\ 2 
1—({) poe Oh Goa, 
ist gleich CUE) fiir gerade m und O fiir ungerade n. 

Eine Sammiung von Summenformeln fiir die Binomial- 
koeffizienten gibt J. G. Hagen in seiner Synopsis der héheren 
Mathematik 1, 64, Berlin 1891. Man vgl. hierzu auch 
das letzte Kapitel in dem Lehrbuch der Kombinatorik von 
E. Netto (Zeubners Sammlung 7%, Leipzig 1901), das eine 
sehr vollstiindige Behandlung aller Fragen der Kombinatorik — 
liefert. Als altere ausftihrliche Darstellung der Kombinations- 
lehre sei der zweite Teil der schon oben zitierten Ars con- 
Jjectandi von J. Bernoulli genannt. Vorginger von J. Bernoulli, 
die sich mit. Kombinatorik beschaftigt haben, sind Bl. Pascal 
(Lraité du triangle arithmétique, 1665), Leibniz (Dissertatio de 
arte combinatoria, 1666, zu vgl. Cantor, Vorles. tiber Geschichte 
d, Math. 2. Aufl, 1901, 3, 43 u. folg.), Wallis (Treatise of 
algebra, 1685). 

Fir die Binomialkoeffizienten mit der Basis —4 gelten die 
bemerkenswerten Ausdriicke: 


C)-- Gas 
C)-- kee (see 


Uber aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinanten 
vgl. dieses Kapitel, § 4, ferner Pascal, die Determinanten 
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- (feubners Sammlung 3, Leipzig 1900, 8. 132), Netto, Lehrb. | 
der Kombinatorik, S. 256. 


Eime ganze positive Zahl N laépt sich immer und nur auf 
eine einzige Art als Summe von n Binomialkoeffizienten aus- 


_ driicken, deren Indices gegeben sind und aus den natiirlichen 


Zahlen von 1 bis n bestehen, wihrend von ihren Basen diejenige 
die kleimere ist, die zu einem kleinmeren Index gehért, d. h. die 


- Formel: 


N= ia) 25 eS SDB aa © C2) (a < %+1) 


hat immer eine und nur eine Auflésung in ganzen positiven 
Zahlen 2,, %;.--; Z,q- 
Bezeichnet man mit dem Symbol 


Le | 


“die Zahl Gor), so erhilt man den weiteren Satz: 


Wenn eine ganze positive Zahl N gegeben ist, so hat die 
Formel: 
2 3 n+1 
oa Seal Ln L 


Lye Uy 


im der 


ist, wmmer nur eine Auflisung im ganzen posttiven Zahlen 
By, Lg, .- +> L_- (Vgl. Pascal, Giorn. di mat. 25, 48 (1887).) 


Verallgemeinert man die Konstruktion des Pascalschen 
arithmetischen Dreiecks, so gelangt man zu den Polygonal- und 
Pyramidalzahlen. 

Man bilde das Dreieck: 


6 1 
ees Ue mid ge 
61+26 2+0 1 
61+30 3+3¢0 3+0 1 

6 sivas ees hged Sd 1 
; wy 
in dem Side Element einer Zeile durch Addition der beiden 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 4 
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in der vorhergehenden Zeile iiber ihm stehenden Elemente er- 
halten wird. Fiir d =1 wird dieses Dreieck zum Pascalschen. 
Wenn man als erste Diagonale die der Elemente 0 ansieht, 

so sind die in der dritten Diagonale stehenden Elemente fiir 
=1 die Dreiecks- oder Trigonalzahlen, fir d = 2 die Vierecks- 
oder Quadratzahlen usw., fir 6 = k — 2 die k-Eckszahlen. Diese 
Zahlen heiBen auch Polygonalzahlen. Der Name stammt daher, 
daB man ihre Hinheiten in der Form eines reguliéren Polygons © 
anordnen kann. Die m‘ der k-Eckszahlen wird durch die Formel 


$m [(k — 2) m —(k—4)] = (7) + (= 2)- (9) 


(k Anzahl der Polygonseiten, m Seitenlinge, ausgedriickt in der 
Anzahl von Punkten, die auf der Seite liegen) 


gegeben; die Summe der ersten m der k-Eckszahlen betrigt: ) 
do Get 1) [a er 


’ Die Polygonalzahlen sollen altpythagoriischen Ursprungs 
sein; mit ihnen beschiftigt haben sich jedenfalls schon Hypsikles 
(200—100 y. Chr.) und der Neupythagorier Nikomachus 
(etwa 100 n. Chr.); von Diophant, dem Vater der Arith- 
metik, existiert eine kleine Abhandlung iiber die Polygonal- 
zahlen (deutsche Ausgabe von G. Wertheim, die Arithmetik wu. 
die Schrift tiber Polygonalzahlen des Diophantus von Alexandria, 
Leipzig 1890). 

Jede ganze positive Zahl léBt sich als Summe von k k-Ecks- 
zahlen darstellen. Diesen von P. Fermat (Observations sur 
Diophante, Euvres de Fermat, publ. par Tannery (1891) 1, 305, 
vgl. die oben zitierte Schrift von Wertheim, S. 162) in seinem 
Exemplar der Diophantausgabe (1621) von Bachet de Méziriac 
mit der Bemerkung ,,propositionem pulcherrimam et maxime 
generalem“ ohne Beweis angegebenen Satz hat fiir k = 3 (die 
- Dreieckszahlen) zum ersten Male Gau8 in den Disquisitiones 
arithmeticae. Art, 293 (Leipzig 1801), Ges. Werke 1, 348, 
streng bewiesen. DaB jede ganze Zahl als Summe von 4 Quadrat- 
zahlen darstellbar ist — ein wohl zuerst von Bachet de 
Méziriac erwihntes Theorem —, wurde von Lagrange (Now. 
Mém. de Vacad. de Berlin 1770, 8. 123, Ceuvres 3, 189 
dann von Euler (Acta Acad. Petrop., 1777, pars I, S. 8) 
sowie von GauB, a. a. O., bewiesen. Den allgemeinen Fermat- 
schen Satz hat zuerst Cauchy (Mém. de Vimstitut de Paris 


? 
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“14, année 1813—15, 8. 177, Cwores (2) 6, 320) bewiesen 
rand ihn dabei auf folgende Weise prizisiert: 

Jede ganze positive Zahl kann als Summe von k k-Ecks- 
eahlen dargestellt werden, von denen nur vier von O oder 1 ver- 
schiedene Werte zu haben brauchen. (Modifizierter Beweis bei 
Legendre, Théorie des nombres (1830) 2, 340—356. Zu 
vgl. Bachmann, die Arithmetik der ea, Formen, 
Leipzig 1898, S. 154 ff.) 

Die k-Eckszahlen, durch die Null erginzt: 


(0, 1,2+(&— 2), 3+3(k— 2), 44 6 (k—2), 


bilden eine arithmetische Rethe zweiter Ordnumg, a. h. die Reibe 

ihrer Differenzen: 
1,1+(k—2),14+2(k—2),14+3(k—2),.. 

ist eine arithmetische Reihe erster Ordnung, die mit 1 beginnt 
und die Zahl 4 — 2 zur Differenz zweier Nachbarglieder hat. 
Die in der wierten Diagonale stehenden Zahlen des oben 
stehenden Dreiecks sind fir d= 1 die dreiseitigen Pyramidal- 
oder Tetraedralzahlen, fir 0 =2 die vierseitigen Pyramidal- 
zahlen usw., fir 0 =k — 2 die k-seitigen Pyramidalzahlen. Wie 
die Polygonalzahlen als Summen von Punkten bei reguliren 
Vielecken, so sind die Pyramidalzahlen geometrisch durch die 
Lagerung von Kugeln in Pyramiden zu finden. 
Die k-seitigen Pyramidalzahlen bilden cme arithmetische 
_ Reihe dritter Ordnung, die Reihe threr Differ enzen liefert die 
k-Eckszahlen. 

~— Die m® der k-seitigen Py cainidalvanlon lautet: 


dm (m+1)[3 +(m—1)(k—2)] = ("FP \+@- 9). ee a 

Die Summe der ersten m der k-seitigen Pyramidalzahlen betragt: 
4 2 2 

(m+ 2) (m41)m-[(m—1)(b-2) +4]=("F )+Gb-2).(F } 


' An die eingefiihrten Pyramidalzahlen, die von der ersten Ord- 
nung heiBen, schlieBen sich solche héherer Ordnung, wenn man 
weitergehend arithmetische Reihen vierter, fiinfter usw. Ordnung 
einfiihrt oder, anders ausgedriickt, die in der fiinften, sechsten usw. 
Diagonale stehenden Zahlen des obigen Dreiecks betrachtet. 


a! F Ree 
Die Binomialkoeffizienten (a aj ‘ ) heiBen jfigurierte 
4* 
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2 1\ 

Zahlen. Die fir k= 2 sich ergebende Zahlenreihe (AE ) 
liefert die Dreieckszahlen: 1, 3, 6, 10, 15,.... ; 

Die Zahlenreihe ts a s) stellt die dreiseitigen Pyramidal- 
zahlen dar. 

Uber figurierte Zahlen vgl. Jacob Bernoullis Ars con- 
jectandi, Teil II, Kap. IIL - 

Eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten sind auch 
die Polynomialkoeffizienten. Auf sie fihrt die Betrachtung der 
positiven ganzzahligen mn" Potenz eines Polynoms. Es ist: 


(a, +a, +-:++4,) -> Gj ly = ae Gye Gan on 


In der Summe haben k,, k,,..., %, alle ganzzahligen 
positiven oder verschwindenden Werte zu durchlaufen, die der 
Bedingung *k, +’, +---+k, =n geniigen. Die numerischen 


Koeffizienten k é k ) heiBen Polynomialkoeffizienten. Es ist 
gh eae eh i | 


( Z ) Se 
| Seay eee aR Say ese 8, 


Die Polynomialkoeffizienten lassen sich durch Binomialkoeffizienten 
ausdriicken mittels der Formel: 


( n )- (Gb Grie eee ce 
Riks oh ee) Nad Vols I Key —1 


§ 2. Historisches und Allgemeines iiber Determinanten. 


Die erste Idee zu jenen Bildungen, die man heute Deter- 
minanten nennt, stammt von Leibniz (zu vgl. Cantor, Vorl. tiber 
Gesch. der Math., 2. Aufl., 1901, 3,110). Eigentlicher Begriinder der 
Determinantentheorie ist Gabriel Cramer, der bei dem Problem 
der Auflésung eines Systems linearer homogener Gleichungen 
in seiner Introduction & Vanalyse des lignes courbes (Genf 1750) 
auf die Determinanten gefiihrt wurde (zu vgl. Cantor 3, 607). 
An Cramer kniipften Bézout, Vandermonde und Laplace 
an. Lagrange verwandte bei geometrischen Problemen (Sur 
les pyramides (1773), Ciuvres 3, 661) weitgehend Deter- 
minanten. Das Wort ,,determinans“ ist von Gau8 (Disquisitiones 
arithmeticae (1801), Sectio 5, Artikel 154 u. 26%) gepragt, aber 
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- dort nur speziell fiir die Determinante einer quadratischen Form 
von 2 und 3 Variablen verwandt worden. Line vollstindige 
Darstellung der Determinantensitze um ihrer selbst willen 
gab Cauchy in einer grundlegenden Abhandlung, J. éc. polyt., 
Cah. 17, 29 (1815), Guores (2) 1, 91; er bezeichnete die von 
uns sogenannten Determinanten mit déterminant, spiter aber 
auch mit résultant oder fonction alternée. Allgemein iiblich 
wurde die Bezeichnung ,,Determinante* durch Jacobis funda- 
mentale Arbeit ,,De formatione et proprietatibus determinantium 
(Journ. f. Math. 22, 285 (1841), Ges. Werke 3, 355, deutsche Aus- 
gabe mit Anm. von Stackel in Ostwalds Klassikern der exakten 
Wiss. No. 77). 

Abgesehen von der 1851 erstmalig erschienenen Monographie 
von Spottiswoode, Journ. f. Math. 51, 209 (1856) ist Brioschis 
Teorica det determinanti das erste Werk iiber Determinanten 
- (Pavia1854). Wir zitieren weiter das Handbuch von Rich. Baltzer, 

Theorie u. Anwendung d. Determinanten (Leipzig 1857—1881, 
1.—65. Aufl.), Trudi, Teoria dei determinanti e loro applicazioni, 
Napoli 1862, P. Gordan, Vorl. tiber Invariantentheorie, Bd. 1: 
-Determinanten, Leipzig 1885, 8S. Giinther, Determinanten, 
1875—77, 1.—2. Aufl. Kronecker, Vorl. tb. d. Theorie d. Deter- 
minanten, herausg. von Hensel, Leipzig 1903, E. Pascal, 
I determinanti, Mailand 1896, deutsche Ausg. von Leitzmann in 
Teubners Sammlung 3 (1900), R. F> Scott, The theory of deter- 
minants and their applications. Second ed. by Mathews 1904. 
Eine sehr genave Aufstellung aller iiber Determinanten bis 
_ 1900 erschienenen Schriften findet man bei Th. Muir, Quarterly 
Journ. 18, 21, 36, eine eingehende historische Behandlung bis 
zum Jahre 1841 in dem Werke desselben Verf., The theory of 
determinants im the historical order of development. London 1906. 
SchlieBlich sei noch auf den Artikel ,,Determinanten“ von Netto 
in der Enzyklopddie der math. Wiss., Bd. 1, sowie dessen fran- 
_ zésische Bearbeitung von Vogt in der Encyclopédie des sciences 
math. verwiesen. 

Irgend ein System von v7 GréBen, die in einem quadra- 
tischen Schema angeordnet sind und in ihrer Gesamtheit 
aufgefaBt werden sollen, nennt man eine quadratische Matrix. 
(Der Name bei A. Cayley, Journ. f. Math. 50, 282 (1855), 
Coll. math. papers, Cambridge 1889, 2, 185; der Idee nach 
bereits bei Euler, Nov. Comm. Petrop. 15, 75 (1771).) Wir 
betrachten die quadratische Matrix: 
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Gye Uy gir Cen 


Og, Gye --- Un 


Gai ane be sagt Inn 


Man bilde alle »! Produkte vom Typus: 


AY, 9 5 oe Bary? 


bei denen 7,, 7, ..., 7, jede Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., ” 
darstellt, und lege jedem solchen Produkt das Vorzeichen + 
oder — bei, je nachdem die Anordnung der Indices 7,, 179, ..., 7, 
zur ersten oder zweiten Klasse (zu vgl. S. 44) gehdrt. Die 
algebraische Summe der »! auf diese Weise erhaltenen Produkte 
heiBt die Determinante der n® Gréfen a;, und wird durch das 
Symbol: 

Oy Gigs enti 


Gig4 Ugg +--+ Ugn 


Qt Og wee 


(Cayley (1841), Coll. math. papers 1, 1), 
oder | 
ey 1 441 Agg +++ Gnq (Cauchy, Jacobi) 
oder 
| 4a; | (, k= 1,2, -.., 2) 


(Henry J. St. Smith (1862), Coll. math. papers, Oxford 1894, 
1, 229, Kronecker) 
bezeichnet. 

Alle GréBen a der quadratischen Matrix mit dem gleichen 
ersten Index stehen in der naimlichen Zeile (Horizontalreihe), 
alle a@ mit dem gleichen zweiten Index in der nimlichen 
Kolonne (Spalte, Vertikalreihe). Der gemeinsame Name fir Zeile 
oder Kolonne ist Reihe. 

Die Zah] m hei®t der Grad oder die Ordnung der Deter- 
nunante; die GréBen a,, heiBen ihre Elemente. Im besonderen 
nennt man 44;, Aq, ---, @,, die » Hawptelemente, ihr Produkt 
My; Agg---,, das Hauptglied der Determinante; die aus den 
Hauptelementen bestehende Diagonale der quadratischen Matrix 
heiBt die Hauptdiagonale. Zwei Elemente a,;, und a,, der Deter- 
minante, die sich nur durch die Reihenfolge ihrer Indices unter- 
scheiden, heiBen konjugierte Elemente. 
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Die Determinante | a,;,| kann als Funktion der n? quadratisch 
geordneten Elemente a;, durch folgende drei charakteristische 
Eigenschaften eindeutig definiert werden: 

1. ste ist eine ganze, lineare, homogene Funktion der Ele- 
mente jeder Zeile, 

2. sie dindert nur ihr Vorzeichen, wenn man irgend zwei 
Zeilen miteinander vertauscht, 

3. WENN Ay, = Ugg = ++: = 4,,, = 1 und alle anderen Ele- 

mente O gesetzt werden, nimmt sie den Wert 1 an. Statt der 
zweiten Kigenschaft geniigt die Voraussetzung, daf die Funktion 
verschwinden soll, wenn irgend zwei Zeilen tbereinstimmen. 
— (WeierstraB, Ges. Werke 3, 271: Zur Determinantentheorie. 
_ Kronecker, 17. Vorlesung. Frobenius, Journ. f. Math. 
_ 129, 179 (1905).) 
Die Determinanten lassen sich auch mit Hilfe der GraB- 
-mannschen Ausdehnungslehre definieren (vgl. H. GraBmann, 
Ges. math. Werke I,, herausg. von F. Engel, Leipzig 1896, 
8. 43 und 400, ferner Scott, The theory of determinants). 

Wenn in einer Deternunante alle Elemente ciner Reihe Null 
smd, so ist die Determinante Null. 

Der Wert einer Determinante bleibt ungedndert, wenn man 
sie umstirzt, d. h. Zeilen und Kolonnen mitemander vertauscht. 
“2 Vertauscht man in einer Determinante zwei parallele Reihen 
miteinander, so dndert die Determinante nur ihr Vorzeichen. 
Eine Determinante mit zwei identischen Parallelreihen ist Null. 

Eine Determinante wird mit einer Zahl k multipliziert, indem 
man die Elemente einer Reihe mit k muttiplizéert. 

Andert man das Vorzeichen aller Elemente, fiir welche die 
Summe der Indices eine ungerade Zahl ist, so dndert sich der 

Wert der Determinante nicht. Multipliziert man jedes Element a,;, 
der Determinante mit p'-*, wobci p eine beliebige Zahl bedeutet, 
so behdlt die Determinante thren Wert. 

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer Reihe 
die ndmlichen Vielfachen der Elemente einer zu ihr parallelen 
Reihe sind. 

Eine Determinante verschwindet, wenn die Elemente emer 
Reihe die nédmlichen linearen Kombinationen der Elemente von 
Parallelreihen sind, und umgekehrt. 

Der Wert einer Determinante dndert sich mcht, wenn man 
zu den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache der 
entsprechenden Elemente einer Parallelreihe hinzufiigt. 
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Eine Determinante, in der die Elemente einer Reihe Aggre- 
gate von m Gliedern sind, ist der Summe von m Determinanten 
gleich; diese stimmen mit der urspriinglichen Determimante vollig 
iiberein, nur in der Reihe mit den Aggregaten stehen die einmzelnen 
Summanden. 


Wenn man in einer quadratischen Matrix vom n‘" Grade 
m Zeilen und m Kolonnen wegliBt, so bleibt eine quadratische 
Matrix vom Grade n — m iibrig; die durch eine solche Matrix 
dargestellte Determinante hei8t ein Minor oder eine Sub- 
determinante oder eine Unterdeterminante oder eine Partial- 
determinante n — m*" Grades. Wenn ihre in der Hauptdiagonale 
stehenden Elemente nur Elemente aus der Hauptdiagonale der 
ganzen Determinante sind, so bezeichnet man sie als eine 
Hauptunterdeterminante. 


3 
Es gibt (") Unterdeterminanten (n — m)*" Grades und 


ebensoviele m*” Grades, hiervon sind (3 4) Hauptunterdeterminanten. 


Bildet man bei einer Unterdeterminante m*" Grades 


BH TE Og, hy Ue hy + > Ugh d 


bei der die Ordnungszahlen der Zeilen und Kolonnen in ihrer 
arithmetischen Reihe aufeinanderfolgen: 


(91 <9. <9 sts Og = Meg leg Salty eee <I), 
die Summe der Indices 
F=mgtoete- +9, +h th +--- th, 


so heiBt diese Zahl der Index der betreffenden Unterdeterminante 
i reneckens Vorl., 8. 326); bei Trudi (Teoria dei corns 
S. 17) fihrt sie den Namen Charakteristik. 
Kine Unterdeterminante ist gerader oder wngerader Klasse, 
je nachdem ihr Indew eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Zu jeder m reihigen Unterdeterminante 


> at ay, fy gg hy > + - Dg Pan 
gehért eine  — m reihige 
= = Fon + thn 1 Ome 428m 49 VWyhn’ 


sie wird durch Unterdriicken der Zeilen und Kolonnen, aus 
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denen die erste Determinante besteht, gebildet. Die Zahlen 


IN) Jas CeCe) Im) Im+19 Easy) In 
und | 


Lc ecosaeryo Deal ety gees 


UE GG I ee a ar a 
er hI OR De < he ys oe <M) 


sind, von der Reihenfolge abgesehen, die Zahlen 1, 2,..., m. 
Diese beiden Unterdeterminanten heiBen adjungiert oder kom- 
plementdr zueinander. Die Indices komplementiirer Determinanten 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade Zahlen. 

Die algebraische Adjungierte oder das algebraische Kom- 
plement (viele Autoren verwenden auch die Bezeichnung adjun- 
grert oder komplementir im Sinne von algebraischer Adjungierten 
oder algebraischem Komplement) einer Unterdeterminante ist die 
zu der gegebenen Unterdeterminante komplementire oder adjun- 
gierte mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem 
_ thr Index eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

Die algebraische Adjungierte oder das algebraische Kom- 
plement der Determinante 


ee 
> + ag, hy Ag. he ee Bgehen 
ist demnach 


fer 1)? SE Gn 41h 41 Um 42h 2° ** Fahy? 
das heibt der Faktor von 
Og, hh, Figg lig 2 «= Ags, hig. 
in der Entwicklung der urspriinglichen Determinante A. 


Sieht man die »? GréBen a,, als unabhingige Variablen an, 
so kann die algebraische Adjungierte von 


Ey HE 4g, ty Loa ha + + + Um han 
in der Form eines partiellen Differentialquotienten, namlich 
OA 


] 
O45, hg mpl Oa, 


m 


da 
geschrieben werden. 


ary 

Jede Determinante ist gleich der Summe der Produkte sdmt- 
licher in m Zeilen oder Kolonnen enthaliener S m-rethiger Unter- 
determinanten und ihrer algebraischen Adjungierten (sogenannter 
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Zerlegungssatz von Laplace, Recherches sur le caleul intégral — 
et sur le systeme du monde, Hist. de Vacad. des sciences 1772, 
(Huvres 8, 401, Paris 1894. Er findet sich in speziellerer 
Form bei Vandermonde in einer Laplaces Aufsatz unmittelbar 
voraufgehenden Abhandlung, Sur Vélimination, deutsche Ausg., 
Berlin 1888, 8. 96). Betreffs des Laplaceschen Zerlegungssatzes 
vgl. auch § 11 dieses Kayitels. 

Die Summe der Produkte der in m Reihen enthaltenen Uniter- 
determinanten und der algebraischen Adjungierten der entsprechenden 
Unterdeterminanten, die aus anderen m Parallelreihen entnommen 
sind, ist Null. 

Aus diesen Siatzen folgt fiir m = 1: Ist A;, die algebraische 
Adjungierte des Elementes a;, der Determinante A, so gelten de 
Relationen: 

Gy; Ay, + 4;49¢ $2°+ + Oy: Ayp = 9,45 6 E=12 om 
iy Ayy + GjgAgg T° + Un Agy = 9,45 8 FEM. am 


6;, ist das Kroneckersche Symbol, das fiir i= k den Wert 1, 


4 


fiir i Zk den Wert 0 hat (Kronecker, Journ. f. Math. 68, 276 
(1868), Ges..Werke 1, 150). 

Aus dem Laplaceschen Satz ergibt sich: 

Hine Determinante n®” Grades, bei der alle Elemente, die 
m Zeilen (Kolonnen) mit nm —m Kolonnen (Zeilen) gemeinsam 
haben, verschwinden, ist das Produkt einer Determinante n — m*”" 
Grades und einer m*” Grades. 

Eine Determinante n®" Grades, bei der alle Elemente, die 
m Zeilen (Kolonnen) mit mehr als n—m Kolonnen (Zeilen) 
gemeinsam haben, verschwinden, ist Null. 

Das Produkt zweier Determinanten gleichen Grades, von 
denen die eme a,,, die andere b,, 2u Elementen hat, lapt sich 
in Form einer Determinante gleichen Grades mit den Elementen c,, 
schreiben, wobei ¢,, einem der vier Ausdriicke: 

Cin = p10, 4 1 Apqbgy T° Ain Dyy 
(Komposition der Zeilen von A mit den Kolonnen von B) 
; Oey = 51041 + jg bpg Fo + On Den 
(Komposition der Zeilen von A mit den Zeilen von B) 
C5 = 50g 1 Mg pg Fo + Agen 
(Komposition der Kolonnen von A mit den Zeilen von B) 
C54 = My: Dy Hy gay ++ + A, Dap 
Komposition der Kolonnen von A mit den Kolonnen yon B) 
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gleich sein kann. (Multiplikationssatz von Cawchy und Binet, 
J. é. polyt., Cah. 17, 81 u. 111 (1815), Cah. 16, 287 (1813). 
Vgl. den auf die charakteristischen Eigenschaften der Deter- 
minante gegriindeten Beweis in Weierstra8’ Werken 3, 283, 
ferner den Beweis in H. GraBmanns Werken I,, 400.) 

Durch Hinzufiigen von Zeilen und Kolonnen 1é8t sich der 
Grad einer Determinante erhéhen. In der Hauptdiagonale sind 
lauter Einser und an den noch freien Plitzen auf der einen Seite 
der Diagonale lauter Nullen, auf der anderen Seite beliebige 
GréBen beizufiigen. 

Hat man zwei Determinanten ungleichen Grades miteinander 
zu multiplizieren, so bringe man die von niedrigerem Grade 
auf denselben Grad wie die andere. 

Ein nach Zeilen und Kolonnen rechteckig geordnetes System 
von Hlementen: 


M1 Me --- Uy 
ee Agq +++ Ign : 
Spee e ca 
abgektirzt geschrieben: 
|| a; || (C5 Wr RSET OS foe Pe cert 


heiBt eine rechteckige Matrix-von m Zeilen und m Kolonnen. Der 
erste Index der Elemente a,, charakterisiert die Zeile, der 
zweite die Kolonne. 

Die Definition einer Determinante. durch charakteristische 
Ej’igenschaften laBi sich auf rechteckige Matrices erweitern. Hat 
man eine rechteckige Matrix von m Zeilen und » Kolonnen mit 


den Hlementen 
ax. (= 1,25..., m5 = 1, 2,..4, 2), 


so ist jede. Funktion der mm Elemente @;,, die 

1. in bezug auf die Elemente jeder Zeile der mm rechteckig 
geordneten GréBen a,, eine ganze, lineare, homogene Funktion 
ist, und 

2. nur ihr Vorzeichen wechselt, wenn man irgend zwei 
Zeilen miteinander vertauscht, 
eine lineare homogene Verbindung mit konstanten Koeffizienten 
der Determinanten m*” Grades, die man aus der gegebenen Matrix 
bilden kann. Fir m> 7 liefert die Matrix keine Determinante 
m”? Grades; die gesuchte Funktion ist Null. Fir m =n er- 
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hilt man die mit einem von den GréSen a unabhangigen Faktor 
multiplizierte Determinante der nm? GréBen; die Festlegung der — 
Konstanten geschieht in diesem Fall durch die auf S. 55 er- 
wahnte dritte Bedingung (vgl. Frobenius, Journ. f. Math. 
129, 179 (1905), Hensel, ebenda 126, 73 (1903), Kronecker, 
18. Vorlcs.). 

Die angegebene Definition kann zum Beweis des oben er- 
wihnten Laplaceschen Zerlegungssatzes und des erweiterten 
Multiplikationstheorems (siehe unten) dienen. 

Hat man zwei rechteckige Matrices mit m Zeilen und 
m Kolonnen und stellt die Summe der Produkte der Elemente 
einer Zeile der einen Matrix und der entsprechenden Elemente 
einer Zeile der anderen Matrix her, so ergeben sich m? GréBen. 
Diese bilden, wenn man sie in eine quadratische Matrix ordnet, 
eine Determinante m‘" Grades; sie heiBt das Zeilenprodukt 
der beiden rechteckigen Matrices. 

Erweiterter Multiplikationssatz: ' 

Das Zeilenprodukt zweier rechteckiger Matrices von m Zeilen 
und n Kolonnen ist fir m<n gleich der Summe der Produkte 
_ der Determinanten m*” Grades, die in der einen Matrix enthalten 
sind, in die entsprechenden Determinanten m*" Grades der anderen 
Matriz (Cauchy u. Binet), hingegen fir m>n gleich Null 
(J See de formatione et proprietatibus determinantium, Art. 13 
u. 14 

Jede Unterdeterminante einer Determinante, die das Produkt 
gweier Determinanten ist, kann als Zeilenprodukt zweier recht- 
eckiger Matrices angesehen werden. Ist also 


‘3 = a,.b (é,. K=1, 3, ..4 2), 


so ist die Determinante: 
> ae Coy hy Ogg lig + + * Com hm 
das Zeilenprodukt der zwei rechteckigen Matrices: 


Qg,1 Ao --- Ag, n by hy bo Rjraselns b, hy 
Ag Ag,2 ++ Ag. n mad D1 h, bn, Sate b,, Ne 
g,1 Ag, 2 meres ag, n Di hin ben, Sues Daim 


Die Determinante D, deren Elemente A;, die algebraischen 
Adjungierten der Elemente a,, einer gegebenen Determinante A 
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sind, heiBt nach Cauchy (J. éc. polyt., Cah. 17, 64 (1815), 
Cures (2) 1, 125) im AnschluB an GauB’ Disquisitiones arith- 
_ meticae, Art. 267 u. 268, die zur gegebenen adjungierte Deter- 
minante. 

Die adjungierte Determinante einer Determinante n®" Grades 
_ ist die n — 1” Potenz der urspriimglichen (Cauchy, a. a. O., 
S. 82, im speziellen Fall » = 3 bereits bei Lagrange (1773), 
Gwores 3, 665, sowie bei GauB, Disquisitiones arithmeticae, 
Art. 267). 

Nennt man zwei Unterdeterminanten der Determinante A 
und ihrer adjungierten D, die aus den gleichen Zeilen und 
Kolonnen von A und D gebildet sind, einander entsprechend, so 
laBt sich sagen: 

Eime beliebige in D enthaltene Unterdeterminante D, vom 
m*" Grade ist gleich der m— 1*" Potenz der urspriinglichen 
Determinante, multipliziert mit derjenigen Unterdeterminante von A, 
die der algebraischen Adjungierten von D, entspricht; also: 


ORD trades saetg ies ues 
Dry *29e he >>> *Imhm da, ie 0a, », K 
(Vgl. § 11 dieses Kapitels. Jacobi, Formel 12 des Art. 11 de 
formatione et proprictatibus determinantiwm, vorher (1834) im 
Journ. f. Math. 12, 9, Ges. Werke 3, 201.) 
Fir m =n — 1 folgt: 
Die algebraische Adjungierte eines Elementes A;, von D ist 
gleich a,,, multipliziert mit der n — 2%" Potenz von A. 
: aD Ry Pea : 
04,, =A Asp. 
Fir m = 2 ergibt die Jacobische Formel die hiufig ver- 
wandte Relation: 
Ay, n, Ag, he 07A 
-_——4 A . 7, ae ° 
Ag, hy Ags hg ea, 40 gs a 
Aus den Cauchy-Jacobischen Resultaten folgt: 
Wenn eine Determinante den Wert Null hat, so werden auch 
ihre adjungierte Determinante sowie deren sdmtliche Unterdeter- 
minanten zweiten und héheren Grades Null. 
Multipliziert man zwei Determinanten und thre adjungierten 
 Determinanten auf analoge Weise, so ist das zweite Produkt die 
adjungierte Determinante des ersten Produktes. 


5 OG, hm 
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Sylvesterscher Determinantensatz (Sylvester, Philos. 
Magazine (1851), Coll. math. papers 1, 243, Frobenius, Journ. 
f. Math. 86, 53° (1879) u. ‘114, 189 (1895): Sei 


M1 Ue «+» Np Ne 
Gg 939 --+ Gam Age 
Bion tee ’ 
Ont m9 > Imm mp 
On, Gag --- Gam Gag 


so ist 
ne n—m—-1, 
Dt Beer Din tavern Dae ean A, 


wobei 


A,, = > + 41 3: Gam 
A= SH 1490+ Onn 


Die Determinante B,, kann man als gerdnderte Deter- 
minante ansehen. Es ist 


mk=m 
Baa Aa pAm es 2 Ain %p ter 
= C= 


und 


wobei 


fra TERA C=T,.2, ce, Me Py eee 
tk 04;, ’ sees » 2, ++.) mM), 


Hieraus folgt die haufig verwandte Formel: 


Ay, Uo +--+ Am Uy | 
Ag, G9 +++ Gam Ue Mae 
: Rs. > Ai; % 
Gn1 m2 +++ Gam “in '— teh 
Ups ors ctr Or O 


(vgl. von Lehrbiichern etwa H. Weber, Algebra 1, 95 u. 115). 


Verschwinden bei einer Determinante alle Unterdeterminanten 
1+ 1%" Grades, hingegen nicht simtliche 1" Grades, so heiBt 
nach Frobenius (Journ. f. Math. 86, 148 (1879)) 1 der Rang 
der Determinante. 


Man kann auch vom Range einer Matrix 


Il a,, | (=1,2;....5.m; K=1,2, . 0...) 


§ 8. Symmetrische und schiefe Determinanten. 63 


sprechen. Hine Matrix |\a,,|| ist vom Range 1, wenn alle Deter- 
minanten | + 1%" Grades, die sie enthdlt, wnd daher auch alle 
Determinanien hoiheren Grades Null sind, hingegen nicht alle 
Determinanten U" Grades verschwinden. Damit eine Matrix | a,,| 
den Rang J hat, ist notwendig und hinreichend, daB sie wenigstens - 
eine Determinante /‘" Grades, etwa 


| > + 411 9 --- hy 
enthalt, die nicht verschwindet, und daB alle diejenigen Deter 
minanten. verschwinden, die sich aus 

> +41 Gen 


durch Hinzufiigen einer neuen Zeile und einer neuen Kolonne 
bilden lassen, also alle Determinanten 


> ae: M1 %a--- Gp Fog 


wobei 9 und o nur alle Zahlen, die gréBer als J sind, durch- 
~laufen (Satz von Kronecker, Journ. f. Math. 72, 152 (1870), 
Ges. Werke 1, 238). 


§ ‘8: Symmetrische und schiefe Determinanten. Jacobische 
Symbole. Hermitesche Determinanten. 


Wenn a;, = a;, so heiBt die Determinante symmetrisch; 


ist a,, = — a,, (i Zk), so wird sie schief genannt (Cayley, 
Journ. f. Math. 32, 119 (1846), Coll. math. papers 1, 332) und 
ist schlieBlich a,, = — a,, (i S k), also a;, = 0, so hei®t sie 


schiefsymmetrisch (Cayley, Journ. f. Math. 38, 93 (1849), 
Coll. math. papers 1, 410), halbsymmetrisch oder alternierend. 

Das Quadrat einer jeden Determinante kann als symme- 
trische Determinante dargestellt werden. 

In einer symmetrischen Determinante sind die algebraischen 
Adjungierten zweier konjugierter Elemente a,, und a,; eimander 
gleich; mithin ist die adjungierte Determinante einer symmetrischen 
Determinante ebenfalls symmetrisch. ; 

‘Wenn in einer symmetrischen Determinante alle Haupt- 
unterdeterminanten r®" und r+ 1%" Grades verschwinden, 80 
verschwinden alle Unterdeterminanten r”" und héoheren Grades 
(G. Frobenius, Journ. f. Math. 82, 242 (1877), S. Gundel- 
finger, ebenda 91, 229 (1881), G. Frobenius 114, 192 (1895)). 
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Eine schiefsymmetrische Determinante von ungeradem Grade 
ist Null; thre adjungierte Determinante ist symmetrisch. ~ 

Eine schiefsymmetrische Determinante geraden Grades ist 
das vollstindige Quadrat einer ganzen rationalen Funktion threr 
Elemente a,, (Cayley, Journ. f. Math. 38, 93 (1849), Coll. math. 
papers 1, 410), vgl. auch Mertens, Journ. f. Math. 82, 207 
(1877); die adjungierte Determinante einer schiefsymmetrischen 
Determinante geraden Grades ist ebenfalls schiefsymmetrisch. 

Der Ausdruck, dessen Quadrat die schiefsymmetrische Deter- 
minante geraden Grades ist und der bereits von Jacobi, Journ. 
f. Math. 2, 356 (1827) u. ebenda 29, 237 (1845), Ges. Werke 4, 
26 u. 420 behandelt wurde, heiBt nach Cayley die Jacobische 
(Journ. f. Math. 38, 94 (1849)) oder Pfaffsche (Journ. f. Math. 
50, 300 (1855)) Funktion oder nach Scheibner (Leipz. Ber. 
(1859), 151) Halbdeterminante. 

Die Anzahl der Glieder einer Jacobischen Funktion, deren 
Quadrat eine schiefsymmetrische Determinante n*™ Grades ist, 
betrigt 1-3-5---(m — 3) (n—1). Jedes Glied ist ein Produkt 
aus : 
Reihe 1, 2,..., m sind. Unter den Gliedern befindet sich auch 
das Glied a, 4 M34 G56 --- @,_1,,3 Wahlt man dieses Glied mit dem 
positiven Vorzeichen, so ist die Quadratwurzel aus der schief- 
symmetrischen Determinante eindeutig bestimmt. Den auf diese 
Weise festgelegten Jacobischen oder Pfaffschen Ausdruck be- 
zeichnet man nach Jacobi durch das Symbol (123...n). Das 
Symbol (123...) berechnet sich rekurrent mittels der Formel: 


(12...) = (12) (34...) + (13) (45...2) +--- 
$ (1k f IE Oc 2 61) (im) (83. ee 


hierbei bedeuten (1 2), (1 3),..., (1%) die Elemente a,., ayg, -.-) Qn. 

Das Vorzeichen emes Jacobischen Symbols dndert sich, 
wenn man zwei Elemente miteinander vertauscht. 

Ist in eimer schiefsymmetrischen Determinante m der hiéchste 
Grad nichtverschwindender Unterdeterminanten (d. h. die Deter- 
minante ist vom Range m), so ist m notwendig eine gerade Zahl 
und unter den nichtverschwindenden Unterdeterminanten m*” Grades 
befinden sich auch Hauptunterdeterminanten. 

Wenn in einer schiefsymmetrischen Determinante alle Haupt- 
unterdeterminanten 2r”’" Grades Null sind, so verschwinden auch 
alle Unterdeterminanten 2r — 1% Grades (Frobenius, Journ. 
f. Math. 82, 242 (1877)). Vgl. hierzu auch die Anmerkungen yon 


Faktoren, deren Indices zusammen saimtliche Zahlen der 


TF epire 
Bye 


a oS ee 
= om 
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a 


F. Engel in H. GraBmanns Ges. math. Werken 1,, 490 sowie. 


B. v. Weber, Vorl. ib. das Pfaffsche Problem, Teubners Sammi. 2,19ff. 


Jede schiefe Determinunte, deren Hauptelemente gleich 1 sind, 
ist eine Summe von Quadraten (Cayley, Journ. f. Math. 38, 96 
(1849), Coll. math. papers 1, 413). 


Eine Determinante, bei der die Elemente a,, und a,; kon- 
jugiert imaginaér, die Elemente @,; im besonderen reell sind, 
heiBt eine Hermitesche Determinanie (Hermite, Journ. f. Math. 
47, 345 (1854), 52, 39 (1856) u. 53, 183 (1857), C. R. 41 
(1855), 181). Sie hat stets einen reellen Wert. 

Bei emer Hermiteschen Determinante sind die algebraischen 
Adjungierten zweier konjugierter Elemente a,, und a,, konjugiert 
imagindr ; mithin ist die adjungierte Determinante einer Her mite- 
schen Determinante wieder eme Hermitesche Determinante. 

‘Die Gleichung: 


Gg ee tipo Oe acts Ay 
gy gg —H... Ayn 0 
Ony EMS Snel ARR eo a 


hat, wenn die Determinante der a,, eine Hermitesche ist, nur reelle 
Wurzeln (Hermite, C. R41, 181—183); fiir jede m fache 
Wurzel der Gleichung verschwinden auch alle Unterdeterminanten 
m — 1%" m — 2"... mn — m+ 1%" Ordnung der linksstehenden 


_.Determinante (Clebsch, Journ. f. Math. 57, 327 (1860), ebenda 


62, 232 (1863), Christoffel, ebenda 63, 255 (1864)). 
Nimmt man die Elemente einer Hermiteschen Determinante 
reell an, so entsteht eine reelle symmetrische Determinante. Dieser 
besondere Fall ergibt den fiir allgemeines » zuerst von Cauchy 
(Exerc. de math. 4, 140, Ewres (2) 9, 174), fiir m= 3 schon 
1773 von Lagrange (wres 3, 605) aufgestellten Satz: 
Die Gleichung: 


. 


Ge PU ge ere. Og | 


Oya ela ao G2 m =) 
At Gn Ann © 


hat, wenn die Determinante der a symmetrisch ist und die a 

reelle Grépen sind, nur reelle Wurzecln; man nennt diese Gleichung 

die Sdkulargleichung. Von den mehrfachen Wurzeln hat 
Pascal, Repertorium, I. 2. Aufl. 5 
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WeierstraB (Monatsb. d. Berl. Akad. (1858) 213, (1868) 
336, (1879) 430, Ges. Werke 1, 238, 2, 42, 3, 139) auerst 
bewiesen: Fiir jede mfache Wurzel der Gleichung verschwinden 
alle Unterdeterminanten n — 1°, n — 2%, bis n —m + 1” Ord- 
nung der linksstehenden Determimante. __ 

Die Sakulargleichung ist fiir » = 3 bei der Bestimmung 
der Hauptachsen der Flichen 2" Ordnung wichtig. Literatur 
tiber diese Gleichung findet man bei Clebsch-Lindemann, 
Vorl. iiber Geometrie 2, 168, Leipzig 1897. Vgl. ferner die 
im § 9 dieses Kapitels iiber Scharen reeller quadratischer und 
Hermitescher Formen angegebenen Resultate. i. 

Nimmt man die Elemente einer Hermiteschen Deter- 
minante rein imaginér an und unterdriickt den Faktor i, so 
entsteht eine reelle schiefsymmetrische Determinante. Der fir 
eine Hermitesche Determinante ausgesprochene Satz driickt 
sich in diesem besonderen Fall folgendermaBen aus. 


Die Gleichung: 
| =H Gig “yy. aS 
Ae4 AY aes see Aen SEN 
Gaye Opp Go Ogg te eek 


hat, wenn die Determinante der a schiefsymmetrisch ist und die 
a reelle Gripen sind, nur rein imagindre Wurzeln; fir jede 
m fache Wurzel der Gleichung verschwinden auch alle Unterdeter- 
minanten n— 1”, n— 2", ..., n—m+ 1” Ordnung der 
linksstehenden Determimante. 


§ 4. Spezielle Determinanten. 
Kine von Hankel néher untersuchte Determinante (Hankel, 
Diss., Géttingen 1861), auf die Jacobi schon 1835 im Journ. 


f. Math. 15, kam (zu vgl. Kronecker, Ges. Werke 2, 105), 
wird auf folgende Art gebildet: 


7 Pa Feats ae | 
pa|% % % «.-.4, i 
. b] 

Gn—1 Uy Any +++ Ugn_s 


das Element a,, ist gleich a,,, ,, also nur von der Summe 
der Indices abhingig. Man nennt diese Determinante ortho- 
symmetrisch (Hankel), persymmetrisch (Sylvester, Philos. 
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Trans. (1853), Coll. math. papers, Cambridge 1904, 1, 448 
u. 584) und in neuerer Bezeichnung rekurrierend (Frobenius, 
Journ. f. Math. 114, 200 (1894)). 

_Bildet man die Differenzen: 


A, = QM, 


A, = a, — 4%, 
A, =o, = 4,, 4,2 = 4 — A, 


1 : 2)-—= a 
As r= 0, G24) A} — AY— A”, AM =A2—A®, BA 


so erhalt man 


0 2 R we 
AM A® A® A... AeayD 


A® A® A) AM 

1 2 3 n 
= 2 0 
P= | AP ap .. A@H |; 


( -1 n +1 2n-—2 
AMnP AM ADD... Ale? 


die rekurrierende Determinante der Gréfen dy, A, ---, Ign—g 
ist also gleich der rekurrierenden Determinante der Differenzen 


el) pO iy OG. 

Sind die Differenzen n*” Ordnung Null, so wird 
n(n—1) 

pa Ae 
sind schon die Differenzen niedrigerer als n®” Ordnung Null, so 
wird P= 0. 
Rekurrierende Determinanten spielen in der Invarianten- 
theorie (vgl. Pascal, die Determinanten, 8. 70), beim Sturm- 
schen Theorem und der Diskriminantenbildung (vgl. das Kapitel 
tiber Algebra) eine wichtige Rolle. 


Hine spezielle Form der rekurrierenden Determinante ist 
die zyklische Determinante. Sie hat die Gestalt: 


ay a, ot Oy 

Mg Gg... a 
A= 

as Ag... Ag 
a 


SC) Pets 


5* 


SS See ie a ee 


=~ 
Se 


68. Kapitel Il. Kombinatorik, Determinanten und Matrices. : 


Jede zyklische Determinante vom n”” Grade lapt sich in — | 


ein Produkt von n Faktoren, die von den n Elementen a rational 
abhdngen, zerlegen, ndmlich 
ac ae) 
A=(—1)  * — (a) 9 (09)... 9 (%,)5 
-hierbei ist: ; 
yp (4) = 4, + a2 ta,24+---+a,7! 

und @,, %,.-.., @, die Wurzeln von 2” = 1. 

Anstatt der zyklischen Determinante betrachtet man haufig 


die aus ihr durch Zeilenvertauschung hervorgehende, bei der in 
der ersten Kolonne die Elemente 


Ay, Gay G4) Mig, --+y Ae 
stehen; sie ist in bezug auf die Nebendiagonale symmetrisch. 
Man nennt diese von der obigen nur durch das Vorzeichen 


(n—1) (n—2) 


(alee 


verschiedene Determinante eine Zirkulante. Literatur in Pascals — 


Determinanten, § 20. 


Die Vandermondesche oder Cauchysche Determinante 
wird durch: 


1 1 1 1 
Se Cae ce ees a, 
A (Gi, ds. see Gy? iy? ay? a2 


ini l n=l ont n—1 
ay Qs ag vee 


dargestellt, Fir x= 3 ist sie von Vandermonde (1770), 
Résolution des equations, deutsche Ausg., Berlin 1888, S. 8 ein- 
gefithrt und dann fiir allgemeines » von Cauchy, J. éc. polyt., 
Cah. 17, S. 48, Gwores (2) 1, 109, untersucht worden. Vegl. 
auch Jacobi, de functionibus alternantibus, Journ. f. Math. 22, 
360 (1841), Ges. Werke 3, 439, deutsche Ausgabe von Staeckel 


in Ostwalds Klassikern-der exakten Wissenschaften No. 77, 8. 50. 


A ist gleich dem Differenzenprodukt von Bue 1) Faktoren: 


2 
ray =[T (, —a;) (j>%4). 


ey J 
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A ist eine alternierende Funktion der GréBen a,, ag, ..., a,. 
Hine Funktion von m GriBen «,, dg, ..., 4, heiBt alternierend 
(Cauchy, a. a. O., 8. 30), wenn sie bei allen Vertauschungen 
der x GréBen héchstens ihr Vorzeichen andert. Die Cauchy- 
sche Determinante ist fiir die Liskriminante einer algebraischen 
Gleichung (vgl. Algebra) von gréBter Wichtigkeit. 

Das Quadrat einer Cauchyschen Determinante ist gleich 


Stree Gime Gy el 
Spies cacSs Sa 
Sg 83S Saee |? 


Sn—15n Sn 41 25> 59n—2 
_also eine rekurriercnde Determinante, wobei 


p= a + ay) +++ + Oy 


Die Ndherumgsbriiche des Kettenbruches 


fiihren auf die sogenannte Kettenbruchdeterminante 
Ay 205. OGO- OS 0 


di Oe Oe Oe ae 10 
Oe 40 — 4,6, 4 ->. 0 
e-c0 SS eae Seema BAL 
Der Kettenbruch ; 
b 
aera 
bn 
an 


ist gleich A, dividiert durch das algebraische Komplement des 


Uz 


: A A 
Elementes a, in der Determinante A,; sein Wert. ist also 27° 


0a, 
Definiert man A, = +1 und A, =a,, 80 bestehen die 
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Rekursionsformeln 2 
A,= A,_,4,+0,4,_; (v= 2,8,4,.+.) 
Betreffs Literatur sei verwiesen auf Pascal, Determinanten, 
§. 156 und Gtinther, Determinanten, 2. Aufl, 8. 123, sowie 
vorziiglich auf Th. Muirs bis 1880 geherde historische Be- 
handlung der Kontinuanten (Edinburgh R. 8. Proc. 25, 129, 
648). Die Kettenbruchdeterminanten heiBen auch Kontinuanten 
(Muir, a. a. O., S. 668); fir b, = b, =---b, =1 erhalt man 
die pagendie ton’ einfachen Negnoe ait denen die Theorie 
bei Sylvester (Philos. Magazine (1853), Coll. math. papers 1, 
616) anfingt. Mit einfachen Kontinuanten und ihrer Verwendung 
fir Zahlentheorie beschaftigt sich die StraBburger Dissertation 
von R. E. Moritz (1902). 


Wir geben noch die Werte einiger arithmetischer Deter- 
minanten, d.h. solcher, die aus besonderea Zahlen gebildet sind 
und besondere Zahlenwerte haben. 

Die aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinante 


| +m (ret = (+ 2m 
1 1 1 


ease Eee) oy Cees) 


e+2m—1 e+ 2m e+ 3m—1 
hat, unabhingig von ¢ und m, den Wert 1 (2u vgl. Baltzer, 


Determinanien, 5. Aufl, S. 24). 
Die Zeipelsche Determinants 


a) (aa (p82) 
Cy) Gunes Satie) 
(CENCE) aaa 


Ci C ae eg 


ist gleich 
+ oF 
+1 y+ 
CGntins) 
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(zu vgl. Giinther, Determinanten, S. 80 und Pascal, Deter- 
minanten, S. 133, sowie Netto, Lehrb. der Kombinatorik, S. 256). 
Die Sternsche Determinante (Journ. f. Math. 66, 285 (1866)) 


a) Ge 
(3) 


ist gleich 


ee ch ea seems (yeaa b Ba 


wobei A die Vandermondesche oder Cauchysche Determinante 
der GroBen X,, %,..., &, bedeutet. 

Die Smithsche Determinante (Henry J. St. Smith, Coll. 
math. papers 2, 161, Oxford) 


| (1, LY AAS 2) os (ee) 


? 
| 


ioe 
| (n, 1) (7,2)... (n,n) | 


im der unter (i, 3) der grépte gemeinsame Teiler der beiden 
ganzen positiven Zahlen i, 7 verstanden .wird, ist gleich 


(1) p (2)... pm), 
worin p(k) die Anzahl der Zahlen bedeutet, die kleiner als k 


und zu k relativ prim sind. 
Determinanten der Form: 


= edge tee Owe O: ater, 0 
Maes Goo 4 Om waean0) 
i, = Agq 41 Ugg —t... O 
ee 
| Ano Gny Ing U3 ++ Gnn—1 


sind von E. Pascal (Rend. Ist. Lomb. (2) 40, 293 (1907)) 
studiert worden. Die Eulerschen, die Bernoullischen (vg). Kap. XX) 
und andere yon E. Pascal (Rend. Ist. Lomb. (2) 40, 461) ein- 


= aS 
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gefiihrte Zahlen lassen sich als spezielle Determinanten R,, die 
aus Binomialkoeffizienten gebildet sind, darstellen. 
Fiir derartige Determinanten gelten die Relationen: . 


Rh, ne Gag t”—* “te An Rt"? - eee Ss On n—1tey—15 
Res A Ota? + AE 7 a Sheer see A,™, 


wobei o 
aes 
A, = O55, %, 6, ---%,,_ 0 
t 


ist und die Summe tiber alle méglichen Werte der Zahlen 2, 
die den Ungleichungen: 
Sg ig? 
geniigen, zu erstrecken ist. 
Bedeuten ¢,, 4,..., ¢, willkiirliche GréBen und multipliziert — 
man jedes Hlement a,, einer Determinante R, mit t,,,t49---6, 
so wird hierdurch R, selbst mit ¢, 4...¢, multipliziert. 


§ 5. Systeme linearer Gleichungen. 
Gegeben sei das System von m linearen Gleichungen mit 
den n Unbekannten x1, tg... ., L_t 
Oy Uy + Aye My +++ + 4,,%, = %, 


Ag Ly + Agy Ly + +--+ + Ayn X, = Yo, 


ni Uy a a 9%~ ae age ae InnXn = Ym: 
Die Matrix 
| a; || (i =1,2,...,m; k=1,2...,”) 
soll die Matrix der Koeffizienten heiBen und den Rang 1 besitzen 
(vgl. S. 62). Eine der nicht verschwindenden Determinanten 


I Grades, die in der Matrix ||a,,|| enthalten sind, sei die 
Determinante*): 


Og are reek 
A oe As1 Ago ve Qs; 
Ay Ae ae Qa, 


1) Durch geeignete Bezeichnung der Variablen und entsprechende 
Anordnung der vorgelegten Gleichungen ist es stets zu erzielen, daB 
‘eine der nicht verschwindenden Determinanten 1" Grades die Deter- 
minante A wird. 


Pas tA. pe at 
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Seine Natur ack ist 1 qedontalls nicht groper als die Heinere 
der Zahlen m und n. 

Damii die gegebenen Gleichungen endliche Lisungen Fenton 
also sich nicht widersprechen, ist im Falle 1<m das Verschwinden 
aller Determinanten : 


By AQ --- NY, Wy 

gy Gigg”. = Mg, Yo 
Se : 

Gy U_ +--+ Ay Y; 

ex Upp +++ Mp, Yo 


notwendig und himreichend; hierbei hat @ alle Zahlen, die groper 
als 1 sind, zu durchlaufen. Fir 1=m haben die gegebenen 
Gleichungen stets endliche Lisungen. 

Diesem Theorem kann man nach dem Kroneckerschen 
Satz (S. 63) folgende gleichwertige Fassung geben: 

Damit die gegebenen Gleichungen mitemander vereinbar sind, 
d. h. endliche Lisungen zulassen, ist Ss Si und hinreichend, 
dap die Matrix: 


O41 Wo --- Wn Yy 
Ag1 G99 +--+ Fen Yo 
Omi Ime 935.8 Onn Yn 


denselben Rang | hat, wie die Matrix der Koeffizienten: 


A144 A> cee an 
at oie p psoas oe 
nt ane 222 Any 


(Frobenius, Journ. f. Math. 86, 171 (1879), Satz IV). 

Ist 1 der gemeinsame Rang der zwei angegebenen Matrices, 
so reduziert sich das System der m gegebenen Gleichungen auf 
das der ersten 1 von thnen. Die Lisungen des Systems bilden 
eime n — l-fache Mannigfaltigkeit; 1 der Unbekannten lassen 
sich namlich als lineare Funktionen der tibrigen n —1, die vollig 

' wilkiirliche Werte erhalten kimnen, ausdriicken. 
Die Werte von x1; %,..., t, werden durch die Formel: 
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gegeben; dabei bedeutet A, die aus A hervorgehende Determinamte, 
wenn man die Grogen der i" Kolonne von A durch: 


ld 


Ye = 1 1141 Tees 8 ae) 
4 

Yo = Yo F2,14.1% 41 — [2 142% 42 °° — Fen%ns 
L — we! Pee ee x 

Y= Yr — Win. % 41 — G42 M42 °° UnXns 


ersetzt. Es ist also: 
— Ai Ars + Aosys’ ++ + Any 21% 008 
A A c ? ZA ’ 


7 


hierbei bedeutet A,, die algebraische Adjungierte des Elementes a,, 
im der Determinante A, d. h. 
A = 41,41; + 4g;4,; + +++ + @,4y- 

Den GréBen £14.45 Tse) ++ +1 Zp, honnen beliebige Werte bei- 
gelegt werden. 

Ist 1m besonderen der gemeinsame Rang | gleich der Anzahl n 
der Unbekannten, so reduzieren sich die gegebenen Gleichungen 
auf ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten 2, , %g, .. +5 Lp 
und nicht verschwindender Determinante A: 


Ay + Ag %y +++ + A, %, — ¥, = 9, 
a1 %y + Age Xe + +++ + A,,%, — Yq = 0, 


yy Uy + Gn 2 Ue 1 “ne oh Ann ey — 4, = 0. 


Die y' werden die y selbst, und es gibt nur ein einziges aus 
den Gleichungskoeffizienten und den bekannten Termen rational 
gebildetes Wertsystem fiir X,, %,..., %,_, das den Gleichungen 
geniigt: 


pe eg Sh tk (@=1,%,..., 2), 


a 


(Formel von Gabriel Cramer, Introduction a Vanalyse des 
lignes courbes 1750, Append, S. 657). In diesem Falle kann man « 
sich die Lésung durch folgende Regel merken: Man schreibe 
die Matrix 


H Ani Une eee Gan =, 
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hin; it Naren is : 1 verhalten sich alsdann wie die mit ab- 
wechselnden Venton versehenen Determinanten, die man aus 
der angegebenen Matrix durch sukzessives Streichen der ersten, 
zweiten, usw. schlieBlich letzten Kolonne erhilt. 


Lineare homogene Gleichungen. Sind y, = y,=---=y,,=0, 
so hat man ein System von m linearen homogenen Gleichungen: 


yy Xy + Ajyg% +++: + 4;,2, = 0 (¢=1, 2,...,m) 
mit n Unbekannten. Soll ein solches System eine von der selbst- 
verstdndlichen Lisung x, = % = +++ = 2£, = 0 verschiedene 
Lésung zulassen, so ist hierzu nur notwendig, da die Matrix 


der Koeffizienten: 
ss as 


M@g1 Gag .-- Ay 


Bini Ime ++ @, 
den Rang |< n hat. 
Sind 
bO-b,, 255; b, (1 ) 


bby, ., B® 


©, B®, .. ., by, 
irgend eo Systeme von partikuliren Lésungen der homogenen 
Gleichungen, d. h. wird das Gleichungssystem erfullt, wenn man 
b,, b,°%, ..., 6% fiir x1, %,. -, &, setzt, so stellen auch: 
ky b,) + k,b,) fee.4 k,b,®, kb, + kg b,(?) afte oh k,b3), 
ky 6 +k b,,@) 4... kb,@, 
wo ky, ky, ..-, ky willkiirliche Konstanten bedeuten, ein Lésungs- 


system dar. 
Irgend 9 <n Systeme partikulirer ei heipen un- 


abhiingig, wenn es keine Konstanten ¢,, Cg, ---) gibt, welche 
den n Gleichungen: 
¢, 6b, a ¢,b,°) + ¢,,®) =7\() (2 =1,2,..-,%) 


geniigen, ohne da alle 9 Grgpen , ,-. +) gleichgeitig ver- 
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schwinden. o Lisungssysteme sind dann und nur dann bis 
unabhingig, wenn der Rang der Matria: 
bb... b, | 


| + BT 
} 


B,) B®... B® 


b @ B®). -0,@ 
genau gleich @ ist. 
Sind die o Lésungssysteme unabhangig, so sind die 9 linearen 


homogenen Funktionen: 
ba, + by ay = a as + b,x, (a=1,2,..- @) 


nicht in linearer Dependenz und umgekehrt (vgl. S. 83). 
Hat die Matrix 
l| a5, Il (€=1,2,...,m; kK=1, 2,..., n) 


des homogenen Gleichungssystemes den Rang 1<n, so besitzt das 


Gleichungssystem genau n — | unabhdngige Systeme partikulérer 


Lésungen 
b,), bg), BG b, (@=1,2,...,n—D. 


Diese kann man aus | geeigneten Gleichungen des Systemes 
finden; die wbrigen m — 1 Gleichungen kamn man einfach fort- 
lassen. 

Die allgemeinste Lisung lautet: 


ky db) + kyo) + --- +h, _b"-9 (€=1,2,.-4) 8), 


wobet ky, ky, .-., h,_, willkiirliche Konstanten bedeuten. Aus 


der allgemeinen Lésung erhdlt man jede Lésung, indem man 


ky, kg, . + -, &,_, bestimmte Werte erteilt. 


n 


Ist 2 der Rang der Matrix 


|| a, || (¢=1, 2,...,;m;3 kK=1, 2,..., 2) 
und verschwindet die Determinante 
> 141 n+ % 


nicht, so findet man n —1 Systeme unabhdngiger Lisungen auf 
folgende Weise: Man wihle willkiirlich »(m — 1) GréBen 


UU?) (@ =1,2,..., 2; B= 2,...,n—2, 


die nur der Bedingung zu geniigen haben, da8 die Determinante: 


ee pee 


Re ay oy gS 4 ie 


Oe ia At Saeed 
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Oe 2 Se ey 

: 94 G39 Ceca) Os n 

oe Gs Ay» Sas ie 
Pai 5 Ue sr 
EAS ey BAIN Netra: J Pact 


U,G=? ea) nae UG) 


einen von Null verschiedenen Wert hat. m(n—l) derartige 
Gréfen U,® lassen sich auf unendlich viele Weisen finden, 
z. B. indem man 


yu =] (8 =1,2,..,.2—-)) 


und alle anderen Gréfen U,) = 0 wihit.. Sind «,, die alge- 
braischen Adjungierten der Elemente der Determinante D,~ 
ist also 


TE a 


die adjungierte Determinante von D, so bilden die »(m—1) Ele- 

mente der » — / letzten Horizontalreihen der adjungierten Deter- 
minante von D n-—l Systeme unabhingiger Lésungen des 
homogenen Gleichungssystems. Man hat: 


04 Bs + Oy Gig + aS a Opn 4in =O (kK=1+1, T+ 2,...,.n; t=, 2,....m) 


und die Matrix 
|| ., || (K=U41,14+2, ..., 2; 1=1,2,..., 7) 
besitzt den Rang n — l. 

Aus den voraufgehenden Theoremen ergeben sich folgende, 
besonders hiufig bentitzte Siatze: 

Damit ein: System von n linearen homogenen Gleichungen 
mit der gleichen Anzahl von Unbekannten. Lisungen  besitet, 
die nicht similich Null sind, ist das Verschwinden der aus 
den Koeffizienten des Gleichungssystemes gebildeten Determinante 
notwendig und hinreichend. Ein System linearer homogener 
Gleichungen mit weniger Gleichungen als Unbekannten kamn siets 
durch Werte befriedigt werden, die nicht sdmtlich Null sind. 

Hat man n — 1 lineare homogene Gleichungen: 


Oy Ajgty + +°+ + O,,%_ =O =1,%-.40—1) 
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mit n Unbekannten und hat die zugehdrige Matrix der Koeffi- 
gienten 
I| x || (6=1,2,.-.n—1; F=1, 2,.. 5) 


den Rang n — 1, 80 ergidt sich: 


Bye Bg tide OO me Ae Aa ann aes 
A,, A,,..., A, sind die mit abwechselnden Vorzeichen genommenen 
Determinanten, die aus der Matrix durch sukzessives Streichen 
der ersten, zweiten, usw. letzten Kolonne hervorgehen. 


Bei der Behandlung eines Systemes linearer Gleichungen 
gelangte Leibniz (Brief an VHospital, 1693) zu den Deter- 
minanten. Die Auflésung linearer Gleichungen mittels Deter- 
minanten in dem sogenannten allgemeinen Fall, d.h. dem, der 
nicht alle Besonderheiten umfaBt, ist von Cramer gegeben 
worden. Fiir ein System von » linearen Gleichungen mit der 
namlichen Anzahl von Unbekannten sagt noch Jacobi (de 
formatione et proprictatibus determinantium, Art. 7 (1841), 
deutsche Ausg. von Stickel in Ostwalds Klass. der exakten 
Wiss.): ,Man hat also, wenn die Determinante verschwindet, 
noch eine Mannigfaltigkeit. von Fallen sehr verschiedener Natur 
za unterscheiden, und man miiBte algebraische Kriterien fiir die- 
einzelnen Fille angeben. Das scheint jedoch fir eine beliebige 
Anzahl linearer Gleichungen recht weitliufig zu sein.“ Die 
allgemeine Behandlung linearer homogener Gleichungen mit 
Hilfe von Unterdeterminanten hat zuerst Kronecker ge- 
geben (Baltzer, Determinanten, 2. Aufl. (1864), S. 62); man 
vgl. ferner Frobenius, Journ. f. Math. 82, 236 (1877). Die Be- 
dingungen fiir die Auflisbarkeit eines Systemes linearer un- 
homogener Gleichungen geben in allgemeiner Form Fontené, 
Nouv. ann. (2) 14 (1875), sowie Rouché, C. R. 81 (1875). © 
Der Begriff ,,Rang“ stammt von Frobenius, Journ. f. Math. 
$2, 239 (1877) u. 86, 148 (1879), vgl. auch ebenda 129, 
175 (1905). 

Von Lehrbiichern verweisen wir auf die Darstellungen bei 
H. Weber, Algebra 1, 96, Kronecker, 19. Vorl. siber Determ., 
Gordan, Vorl. tiber Invariantentheorie 1, 101, E. v. Weber, 
Vorl. wtber das Pfaffsche Problem, Teubners Sammlung 2, 
1900, S. 6. 
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§ 6. Das Rechnen mit Matrices. Zusammenhang 
zwischen Matrices, linearen Substitutionen und bilinearen 
Formen. 


Die Gesamtheit der n® in einem quadratischen Schema 


| 
a4 A192 ore ain 


Gg Weg +++ Aen 


| Bar ng e+ & 


angeordneten Elemente’ a;,, bei denen der erste Index die 
Zeile, der zweite die Kolonne charakterisiert, heiBt eine 
quadratische Matrix vom Grade oder der Ordnung n und soll 
nach Cayley zusammengefapt mit einem einzigen Buchstaben A 
bezeichnet werden. ,,Matrices gleichen Grades verhalten sich, wie 
man sehen wird, wic einzelne Gripen“ (Cayley, Phil. Trans. 
(1858), Coll. math. papers 2, 475). Die im folgenden betrachteten 
Matrices sollen stets von gleichem Grade vorausgesetzt werden. 
Sollte dies von Anfang an nicht der Fall sein, so fiige man 
den Matrices niedrigeren Grades, um den Defekt zu beseitigen, 
Zeilen und Kolonnen bei, deren Elemente lauter Nullen sind. 
Auf die naimliche Weise sollen rechteckige Matrices in quadratische 
umgestaltet werden, so daB dic Voraussetzung, die Matrices sollen 
quadratisch sein, keine Beschrankung wnvolviert. 

Fiir quadratische Matrices gleichen Grades kann man ein 
symbolisches Rechnen definieren. 

Eine Gleichung A = B zwischen zwei Matrices n*” Grades 
soll besagen, daB jedes der n* Elemente von A gleich dem ent- 
sprechenden von B ist. Sind die Elemente von B mit b,, be- 
zeichnet, so ist die Gleichung A = B mit den n® Gleichungen 


GeO (i, k= 1,2,..., n) 


ik 
_gleichbedeutend. 

Die Addition zweier beliebiger Matrices A und B gleichen 
Grades » mit den Elementen a,, und 6;, wird auf folgende 
Weise definiert: Man bilde die neue Matrix S vom n*" Grad mit 
den n? Elementen s,,=—4,,+0,,. Die Matrix S heigt die 
Summe von A und B; man schreibt S = A+ B. Diese Summen- 
bildung ist kommutativ, d. h. es besteht die Gleichung 


Aa Bie BAG 


Pas 
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fe 


ee 


Fir drei Matrices A, B, C gilt das assoziative Gesetz, d. h. es ist 


A+(B+O)=(A+B)+0. 


Aus zwei Matrices A mit den Elementen a,, und B mit 
den Elementen 6;, von gleichem Grade » kann eine neue 
Matrix Q mit den Elementen g,, von dem namlichen Grade 
gebildet werden, deren Elemente qg;, gleich 


340.4 + Gigbdg, Ho - > + Gn Ong = GE=L9,-- *) 


definiert sind. Diese Matrix Q heiBt aus A und B komponiert; 
man sagt Q ist das Produkt von A und B und schreibt sym- 
bolisch Q = AB. 

Die symbolische Gleichung Q = AB ist gleichbedeutend mit 
den n* Gleichungen 


9 = > Gen Glenna 


die Elemente von Q entstehen aus denjenigen der Matrices A — 


und B, indem man die Zeilen von A mit den Kolonnen von B 
komponiert. In den Anwendungen ist nur diese Art der Ver- 
kntipfung von Wichtigkeit. Bedeutet |Q| die Determinante von Q, 
so ist nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten: 


}@[=|4B| =| 4|-| BI. 


Ferner ist als Zeilenprodukt zweier rechteckiger Matrices (zu 
vgl. S. 60) die Determinante 


E> d5.k, Who dae a Ae aN i ne 


01 %-. 


in der Summe auf der rechten Seite ist jede Kombination der 
Zahlen 1, 2,..., zu m zu. setzen. 


Gn, Jo. cee g, ; : ; 
AG o,...6. bedeutet die Determinante ee Ogi Ugane ge e 


Bie oa ™ bedeutet die Determinante eS ats Gaon Upchc oe Casa 


Jede Unterdeterminante m” Grades von | AB| ist demnach 


eime ganze lineare homogene Funktion sowohl der Unterdeter- 


minanten m*" Grades von | A| als auch der von | Bly 


Die definierte symbolische Multiplikation erfallt das asso- 


siative Geseiz, dh. sind A, B, C drei Matrices gleichen Grades, 
so ist A(B C) = (AB) C. 
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_ Die definierte Multiplikation gentigt auch dem distributiven 
Gesetz, d. h. fiir irgend drei Matrices A, B, C gleichen Grades 
ee die Relationen: 


(A+ B)C=AC+ BO, 
C(A+ B)=CA+ CB. 


Hingegen ist die erklirte symbolische Multiplikation im all- 
gemeinen nicht kommutativ, d. h. AB ist im allgemeinen von BA 
verschieden. Findet im besonderen fiir zwei Matrices A und B 
die Gleichung AB = BA statt, so heiBen A und B vertausch- 
bar oder kommutativ. 

Eine Matrix, bei der -alle Elemente mit Anonahine der 
Diagonalelemente Null sind, diese aber s&mtlich den nimlichen 
Wert o haben, heiBt eine Diagonalmatrix und soll durch die 
in der Diagonale enthaltene Zahl @ bezeichnet werden. Die- 
jenige Diagonalmatrix, bei der alle Diagonalelemente gleich 1 
sind, heiBt die Einheitsmatriz und soll nach Frobenius’ grund- 
Diegender Arbeit (Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen, 
Journ. f. Math. 84, 1 (1878)) durchgehend mit EF bezeichnet 
“werden. Ist A eine beliebige Matrix und @ eine Diagonal- 
matrix, so ist 9pA= Ao, d.h. etme Diagonalmairix ist mit 
jeder Matrix vertauschbar; Ag hat die Elemente @-a,,.. Im 
besonderen ist fir die Einheitsmatrix: AH = HA =A. 

Nur wenn die Determinante einer Matrix A nicht ver- 
schwindet, kann eine Matrix Z der Gleichung AZ = EF geniigen. 
Fiir jede Matrix A von nicht verschwindender Determinante 
existiert eine eindeutig bestimmte Matriz Z, fir die AZ=E 
wird; sie ist mit A vertauschbar und soll mit A~1 bezeichnet 
werden. Diese Matrix A-1, deren Elemente 

Ay; 


ee) 


lauten, heiBit die zur Matrix A reziproke oder inverse Matrix. 
A,, ist hierbei die algebraische Adjungicrte des Elementes a;, 
der Determinante | A|, also 

a Oat 

Ai, S08, 


Die reziproke Matria zu A-' ist A, d.h. (A~1)-*=A, die 
_reziproke Matrix des Produktes AB lautet B-1A—*. 

Unter A” versteht man die Matrix, die man durch r malige 
Zusammensetzung von A mit sich selbst erhilt; ste wird die 


Pascal, Repertorium, I. 2. Auf. 6 
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r” Potenz von A genannt. Ist die Determinante von A nicht 
Null, so entsteht durch r malige Zusammensetzung von A7* 
eine Matrix, die mit A~” bezeichnet wird. A” und A~” sind 
reziprok. Sowohl fiir positive als auch fiir negative Werte der 
Exponenten r, und rz gilt die Relation: f 


An - At = Ars. Ati = Avs nae 


Zu jeder quadratischen Matrix A gehért eine lineare homo- 
gene Substitution. Eine lineare’ homogene Substitution n*” Grades 
ist diejenige Operation, die n Variable durch n lineare homogene 
Funktionen von n neuen Variablen ersetzt. Bezeichnet man die 
m urspriinglichen Variablen mit ¥,, ¥,---, Y,; die m neuen mit 
44 Lg, -++, %,, $O lautet die lineare homogene Substitution, 


n? 
deren Koeffizienten man sich durch die Matrix A gegeben denkt: 
Yy = Uy %y TP Ay9hy P+ > TA pLp, 
Yq = gy %y TF Agg%y +++ + Ag n®py 
Un = gi % t F,9% ae ‘ces + Ayn Xn: 


Bei ciner Substitution ist . die Variablenbezeichnung . un- 
wesentlich; die Eigenschaften .werden ausschlicBlich durch das 
System der Koeffizienten a;, bedingt. Daher bezeichnet man die 
Substitution emfach mit demselben Buchstaben A wie die zuge- 
hérige Matrix. Sollen bei abgekiirzter Bezeichnung der Substi- 
tution auch die Variablen hervorgehoben werden, so schreibt man: 


(y) = A(x) oder (y,, Yay +~+) Y,) = A (By, Hey = >> &,): 


Die Gleichung (y) = A(x) ist im Sinne der Gleichheit 
von Matrices erfiillt, wenn man unter (x) die Matrix 


0720) OF Seep) 
Het Oe -O 
a 000 aN 


und unter (y) die analoge Matrix versteht und A (a) als Produkt 
der zwei Matrices A und (x) auffaBt (vgl. Molien, Math. Ann. 
41, 149 (1893) oder Wellstein, Arch. f. Math. (3) 5, 230 (1903). 
Die Anzahl der linear unabhdngigen unter den Gripen — 
Yx> Ya ++) Y, ist gleich dem Range 1 der Matrix A (zu vgl. © 
8. 63). Hierzu ist zu bemerken, daB man von 7+ 1(1< n) 


ee 
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linearen homogenen Funktionen Yay, Yau, +++) Yo,y, er 
n Wariablen x,, %2,..., 2, sagt, sie sind im limearer Depen- 

_ denz, falls es Konstante Co,, Cay, - - +) Ca, 41 gibt, die nicht s&mt- 

lich Null sind, so da®B identisch, d. h. fiir jeden Wert von 
Beha heen Wnt 


Cay Ya, + CagYag + Cas Yag + °° * + Ca, 4 Yay, = 0 


wird; die lineare Abhangigkeit von Yor Your ++ +1 Yor 4 erfordert 


also, daB die  linearen homogenen Gleichungen: 
Oa dyes bee =O (SSR oa 10) 


ein Lésungssystem Cay» Cag > +> Con yy haben, dessen Elemente ¢ 


nicht simtlich Null sind. Ist im besonderen die Determinante 


> +1 G9 
nicht Null und die Determinante von <A: 


(Al = S14, Ggq +++ Ann 


vom Range 1, so sind die ersten J Funktionen 4,, ¥%, -.; Y; 
linear unabhingig und ¥,,4,%49,---,¥Y, lassen sich durch 
Yr> Yor -- +) Y, linear und homogen mit konstanten Koeffizienten 
ausdriicken. 
: Die Determinante 
jA| => + ayy Qs 9 +++ Any 
der Matrix A heiBt die Substitutionsdeterminamte oder der Modul 
der Substitution. Ist die Substitutionsdeterminante | A| + 0, so 
kann man die Substitution (y) = A(x) nach den Variablen 
Wy, Lo, s+, L_ auflosen und findet: (x) = A~*(y); hierbei ist 
A-! die zu A reziproke Matrix. Die zwei Substitutionen 
(y) = A(x) und (4) = A~*(y) heiBen reziprok oder invers. 
Hat man eine zu der Matrix A zugehdrige Substitution 
(x) = A(x’) und fiihrt fiir die Variablen ,’, x9’,..., %, vermége 
einer zur Matrix B gehdrigen Substitution («’) = B (2) neue 
Variablen 2”, %,..-., %, ein, so erhalt man eine neue Sub- 
stitution (~) = Q(a”), deren Koeffizienten 
Ix = 451 yy + Ape 0g, T° >> + Un Pne 


lauten. Die resultierende Substitution Q besitet mithin die Matrix AB 
und wird daher auch als Produkt der zwei Substitutionen A und B 
bezeichnet. 


Cn Geet : 
ay aye Li Cay ty 4 Fay ayt 


6* 


~ 
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Hat. man eine lineare homogene Substitution («) = A(x ss 
so ist es oft zweckmifig, fiir die Variablen ~ und x neue 
Variablen y und y’ durch zwei lineare kogrediente*) Substitutionen, 
d. h. solche mit gleichen Matrices, einzufihren: 


Y; = Pir + pny age + Din&n Lema Pi et 
Y, = Dh ae Dig Lg, ss CPcae ees = Din Bn Um fae Bay 
oder abgekiirzt: 
(y) es P (2), 


(y’) ae (x), 
und die resultierende Substitution (y) = C (y’) zu betrachten. 
Von der Matrix P wird hierbei nur vorausgesetat, dap die Deter- 
minante von P nicht verschwindet. Infolge der Voraussetzung 
| P| + O existiert (w) = P-1(y), und man findet: C = PAP-}. 

Hat man irgend zwei Matrices oder Substitutionen A und C — 
und kann man eime Matrix oder Substitution P von nicht ver- 
schwindender Determinante finden, dag C= PAP! wird, so 
heipt C mit A dhnlich, konjugiert oder gleichberechtigt. Ahnliche 
Substitutionen werden bisweilen auch als dquivalent bezeichnet; 
jedoch wird der Begriff ,aquivalent“ auch im weiteren Sinne 
(vgl. S. 89) verwandt und soll daher im folgenden nicht als 
mit ahnlich gleichbedeutend beniitzt werden. 

‘Aus C = PAP~" folgt A = P-'!CP und, da (a 
ist, so erpibt sich, daB die Ahnlichkeit von A unl C eine ae 
Seitige ist. 

Alle mit eciner- Substitution dhnlichen Substitutionen bilden 
eine Klasse dhnlicher Substitutionen, so daB zwei Substitutionen 
derselben Klasse stets untereinander chnlich sind. 

Bezeichnet @ eime Diagonalmatrix n*” Grades und sind A 
und C zwei dhnliche Systeme n*" Grades, so sind auch pL —A 
und @E —C dhnliche Matrices, wie aus 


oH —C =oE—PAP-1= P(epE—A)P 


folgt. Die ni&here Untersuchung der zu einer Substitution A 
ahnlichen Substitutionen verlangt daher die Betrachtung der 
Determinante der Matrix 9H —A, d.h. der Determinante mit 
den Elementen 

: 00; — a, (Oj = 1, Oj, = 0 far 2k). 


1) Anstatt kogredient verwendet man auch die Bezeichnung 
ykongruent’ (Kronecker, Berl. Monatsb. 1874, Ges. Werke 1, 424). 


jie 
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Fir irgendeine Substitution A heiBt die Determinante | 0 E — A, 
die eime ganze rationale Funktion n®" Grades von o ist, in An- 
lehnung an Cauchy die charakteristische Funktion der Sub- 
stitution oder Matrix A (Frobenius, Journ. f. Math. 84, 10); 
entsprechend heift die Gleichung | eH—A| = 0 die charakteris- 
tische Gleichung oder nach L. Fuchs (ebenda 66, 133 (1866), 
Ges. Werke 1, 172) die Fundamentalgleichung der Substitution A. 
Grenzen fiir die recllen und imagindren Teile der Wurzeln der 
Fundamentalgleichung bei J. Bendixson u. A. Hirsch, Acta math. 
25, 359 u. 367 (1902) u. Bromwich, ebenda, 30, 297 (1906). 

Ist »(e) =|eH—A| die charakteristische Funktion der . 
Matrix A, die vom n‘" Grade sei, und #(o) der gréfte gemein- 


same Teiler aller Unterdeterminanten 1 — 1" Grades der Deter- 


minante |eH —A|, so ist 


1) = 38 


eine ganze rationale Funktion von 9g; sie heiBt der n‘* Elementar- 
teiler der charakteristischen Funktion von A (ygl. S. 103). Sei 
A(e) = 490? + do? *+--++4,, 80 besteht die Gleichung: 


dy A? + 4, AM t ++ +4, =0. 


Diese Gleichung ist die Gletchung niedrigsten Grades, der die 
Matrix A geniigt; sie hei®t die reduzierte charaktcristische Glei- 
chung der Matrix A oder auch die Grundgleichung. Ist y(A)=0 
irgendeine Gleichung, dér die Matrix A geniigt, so ist y(o) durch 
4(@) teilbar. Dieser grundlegende Satz der Theorie der Matrices 
stammt von Frobenius, Journ. f. Math. 84, 11, vgl. besonders 
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 606, ferner Ed. Weyr, 
Monatsh. f. Math. 1, 187 (1890), sowie O. Perron, Math. Ann. 
64, 249 (1907). Da p(e) =A(e)- #(@) und 1(A) = 0 ist, so 
ist natiirlich p(A) = 0. Die Eigenschaft jeder Matrix A, ihrer 
charakteristischen Gleichung 


p(e)=0" + He" +---+9,=9 (y,=(—1)" Al) 


zu geniigen, ist zuerst von Cayley in der auf S. 79 genannten 
Arbeit (Coll. math. papers 2, 482) ausgesprochen worden. 

In innigstem Zusammenhang mit der charakteristischen 
Gleichong steht der Begriff eines lincar unabhdngigen Systemes 
von Matrices. Bin System von Matrices A,, A,,..., A,, heibt 
linear abhingig, wenn m numerische Konstanten w,, Ug, .- +) Min 
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existieren, die nicht gleichzeitig verschwinden, so daB 
Hy Ay + Hg 4g + °° > + Um Am = O 


wird. Ist allgemein: 
A = || a || (Ce 2 eing 1 5 sty — hn regia 
a ik 


so ist die obige symbolische Gleichung gleichbedeutend mit den 
n* gewohnlichen Gleichungen: 


w, att a u, al?) beeen u,, a =0 (4k =1,2,...,2). 


Jedes nicht linear abhingige System von Matrices oder 
bilinearen Formen beiBt linear wnabhdngig. Mehr als n? Matrices — 
nm" Grades sind stets linear abhingig. Unter den Matrices 
n= Grades lassen sich auf unendlich viele Weisen 7” linear un- 
abhingige angeben; ein solches System A,, A,, ..., A,. hat 
die Eigenschaft, daB jede Matrix C in der Form 


“G@=¢4,+¢4,+---+6.4 


erscheint, wobei ¢,, C,, ..-, C,2 numerische Konstanten bedeuten. 
Die Existenz der charakteristischen Gleichung besagt, daB unter 
den Potenzen A®, A!, A?,..., A"~1, A” einer Matrix n*" Grades 


hichstens » foes eaableat Oe sind. 

Verschwindet die charakteristische Gleichung einer Matrix A 
fiir die s verschiedenen Werte a,, a,,;...,4,, SO kann man 
Ss Matrices, die ,Frobeniusschen Kovarianten“, konstruieren. 
Diese Matrices besitzen die Eigenschaft, da8 keine von ihnen 
verschwindet, sie ferner linear unabhingig sind, 

Roe bn ee K?=K,, K,K,=0 2h) 
und . 
A=a,K,+a,k,+::--+4,K,+ A, 

wird. Hat die reduzierte charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln, so ist Ay = 0, sonst wird wenigstens 
‘eine Potenz von A, identisch Mill. Vgl. Frobenius, Uber die 
schiefe Invariante einer bilin. od. quadr. Form, Journ. f. Math. 86, 
44 (1879), Uber vertauschbare Matrices, Sitzewngsb. d. Berl. Akad, 
(1896), 609, Study, Rekurrierende Reihen und bilin. Form., 
Monatsh. f. Math. 2, 23 (1891), Wellstein, Uber die Frobeniug: 
schen Kovarianten, Arch. f. Math. (3) 5, 229 (1903). 

Uber die Elementarteiler der charakteristischen Funktion 
und die Normalform linearer homogener Substitutionen vgl. § 8. 
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Vertauscht man die Zeilen und Kolonnen der Matrix A, 
so erhaélt man die zu A transponierte oder konjugierte Matrix 
oder Substitution. Sie wird mit A’ bezeichnet; ihre Koeffi- 
zienten a; sind gleich a,;. Die zu A’ transponiérte Substitution 
ist die urspriingliche Substitution A. Sind A’ und B’ die zu 
A und B transponierten Substitutionen, so ist B’ A’ dic trans- 
ponierte Substitution von AB. Der Zusammenhang zwischen 
reziproker und transponicrtcr Substitution driickt sich durch die 
Gleichung (A-*)’ = (A’)-! aus. 

Sind 

A,; 
C2) Soe |-A' 


die Koeffizienten der zu A reziproken Substitution A~+4, so 
hat A’-+ in der i‘ Zeile und k'*" Kolonne die Koeffizienten 
Aj, 
[4] 
Die Substitution A’- heiBt zu A kontragredient. 
Notwendig und hinreichend, damit zwei Substitutionen 


(y) = A(e) und (¥) = B(X) 
kontragredient sind, ist das Bestehen der Identitat 
WY, + YeY, Fo- > + In¥y = XM Xy toe a, Xp 


Sind A’-!.und B’-! die zw A und B kontragredienten 
Substitutionen, so lautet die zu AB kontragrediente A’-*B'-}. 
Unter A versteht man diejenige Substitution, die aus A 
hervorgeht, indem man alle Koeffizienten von A durch die zu 
ithnen konjugiert imagindren ersetat. A heipt die zu A konjugiert 
wmagindre Substitution. e 
Hat A im besonderen reelle Koeffizienten, so ist A mit A 
identisch. 
Jeder Matrix A vom n" Grade mit den Elementen a,, liBt 
sich eine bilincare Form 
p=naks it 
>. iS D5 U5 Yy 
im Lk=1 
zuordnen (das Studium solcher Formen beginnt mit Jacobis 
Aufsatz im Journ. f. Math. 58, 265 (1857), Ges. Werke 3, 583). 
Eine solche Form hidngt von zwei Reihen von Variablen x, , Xg, +--+; Lp 
und ¥,, Ya, +--+) Y¥, 0. Ebenso wie die aus den Elementen a;, 
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gebildete quadratische Matrix oder eine dem Koeffizientensystem a,, 
zugeordnete lineare Substitution soll auch die bilineare Form 
nk=n 

A, UY, 
k=1 


é 


MV 


= 


oS 


mit dem Buchstaben A bezeichnet werden. (Die Verkniipfung 
von Matrices und bilinearen Formen verdankt man Frobenius, 
Journ. f. Math, 84, 1.) 


Hat man irgendeine bilineare Form 
t=nk=n 
1 
A =e > RUE 
#=1 k=t 


=n k=n 


a, & ay 


so heiBt 


oa 


t=1 hat 


die zu A transponierte oder konjugierte bilineare Form. Wird 
unter @,, stets die zu a,, konjugiert imaginire GréBe verstanden, 
so heiBt 


a Oi, UY 

For 

die zu A konjugiert imagindre bilineare Form. Ist die Deter- 
-minante |A| von A von Null verschieden, so existiert die zu A 
reziproke oder inverse Form 


Me i 


ion kon | 
“=> Sains 


sowie die zu A kontragrediente bilineare Form 
fs=n k= Soa 
> > ane 
t=1 k=1 
Eine bilineare Form 


t=nk=n 


=> A, UY, 
i— hae 


heift symmetrisch, falls a, = a,,, und alternierend, falls 
a, = — a, (i S k), also im besonderen a,,= 0. Die Form A 
wird durch die symbolische Gleichung A = A’ als symme- 
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_ trisch, durch A =— A’ als alternierend charakterisiert. Die 
symbolische Gleichung A’ = A definiert: eine Hermitesche Form. 
Transformiert man eine bilineare Form 


(die Bezeichnung ist mit Riicksicht auf § 8 gewahlt, au vgl. 
- §. 106) durch die zwei linearen homogenen Substitutionen: ° 


° v if , 
a P: L;, = Py Uy + Dj_Xs se pa LY ae (= '1, 2, .2:4n) 
un 2 


Q2Y,= Gas + 94. tee + GinYn Cats arveat 


in die bilineare Form 
k=n 


i=n 
, , 
F a: Fin%s Ye 


tl 
-_ 


Ee 50 sagt man, die Form D geht durch die Substitutionen P und Q 
in F iiber. Damn bestehen die n* Gleichungen: 


s=nt=n 
fix = DS 0: 4,:M Gy k m1, 8) <) m) 
4 s=1 t=1 
oder 
s=nt=n 
hit = Pie Gee Vn (¢,4 =1,2,..., 2), 
s=1%¢=1 ‘ 


wenn man p,, = p,; setzt. Ist P’ das zu P transponierte System, 
so kann man die n Gleichungen in die eine symbolische Glei- 
chung F = P’DQ zusammenfassen. 

Besteht zwischen zwei Matrices F' und D eine Gleichung 
F=RDQ, d.h. kann man F dadurch aus D herleiten, daB 
man D vorn und hinten mit zwei beliebigen Matrices R und Q 
komponiert, so heiBt F ein Vielfaches von D und D ein Teiler 
von F. Zwei Systeme D und F heiBen dquivalent, wenn sowohl F 
ein Vielfaches von D, als auch D ein Vielfaches von F ist. 

Bei den Begriffen des Vielfachen und der Aquivalenz fihrt 
man fiir die Koeffizienten von & und @ auch noch Beschrin- 
kungen ein, die von der Natur der Koeffizienten von D und F' 
abhingen, wie z. B. die Koeffizienten von R und Q sollen reell 
oder ganzzahlig sein. In diesem Paragraphen sollen die Koeffi- 
zienten von R und Q keiner Beschrinkung unterworfen werden, 
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sondern beliebige GréBen sein kénnen. Der § 8 wird von 
besonderen Arten der Agquivalenz handeln. 

Der Rang des Vielfachen F ist stets gleich oder kleiner als - 
der Rang des Teilers D. 

Zwei Matrices F und D sind dann und nur dann dqui- 
valent, wenn sie gleichen Rang haben; in diesem Fall gibt es 
zwei Matrices R und Q von nichtverschwindenden Determinanten, 
so. daB eimerseits F = RDQ und andererseits wegen des -Nicht- 
verschwindens der Determinanten |R| und |Q| auch D=R-1*FQ-* 
wird. Im besonderen ist eine Matrix A vom Range | der Hinheits- 
matrix 1”" Grades mit den Elementen 


67 == 1 Up 0 Gb = 1,2; 0.15 
dquivalent. 

Seizi man P’= R, so hat man die Ausgangsgleichung 
F=P'DQ. Ubertrigt man die letzten Sitze in die Sprache 
der bilinearen Formen, so erhiilt man folgende Theoreme: 

Hat man eine bilineare Form 


(durch Hinzunahme yon Elementen 0 kann man zum Zweck 
der ‘symbolischen Produktbildung die bilineare Form mit zwei: 
Reihen von gleichyvielen Variablen geschrieben denken) vom 
Range | und transformiert sie durch die gwei linearen homo- 
genen Substitutionen: 


Ps 0, = D,1%) + Dig +---+9,,8%,  @=1,2,--42) 
und 
O24, = WAY + O93 +o + Gm Yn Casa 


in die neue dbilineare Form 


ti=nk=m 
F= > 5S Fin %e Yes 
ae 
so hat diese den gleichen oder niedrigeren Rang wie D. Ver- 
schwinden die Determinanten von P und Q nicht, so haben, da 
man dann auch F durch P-* und Q-* in D_ gzuriicktransfor- 
mieren kann, D und F den gleichen Rang. Man kann im be- 
sonderen stets zwei derartige Substitutionen P und Q von nicht 
verschwindenden Determinanten auswihlen, daB D in die Einheits- 
form 24'y,° + ay’ yo +--+ + ay, adbergeht. 
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Zwei bilineare Formen gleichen Ranges lassen sich stets durch 
zwei limeare homogene Transformationen von nicht verschwindenden 
Determinanten ineinander iiberfihren. 

Damit zwei bilineare Formen, die von gleichvielen Variablen- 
-paaren abhingen, durch kogrediente Transformationen, 4. h. 
durch die n&mlichen Substitutionen fiir die zwei Variablen- 
reihen, ineinander iiberfiihrbar sind (also P= @Q), miissen die 
Formen D und F, auBer im Range tibereinzustimmen, noch 
_weiteren Bedingungen geniigen (zu vgl. S. 116). Fiir - zwei 

_ symmetrische oder alternierende bilineare. Formen ist dic blope 
_ Ubereinstimmung des Ranges ihrer Determinanten fiir die ko- 
_grediente Transformation ausreichend. 

Hat man eine rechteckige oder quadratische Matrix 


A=|la ‘nll (F=1,2)..4m5 k= 1,2... m), 


so ist es bisweilen vorteilhaft, sie in der Form: 


= Ay, Ay, ..- Ary 
fay A 
eo bie. SrA Gem | 


zu schreiben. Die A mit zwei unteren Indices stellen selbst 
rechteckige Matrices dar, alle A mit dem gleichen ersten Index 
haben dieselbe Anzahl Horizontalreihen, alle A mit dem nim- 
lichen zweiten Index besitzen die gleiche Anzahl Vertikalreihen. 
In den Anwendungen ist der Fall am _ wichtigsten, daB 
A,1, Ags, ---, Aj, lauter quadratische Matrices sind. Sind alle 
Elemente einer Matrix A;, Null, so setzt man fir A;, einfach 0. 

Ist A eine Matrix, die sich auf Diagonalsysteme reduziert 
und deren andere Elemente ausschlieBlich Nullen sind: 


NeAe OO 1797.0 
Ours Ores 20 
eg 02 Our A, ee Ocal 

O.010 Ae 


so verwendet man die von A. Hurwitz (H. Kreis, Contribution 
a la theorie des systémes lincaires, Thése, Zirich 1906) ange- 
gebene Bezeichnung 
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Ay, + Agg $-++ + Apps 
‘oder schreibt auch 


{Ape Agu eae 


Analog wie bilineare Formen mit zwei Reihen von ver-— 
schieden vielen Variablen (S. 90) kann man auch eine lineare 
homogene Substitution mit zwei Reihen von verschieden vielen 
Variablen einfiihren: 


Yy yh, + yey Foe + YL 
Ya = Mg1Xy + Ugg hy +> -* > 42m %m 
Yn, = Ani X4 as A229 =e ef Og mi ; 


man kann ihr die rechteckige Matrix 


| | 
| M11 Cee “1m 


aE a1 Ing - nm 


oder zum Zweck der symbolischen Rechnung fiir » >m die — 
_quadratische Matrix 
41:0), 


fir » < m die quadratische Matrix 
Ay, 
0. 


zuordnen. 

Das symbolische Rechnen mit Matrices ist eine Schdpfung 
Cayleys (vgl. den Anfang dieses Paragraphen); inwieweit 
W. R. Hamilton durch seine Lectures on quaternions (1853) 
als Cayleys Vorginger anzusehen ist, entnehme man den 
historischen Bemerkungen von Taber (Am. J. math. 12, 337 
(1890)) und von Bromwich (Bull. Am. math. Soc. 7, 311 (1901)), 
sowie dem SchluB des § 7. Laguerres ,Caloul des systémes — 
linéaires* (J. éc. polyt., Cah. 42, 215 (1867), Geuores 1, 221) 
ist Cayleys Untersuchungen analog. Die tiefgehendste Behand- 
lung des in diesem Paragraphen besprochenen Gegenstandes — 
stammt von Frobenius (vgl. das Zitat auf S. 81 u. 88). 

Von Lehrbiichern verweisen wir auf: Muth, Theorie und 
Anwendung der Elementarteiler, Leipzig 1899, S. 20, Kronecker, 
20. u. 21. Vorlesung tib. Determinanten, Weber, Algebra 2, 163. 
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§ 7. Bilineare Formen und hdhere komplexe Zahlen. 


Die Lehre von den héheren komplexen Zahlen, die bereits 
im ersten Kapitel vom allgemeinen arithmetischen Standpunkt 
aus behandelt wurde, ist mit der Theorie der bilinearen Formen 
auf das engste verkniipft. 
Die n? Matrices 
Fy, (i,k =1,2,...,n) 


vom »" Grade, von denen jede nur in der i Zeile an k** Stelle | 
die 1, sonst lauter Nullen enthalt oder die ihnen entsprechenden 


Bitmearen Formen 2,y,, sind offenbar linear unabhingig (vgl. 
S. 85). Fir ihre Komposition gelten die Relationen: 


(1) FF, = 6,; F;, (6.= 1, 0,;=9, falls k 2j) (6, ky J, b= 1,3 04 0). 


Mittels der »? Formen F',, kann jede bilineare Form 


-3 3" ins Yy 
#=1 k=1 


in der Form 


dargestellt werden. 
Die n? GréBen F,, lassen sich als die n? unabhingigen 
Einheiten eines komplexen Zahlensystems (vgl. Kap. I, § 4) 
ansehen. MHierbei werden die ,,Hinheitsprodukte“ durch die 
Relationen (1) bestimmt; diese sind so beschaffen, daB die 
Multiplikation assoziativ ist. 
Jede bilineare Form 


A eae OF yy 


kann demnach als komplexe aus n* unabhingigen Einheiten ge- 


bildete Zahl aufgefaft werden. 
Wird die bilineare Form 


ebenfalls als komplexe Zahl interpretiert und multipliziert man A 
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und B nach den Multiplikationsgesetzen fiir komplexe Zahlen, 
so erhilt man mit Benutzung von (1): 


pH 4,0, Fy Fj, 


a k=1f=1Lis=t 
t=nk=n j=enl=n 

=n SS. Ay, 55, 0,5 Fi, 
t=) hat 7 == 
t=n l=n ssn t=n l=n 

oa, 4,,6,, 8, = CF 1, 
fS1 Vel sal ¢=1l=1 
s=1 

falls Cn = > 4%,5,, C/h=A, 2,97) 

s=1 


gesetzt wird. Deutet man die komplexe Zahl 


als bilineare Form, so ist C nichts anderes als das Produkt AB 
der zwei-bilinearen Formen A und B. Die Komposition bilinearer 
Formen n® Grades erscheint demnach als identisch mit der Mul- 
tiplikation besonderer komplexer Zahlen mit n® Einheiten. 


PEAS bee .G, seien 9 linear unabhingige bilineare Formen 
oder Matrices gleichen Grades m. Von ihnen wird vorausgesetzt, 
sie sollen die Wigenschaft haben, daB sich ihre Produkte 


GG. (@,k=1, 2,. y @) 
linear und homogen durch die 9 Grundformen selbst darstellen 
lassen. Hs sei also: 

(2) GG, =iMG, + I@G@, + eae re + ADE, (4,k=1, 2,..., @), 


wobei die GrdBen MW”) numerische Konstanten bedeuten. Infolge 


des assoziativen Gesetzes bei der Multiplikation bilinearer Formen 
besteht die Gleichung: r 


(G, Gy) Gin ras G;(G4 Gm): 


Aus ihr folgt, wenn man fiir die Produkte ihre Werte nach (2) 
setzt und die vorausgesetzte lineare Unabhingigkeit der Grund- 
formen beachtet, daf: 


- § 7. Bilineare Formen und hohere komplexe Zahlen. 95 


(3) ; SH A) = Sh FG) Ae) (i, kyr, m= 1, % 4 9) 
s=1 
wird. Aus diesen Gleichungen erhellt (vgl. Kap. I, § 4): 

Sind a,, @,..+, 4, irgendwelche mumerische Konstante*), 
so kann jede aus den hy, ebans Gigs, Goh. »G, gebildete 
bilineare Form a,G, + a,G, +°+++ a, Ge als eine aus den 
»dnnheiten® Gy, Ge, .... G gedildete komplexe Zahl amgesehen . 
werden. 
Umgekehrt wollen wir zeigen, wie jeder héheren komplexen 
Zahl eine bilineare Form zugeordnet werden kann. Sei eine 
aus den @ unabhingigen Einheiten ¢,, ¢, ..., ¢, gebildete kom- 
plexe Zahl a, ¢, + @,¢, + +--+ 4¢, gegeben. Fir die ,,Hinheits- 
produkte“ mégen die Pormeli 


v 


A ad age, an MS e, pacicak MMe, (R= 1,2, ..4@) 


gelten, wobei die GréBen 4”) den Gleichungen (3) geniigen. 
Man konstruiere die @ OY Formen oder Matrices 
™ Grades: 


Betrachtet man die Produkte G,G, fiir i, k = 1, 2, ..., @, 
so wird: 


r=0 m=0 s=¢ 


555 Ss. MD AY) ae Yen 


r=1lm=1s=1 


Q@M=08=0 


“7 SS Hn 


Setzt_ man 
é, = G, (¢ =1, 2, «5 @), 


so lipt sich jede aus den o Hinheiten cy, ,.. +) & gebildete 
komplexe Zahl a,e, + d,¢ +--+ 4, als eine aus den bi- 


1) Die GréBen a,, a,,..., @ brauchen nicht, wie im Kap. I, § 4 
yorausgesetzt wurde, reell zu sein sie kénnen auch komplexe Werte 
besitzen. 


A ee . 
5 
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linearen Grundformen G,, Ge, .- +; Go _gebildete -bilincare Form 
oder Matrix 9" Grades a,G, + 4,G,+--++ 4G, auffassen. 

Die so gewonnencn Matrices G,, Gy, ..., G, werden nicht 
notwendig lincar unabhdngig sein. Dies lehrt beispielsweise das 
aus zwei Hinheiten e, und ¢, gebildete Zahlensystem mit der 
Multiplikationsregel: 


040 = Cy, Cyl = — Cry Oy lg = Cay Cg lg = — Gy. 
Ftir dieses Zahlensystem wird G, die Einheitsform 
E= ay, + %_, Gy=— E. 


Damit die @ Matrices G,, G,,..., G, linear abhiangig sind, 
ist notwendig und hinreichend, da8 die 9? Gleichungen: 

C Migs 5 C3 ay, 2 ag aa © a =o (r, m= 1, 2, .- 4 ¢) 
nicht nur die Lésungen c, = c, =-+:=c¢c,=O besitzen. Be- 
deuten @,, d,,..., 4, willktirliche numerische Konstanten, so 
erhalt man hieraus die 9 Gleichungen: 


a= 0 a= 0 (Sol Ba 
4 aI + oy Sa I +t % S410 C48 ne 
a=1 eat a=1 


Aus diesen @ Gleichungen schlieBt man: Sind die e bilinearen - 
Formen G,, Gg, ..., Ge in linearer Dependenz, so muB die 
Determinante: 


(,r=1,2,..., @) 


fiir jede Wahl der GréBen u,, a, ..., a, verschwinden. 
Verschwindet diese Determinante nicht identisch, so ist dies 
ee ausreichende Bedingung fiir die lineare Unabhdngigkeit der 
bilinearen Formen G,, Go, ..., G. 
An Stelle der bilinearen Formen G,, Gy, .. ., Go kann man 
auch die Formen: 


He => A) 2, (@=1,3,... 0) 
ht 
einfiihren. Bildet man die Produkte H,H, fir 1, k = 1, 2,..., Qe; 
80 wird: 
s=@0 
HH, = > WH, 
s=t 


r 
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Setzt man e;= H,, so lipt sich jede aus den 9 Einheiten 
Cy €2,+++, C gebildete komplexe Zahl a,e, + age + +++ + Belo 
als eine bilineare Form a,H, + a,H, +-+-+ a,H, inter pretieren. 


Setzt man voraus, daB die Determinante: 


i waste | 
\r[ = | Sato | (i, 7 =1,2..4 9) 
| a=1 I 
micht fiir jede Wahl der Grifen a,, a, -- +5 a, verschwindet, so 
sind die bilinearen Formen H,, H,,..., H, linear unabhangig. 
Die Determinante |I"| ist offenbar. die Determinante der 
bilinearen Form 


0G, + a,G, +--+ +4,G,. 


Das Nichtverschwinden der Determinante |I"| ist also damit 
gleichbedeutend, daB das Formensystem 


5G, + AgGe+s-- + a, G, 


bilineare Formen mit nichtverschwindenden Determinanten ent- 
halt. Das Nichtverschwinden der friiher aufgetretenen Deter- 
minante | A| bes2gt, das das Formensystem 


a,H, + a,H, +--+) Hy 


auch Formen mit nichtverschwindenden Determinanten besitzt. 
Mit Hilfe der bilinearen Formen G,-und H, kann man die 

o* gewohnlichen Gleichungen (3) in 9? symbolische zusammen-. 

fassen, namlich: 

(i, m = 1, 25... 4 Q)) 

wobei 


die zu H,, transponierte Form ist. Hieraus folgt: 

Sind a4, Ug, +--+, Uy und by, by,..., dg beliebige Zahlen, 
so sind die zwei Matrices a,G, + a,G, +:+-+ G&G, und 
b, H,’ + b, Hy’ +--+ + beHy’ stets vertauschbar. 

Wir machen die fiir das Folgende wesenthche Voraussetzung, 
daB sowohl das Formensystem a, H, + a,H, +--+: + aH, als 
auch das Formensystem a,G, + a,G@, +--+: + GG, bilineare 
Formen mit nichtverschwindenden Determinanten enthalten. Von 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 7 
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diesen zwei Bedingungen ist keine eine Folge der anderen, wie 
das oben angegebene Beispiel lehrt. Fir dieses ist 

A, = 014, — %Yy, Hy = 11 Y_ — 403 

Gy = %,Y, + Lee, Gy =— TY, — Yo, 


die Determinante |a,H, + a,H,| hat den Wert Null, wihrend 
die Determinante |a,G, + a,G,| nicht identisch verschwindet. 
Die Voraussetzung, daB die zwei Determinanten: 


[a,G, + a,Gy +--+ + aG|=|I | 


|a,H, + a,H, +---+a,H,|=|A| 


und 


nicht identisch verschwinden, involviert, daB sowohl die Formen 
H,, H,,..., Hg als auch G,, Gg,..., Gp linear unabhingig 
sein sollen. 

Wir beschranken uns im folgenden auf die Betrachtung 
jener bilinearen Formen der Schar a,G, + a,G, +--+ + @Go, 
bei denen die numerischen Konstanten a,, d,, ..., @ so gewahlt 
sind, da8 die Determinante |a,G, + a,G, +---+ a,G,| nicht 
verschwindet. Sei A = a,G, + a,G, +----+ aoG, eine solche 
Form. Wir suchen eine bilineare Form 


U = uy Gy + gy t+ >> + Up Go, 


wobel %,, Ug, ---, % numerische Konstanten sein sollen, zu be- 
stimmen, daB das Produkt AU =A wird. Die symbolische 
Gleichung AU = A besagt: 


(1G, + ag Gy + +++ + dgGy) » (uy Gy + ty Gy +++ Up Gy) = 
a=ok=0 


= > DS 4,0,6,.6, = a4, + a, + +--+ apGo. 


GAO Sil 


Beachtet_ man die Gleichungen (2) und die auf Grund 
unserer Voraussetzungen stattfindende lineare Unabhingigkeit von 
G,, Gg, ..., Gg, so ergibt sich, daB 


a=0 a=0 a2=e 
Mo tat “Fit > OO), ata Uy > AY, = 4, (@=1,2,..4@) 
a= a=1 a=1 


wird. Da die Determinante: 


JA| = |a,4, + 6, + +--+ ap] = 


(7 =1, 2,..., 9) 


a=0 
> a, 
a=1 


¥ Se | ee ee ee TS eS > 2-2 
See er TR ; eae iat \ 
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von Null verschieden ist, haben die zuletzt angegebenen 9 Glei- 
chungen endliche, eindeutig bestimmte Lisungen u,, u.,..., ty. 
U ist offenbar die Einheitsform. Wir haben also bewiesen: 
das Formensystem a,G, + agG,_ +--+ + ag G enthdilt stets die Ein- 
heitsform E. 

Sei d= 4,6, +4G,+-:: a Gp wiederum eine bilineare 
Form von nichtverschwindender Determinante, so kann man 
innerhalb des aus G,, G,,..., Gp gebildeten Formensystemes 
eine Form V= 7,G, +2, G,_ + --- + UgG, zu bestimmen suchen, 
so daB 2, %,-. +5 % aumerischie Konstanten bedeuten und 
AV =E wird. Aus dieser symbolischen aera gehen die 
~ @ gewohbnlichen Gleichungen: 


a=0 a=¢0 a=0 
v 4,10, ae a Sait Ae Mes oR 2% > A = %, (@=1,2,.- 40) 
a=1 a=1 a=1 


hervor. Hierbei sind ™,, us, ..., Up die durch 
E =U, Gy + UgGy + +++ Up Ge 


festgelegten numerischen Konstanten. Da die Determinante 


: a=0 
| A | | es aA) (i, 7 =1,2,... 9) 
a=1 


von Null verschieden ist, sind die o Gleichungen lésbar und 
bestimmen eindeutige, endliche Werte v,, , ..., %. V ist 
offenbar die reziproke Matrix von A. 

Wir haben das Resultat: 

Verschwinden die zwei Determinanten 


| a,G, + a,G_, +--+ a)G,| und |a,H,+ a, H, ab -+>-+ doH| 


nicht fiir alle Werte a,, d),..-, dy, so ist die Gesamtheit © 
aller Matrices a,G, + dG, +++-++ aeG@_ von nichtverschwin- 
denden Determinanten bei der Produkthilénne nicht nur in sich 
abgeschlossen, sondern & enthilt auch das Hinheitselement und 
zu jeder Matrix die reziproke. Die Gesamtheit aller in & ent- 
haltenen Matrices bildet also (Kap. III, § 1) eine Gruppe. 

Verschwinden die zwei erwihnten Determinanten nicht iden- 
tisch, so bildet auch die Gesamtheit 9 aller Matrices 


a, A, + a, H, S + ApH, 


von nichtverschwindenden Determinanten eine Gruppe 9. 


124830 i 
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Jede Matrix der Gruppe & ist mit jeder Matrix der Gruppe , 
die von den transponierten Matrices der Gruppe © gebildet wird, 
vertauschbar. (% und ©’ sind in Lies Terminologie reziproke 
Gruppen. Lie-Engel, Theoric der Transformationsgruppen, 
Leipzig 1893, 3, 751 u. 779.) 

In der Sprache der héheren komplexen Zahlen besagt das 
Nichtverschwinden der zwei Determinanten, daB im Gebiet der 
behandelten hdheren komplexen Zahlen die Umkehrung der 
Multiplikation als vordere und als hintere Division im allge- 
meinen eindeutig méglich ist. 

Verschwinden eine oder beide der Determinanten | I"| und | Al, 
so fiihre man noch zu den 9 Hinheiten ¢,, ¢, ..., & eine weitere 
Eiuheit e, ein. Fir die Multiplikation mit dieser Einheit mégen 
die Regein , 

Co &, = €;€9 = 6; (@=0, 1, 2, ..,@) 


gelten. Betrachtet man die 9 + 1 Hinheiten ¢), €, €,..., €g, 
so sind die Konstanten 4‘) fir sie auf folgende Weise bestimmt: 


AQ =a = 1 (¢=0, 1,2, ..., Q), 


alle weiteren 4% = 0, bei denen ein Index 0 ist, und, falls 

keine der Zahlen i, k, s gleich Null ist, sind a) die durch die 

Gleichungen (2) bestimmten GréBen. ; 
Definiert man: 


Gi = wo) x Yn, Hy= "102, Y,  (@=0,1,8,...,0), 
r=0 m=0 r=0 m=0 
Gg = Hy = LY + HY +-->+ Le Yo- 
Mithin verschwindet keine der zwei Determinanten 
| Gq + G+ +++ + ag@o| und |ayH, + a,H, +--+: + apHe| 
fiir alle Werte a, a,, a, ..., @; denn fiir 
%=1, a —=a,=--- =a =—0 


nehmen diese Determinanten den Wert 1 an. 


Wenden wir die obigen Sitze an, so erhalten wir das 
Resultat: 


ES ae ae 
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~ 


Ist eine der zwei Determinanten 


a=0 Nl 
[Aj=| Sa,a0) | 7 =1,%..4@) 
und oe 
; | G=e | 
[Fz] = ahi | (@, 7 =4, 2...) @) 


oder beide Null, so bildet die Gesamtheit ©, aller Matrices 
AG + AG, 7+ +> + aGo 


_ vom @ + 1 Grade mit nichiverschwindenden Determinanten -eine 
Gruppe. Eben dieses trifft fiir die Gesamtheit Hp aller Matrices 


Hy + a,H, +--+ + Ap Hy 


vom 9 + 1% Grade mit nichtverschwindenden Determinanten zu. 

Auf die Deutung héherer komplexer Zahlen durch Matrices 

hat bereits (1858) Cayley (Coll. math. papers 2, 491) in seiner 

- grundlegenden Arbeit tiber Matrices (vgl. den voraufgegangenen 

§ 6) fir den Fall der Quaternionen hingewiesen. Die vier 
Matrices zweiten Grades: © 

; | 04 

» 415 


1 Oj 
01 


verhalten sich bei ihrer Komposition wie die Quaternionen- 
einheiten (vgl. 8.16). Die weitere Deutung komplexer Zahlen durch 
Matrices verdankt man ©.S. Peirce (Am. J. math. 4, 221 (1881)) 
und Ed. Weyr (Prager Ber. (1887)). Die Verkntipfung héherer 
komplexer Zahlen mit Gruppen geht auf Poincaré (C. R. 99 
(1884), 740) und Study (Monatsh. f. Math. 1, 283 (1890)) 
zuriick. Wir nennen ferner: Scheffers, Math. Ann. 39, 293 
(1891), ebenda, 41, 601 (1893), Molien, ebenda, 41, 83 (1893), 
42, 308 (1893). Wegen weiterer Litteratur iiber den Zusammen- 
hang héherer komplexer Zahlen und bilinearer Formen sei auf 
Studys Artikel in der Enzyklopddie der math. Wiss. 1, 147 
»L'heorie der gemeinen und hiheren komplexen GroBen“ verwiesen. 
Zur Erginzung fihren wir noch die rein algebraischen Arbeiten 
von Frobenius, Theorie der hyperkomplexen Gropen (Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1903), 504 u. 634) an. Von Lehrbiichern 
vgl. man: Lie-Scheffers, Vorl. iiber kontinwierliche Gruppen, 
Leipzig 1893, 8. 610. 
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§ 8. Die Theorie der Elementarteiler und die 

bilinearen Formen. 

Sind A und B zwei quadratische Matrices n° Grades mit 
den Elementen a,, und },,, so ist unter A+B (vgl. S. 81) 
die Matrix mit den Elementen a,,-+ 00,, zu verstehen. Die 
Behandlung einer solchen Matrix A-+oB, deren Elemente 
ganze Funktionen ersten Grades eines Parameters 9 sind, fihrte 
WeierstraB (Zur Theorie der quadratischen und bilinearen 
Formen, Monatsb. d. Berl. Akad. (1868), mit Verinderungen 
abgedruckt in Ges. Werken 2, 19) auf seine bertihmte Theorie 
der Elementartetler. 

Unser Ausgangspunkt soll im folgenden ein rein zahlen- 
theoretischer sein; hierdurch erhilt man die Begriffe der Theorie 
wohl am klarsten und durchsichtigsten. Alsdann legen wir die 
Allgemeinheit dar, die diesen Ideenbildungen zukommt, und ge- 
_ langen erst am Schlusse durch Spezialisierung zu dem Stand- 
punkt, den Weierstra8 eingenommen hat. 

Wir betrachten die quadratische Matrix: 


D = || 4,; || (Pe= Ieee) 


vom Grad m. Ihre Elemente d,, sollen ausnahmslos ganze Zahlen, 
sowohl positiv als negativ, einschlieBlich der Null sein. Die 
Matrix D habe den Rang /, d. h. alle ihre Unterdeterminanten 
vom 7+ 1%", jedoch nicht samtliche vom (*" Grad seien Null. 

6 bedeute im folgenden eine ganze- positive Zahl, die < J 
ist, mit 7, bezeichnen wir (den positiv gewihlten) gréBten ge- 
meinsamen Teiler simtlicher Unterdeterminanten o' Grades D, 
von D. Ist /=~n, so ist T,= 7', und, vom Vorzeichen abge- 
sehen, die Determinante der Matrix D. Ist 1<n, so setze man 


Dy 41 Ain eo eo 
Definition I: Die Gripen T,, T,,..., T,, heiBen der erste, 
eweite, ..., n” Determinantenteiler des Systems der d,, oder der 


Determinante D. 

Jede creihige Unterdeterminante D, ist eine lineare homo- 
gene Funktion von Unterdeterminanten D,_, des o — 1°" Grades. 
Mithin ist der gréBte gemeinsame Teiler 7, aller D, durch 
den gréBten gemeinsamen Teiler 7, _, aller D,_, teilbar. 

Lehrsate I: Der Quotient 


L, 
(o = 2, 3, ..., 2) 
Ph 


te. ° . . . 
des o*” Determinantenteilers durch den o— 1” ist eine ganze Zahl. 


: 4 # 7 aan 
SS a 5: ye : a 
~ 2 
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Definition IT: Die Gripen 
T, 


g Con OS ersirasth) FE, ,.=9 (uw =1,2,....n—2) 


+ E, mT, Lig 
o-1 


heiBen die zusammengesetzten Elementartciler des Systems der 
d;, oder der Determinante D. E, heipt der erste, E, der 
gweite, ..., HE, deri”, B,,, der l+ 1", ..., E, der n® Ele- 
mentarteiler. Die Anzahi der mnichtverschwindenden Elementar- 
teiler gibt ebenso wie die der nichtverschwindenden Determinanten- 
teiler den Rang von D an. 

Die Bezeichnung der GréfSen F,, E,,..., E,, als zusammen- 
gesetzte Hlementarteiler ist Muths Werk ,,Zhcoric und Anwen- 
dung der Elementarteiler“, Leipzig 1899, 8. 13, entlehnt. Der 
Name ,,o”” Elementarteiler“ ist von Frobenius (Journ. f. Math. 
86, 148 (1879)) eingefiihrt worden; die Bezeichnung zusammen- 
gesetzter Elementarteiler wird jedoch in seiner grundlegenden 
Arbeit (vgl. a. a. O. S. 163) in anderer Bedeutung als hier 
verwandt. Die GriBen E,, E,,..., E,, finden sich bereits (1861), 
ehe Weierstra8B seine klassische Arbeit, aus welcher der Name 
Elementarteiler stammt, publiziert hatte, in Henry J.St. Smiths 
zahlentheoretischen Untersuchungen iiber lineare Gleichungen mit 
ganzzahligen Koeffizienten (Smith, Coll. math. papers 1, 391). 

Von Smith stammen auch schon folgende Sitze: 

Lehrsatz II: In der Reihe der zusammengesetzten Elementar- 
teiler E,, H,,..., E,, ist jeder Elementarteiler E,, durch den chm 
voraufgehenden BE, , (7=41-1,.-42) ohne Rest teilbar (Smith, 
a. a. 0., S. 396). : 

Lehrsatz III: Dic cusammengesetzten Elementarteiler lassen 
sich nicht nur als Quotienten 

T, 
E, = a 


o=1 

gviptcr gemeimsamer Teiler definicren,. sondern sie sclbst sind 
auch grépte gemeinsame Teiler: Dividiert man jede Unterdeter- 
minante o”” Grades D, von D durch den gripten gemeimsamen 
Teiler der in D, enthaltenen Unterdeterminanten 6 — 1” Grades, 
so ist der grifte gemeinsame Teiler aller dicser Quoticnten gleich 
dem o*" Elementartciler E,, (Smith, a. a..0., S. 396). 

Aus dem Lehrsatz II folgt: E, > E,_,>E,_,:-:-2 #,. 
Mithin ergibt sich: Sind die Werte der 1 zusammengesetzten, 
nichtverschwindenden Elementarteiler E,, H,_,,.--, Z, in irgend 
welcher Reihenfolge gegeben, so braucht man sie nur ihrer GréBe 
nach zu ordnen, um zu entscheiden, welcher der o” ist. 
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Lehrsatz IV: Komponiert man zwei oder mehrere ganzzahlige 
Matrices, so ist der o” Elementarteiler des Produktes durch den — 
o”” Elementarteiler eines jeden Faktors des Produktes teilbar. 

Aus dem Satz II folgt: Jeder zusammengesetzte Ele- 
mentarteiler H,_, (¢=1,!-1,.-52) ist nur durch solche Primzahlen 
teilbar, die auch E,, ohne Rest teilen. Hieraus ergibt sich: 


Lehrsatz V: Ist p%s die héchste Potenz einer Primzahl p, 
die in E, (o=h1-1,.-,1) ohne Rest aufgeht, so gentigen die 
Zahlen e, den Uralecienaas 


Op 2G 2 Gag 


Diese Fundamentaleigenschaft ist von Cayley (1855) 
(Journ. f. Math. 50, 314, Coll. math. papers 2,-217) ange- 
geben worden. 

Definition IIT: Ist po die hochste m E, (@=41-4,.-41) ent- 
haltene Potenz einer Primzahl p, so heift, falls e, von Null 
verschieden ist, jeder Faktor p’o nach Weierstrap ein Elementar- 
teiler oder cine elementare Invariante des Systemes d;, oder der 
Determinante D. Die Primzahl p wird die Grundzahl oder Basis, 
e, der Exponent oder Grad des Elementarteilers p*s genannt. 


Es empfiehlt sich oft, die Elementarteiler p’o mit Frobenius 
(Journ. f. Math. 86, 162) zum Unterschied von den zusammen- 
gesetzten Elementarteilern als cinfache Elementarteiler zu be- 
zeichnen. Spricht man von Elementarteilern ohne Zusatz, so 
meint man die eben definierten einfachen WeierstraBschen 
(Kronecker verwendet in den Monatsb. d. Berl. Akad. (1874), 
Ges. Werke 1, 405 die Bezeichnung ,,einfacher Elementarteiler“ 
in ganz anderem Sinn; nach ihm hatte man Elementarteiler 
mit dem Exponenten 1 so zu nennen). 

Die drei durch die Definitionn I, II, III cingefiihrten 
GroBensysteme, niimlich die Determinantenteiler T ,, die zusammen- 
gesctzten Elementarteiler E, und die mafacien Elementarteiler 
bestummen sich gegenseitig eindeutig. 

Die zusammengesetzten Elementarteiler Z, sind durch die 
Definition IL aus den Determinantenteilern abgeleitet worden. 
Samtliche einfache oder Weierstra8sche Elementarteiler erbalt 
man durch die /erlegung des ersten, zweiten usw. bis 1°" Ele- 
mentarteilers in die (von Null verschiedenen) Potenzen ver- 
schiedener Primfaktoren. Ist EH, = po - g®o-r’o---, wobei 


P, 9, 7, ... lauter verschiedene Prumzahlen bedeuten, so sind die 
GréBen : 
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» e e ua 
POWER A ONT Oy moc (G=1,2,..4 9) 


die simtlichen einfachen oder WeierstraBschen Elementarteiler, 
Aus den zusammengesetzten Elementarteilern ergeben sich 

die Determinantenteiler 7 auf Grund der Relationen: 
To,=H,:-E,_,:# 


a eae JF (o =1,2,..., 0), 


Tae ps, (W=1,2,. . 57 — 1) 
Sind 
pt, pias, pi-2, ane g', qetat, ge t—2, tee 
simtliche einfache Elementarteiler yon D — ihr Produkt muB Le 
sein —, die nach fallenden Potenzen von p,q,... geordnet sind: 
(= (1 = C_2 = ete; é; = ee = Cie = a one ‘); : 

so ist EH, = E,_,=---=HE,,, durch den Rang von D be- 
stimmt. , ist das Produkt der hdchsten Potenzen simtlicher 
einfacher Elementarteiler von D, also gleich p%-qg%1----, E,_, 
das Produkt der zweithéchsten Potenzen sdmtlicher einfacher 
Elementarteiler, also gleich p%-1-q’i-1----, usw. 


Alle diese Satze sind weitgchender Verallgemeinerung fahig. 
Sie beruhen auf der eindeutigen Zerlegbarkeit der ganzen posi- 
tiven Zahlen in Primfaktoren und der Existenz des gréBten 
gemeinsamen Teilers von zwei oder mehreren ganzen Zahlen. 
& sei ein Rationalititsbercich oder Zahlkérper (vgl. Algebra). 
01, 95, ---, 0, seien & Variable. Sind die GréBen @ Zahlen aus $2, 
so heiBen Summen von Gliedern der Form: 


wobei 7,,72,-.--,%, ganze positive Zahlen, einschlieBlich der Null, 
bedeuten, ganze Funktionen in 8. Diese lassen sich in reducible 
(zerlegbare) und irreduzible (unzerlegbare) unterscheiden. Die 
ersteren sind als Produkte aus mehreren ganzen Funktionen in $2 
darstellbar, die anderen nicht. Die reduziblen Funktionen lassen 
sich in eine endliche Anzahl irreduzibler Faktoren zerlegen, die 
selbst ganze Funktionen in 8 sind; jede reduzible Funktion 
bestimmt ihre irreduziblen Faktoren bis auf multiplikative Kon- 
stanten eindeutig. Hierauf griindet sich der Begriff des grdpien 
gemeinschaftlichen Teilers von zwei oder mehreren ganzen Funk- 
tionen in Q; er ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig 
bestimmt (vgl. beispielsweise H. Weber, Algebra 2, 563). 


> re ew WN aes i oe 
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Die n? Elemente der Matrix 
D= ial [Ghia Ly 2yeeas 


seien ganze Funktionen in 84 von k& Variablen. Auch hierfir 
1aBt sich nach den obigen Angaben der gréfte gemeinsame 
Teiler 7’, simtlicher Unterdeterminanten o* Grades von D de- 
finieren. Die Determinantenteiler 7, T,, ..., Z,, sind, abge- 
sehen von konstanten Faktoren, die hier die Rolle der Einheit 
spielen und fiir das Folgende als unwesentlich anzusehen sind, 
eindeutig bestimmt. Ebendasselbe gilt fiir die durch die De- 
finition II eingeftihrten zusammengesetzten Elementarteiler. An- 
statt der Primzahlen p treten im Falle der ganzen Funktionen 
in §2 die irreduziblen ganzen Funktionen von k Variablen mit 
Koeffizienten aus 8. Simtliche einfache oder WeierstraBsche 
Elementarteiler erhilt man durch die Zerlegung jedes zusammen- 
gesetzten Elementarteilers HZ, in die (von Null verschiedenen) 
Potenzen verschiedener irreduzibler Faktoren. Ist 


, ” 
Ei, = pa (a> 0 - =, 


wobei die Basen p, q, 7, ... lauter voneinander verschiedene 
ureduzible ganze Funktionen mit Koeffizienten aus 8 sind, 


d. h. soleche, die sich nicht nur um multiplikative Konstanten ~ 


unterscheiden, so sind 


GDA SO HRD I tn (o =1,2,...,) 


die siimtlichen einfachen oder WeierstraBschen Elementarteiler. 
Alle friiher angegebenen Lehrsitze behalten thre unverdnderte 
Giiltigkeit, wenn man Matrices betrachtet, deren Elemente ganze 
Funktionen von k Variablen mit Koeffizienten aus einem Ratio- 
nalititsbereich $2 sind. 

D und F seien zwei Matrices mit je n? gleichartigen Ele- 
menten d;, und f,,, d. h. entweder seien beide GréBensysteme d,, 
und /;, ganzzahlig oder beide ganze Funktionen von k Variablen 
mit Koeffizienten aus dem gleichen Rationalititsbereich 2. Be- 
steht zwischen F' und D eine symbolische Gleichung F = RDQ, 
wobei I? und Q Matrices mit gleichartigen Elementen wie den- 
jenigen von F und D sein sollen, so soll auch bei dieser Be- 
schrénkung der Elemente von R und @Q fiir F der Ausdruck 
Vielfaches, fiir D Teiler verwandt werden (zu vgl. S. 89). Waren 
die Elemente von R und Q willkilich, so galt nur der Satz, 
da der Rang des Vielfachen F’ stets gleich oder kleiner als der 
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des Teilers D ist. Bei der Beschrinkung der Elemente von R 
und @ ergibt sich nach Satz IV: 

Lehrsaiz VI: Eine Matrix F ist nur dann ein Vielfaches 
emer Matrix D, wenn thre zusammengesctzten Elementartciler E, 
~Vielfacke der entsprechenden Elementarteiler E, von D_ sind, also 
E; = 4,E,, wobei die y, ganze Grépen (also ganze Zablen oder 
ganze Funktionen) einschlieBlich der Null sind. 

Dem Obigen entsprechend mégen zwei Matrices D und F 
mit gleichartigen Elementen diquivalent heiBen, wenn sowohl F 
ein Vielfaches von D als auch D ein Vielfaches von F in dem 
engeren Sinne ist. Aus Satz VI folgt 

Lehrsatz VII: Zwei Matrices D und F mit pee tigen Ele- 
menten kinnen nur dann dquivalent sein, wenn die entsprechenden 
zusammengesetzten Elementarteiler E, und E, gleich sind. 

Die in dem letzten Satz ausgesprochene Bedingung fiir die 
Aquivalenz zweier gleichartiger Matrices ist zwar notwendig, aber 
nicht himreichend. Gegeniiber zuweit gehenden Behauptungen in 
dieser Hinsicht scheint es angebracht, an einem Beispiel zu 
zeigen, daB trotz der Glcichheit der Elementartciler eine Matrix 
nicht Vielfaches ciner anderen zu sein braucht. — 

Sei D die Matrix 


! 0192 0 | 
ie 4 Oaec lap] 
und F' die Matrix 
oO. 
0 Q2 IP 


fir F und D sind, falls 0, und 0, unabhingige Variable be-- 
deuten und $2 der Bereich aller Zahlen ist, die zusammen- 
gesetzten Elementarteiler E, = 1, EH, = 9,0, gleich. Ange- 
nommen F' sei Vielfaches yon D, nimlich F = RDQ, wobei die 
Elemente r,, und q;, der zwei Matrices R und Q ganze Funk- 
tionen der zwei Variablen @,, 0, sind. Aus |D|=|#'| folgt 


|R|-}Q@|=1. Da das Produkt zweier ganzer Funktionen nur 
dann gleich 1 ist, falls sie Konstante sind, mu8 | Rj = Konst., 
|Q| = =~ sein. Mithin existiert P= Q~', und die Elemente p,, 


von P ond ae |Q|—*= Konst. ganze Funktionen von @, und 9, 
Die symbolische Gleichung FP = RD ergibt die vier gewéhn- 
lichen Gleichungen: 


OpPiy = 7110102) 01 P12 = "129 OoPer = 19101021 OoPaa = "22° 
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| 117 t2 | T11 O01 P12 
jaa] eal 
"1729 | To1 02 Poe 


Diese Determinante verschwindet fiir 9,—o9,—=—90. Sie soll 


aber unabhingig von.g,, g, einen von Null verschiedenen kon- 
stanten Wert besitzen. Mithin ist die Annahme, da8 F’ Viel- 
faches von D ist, widerlegt.’) 

Beschrinkt man aber die Elemente d,, und f,, der zwei Matrices 
D und F darauf, ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer einzigen 
Variablen 9 mit Koeffizienten aus SX za sein, so sind die in den 
Satzen VI und VII ausgesprochenen Bedingungen auch ausreichend. 
Im folgenden wird stets ausnahmslos vorausgesetzt, daB wir es 
mit Matrices, deren Elemente ganzzahlig oder ganze Funktionen 
emer einzigen Variablen 9 mit Koeffizienten aus 82 sind, zu tun 
haben. Wir formulieren . 

Lehrsatz VI’; Eine Matrix F, deren Elemente ganze Zahlen 
oder ganze Funktionen einer einzigen Variablen o nut Koeffizienten 
aus $2 sind, ist dann und nur dann Vielfaches cimer gleichartigen 
Matrix D, wenn ihre zusammengesetzten Elementarteiler E,, Viel- 


fache der entsprechenden Elementarteiler E, von D sind, also 


E', = 9,E,, wobei y, ganze Gripen (also ganze Zahlen oder ganze 


Funktionen einer einzigen Variablen) einschlieflich Null sind. 


1) Das obige Beispiel la8t sich auch auf folgende Weise be- 
handeln: Wiirde D Vielfaches von F' sein, so miiBte dies auch noch 
statthaben, wenn man die zwei unabhingigen Variablen o, und oe, 
gleichsetzt. Sind 4, und D, die sich aus #' und D fiir 0, =, er- 
geberden Matrices, so hat 
] 
(7 __ || @1 0 | 
ee | 0 @, | 


die Elementarteiler HL, ='0,, EH, =o, hingegen besitat 


e? 0") 
Dy -| 0 ii 
die Elementarteiler ZH, = 1, hk, =o,. Da der Elementarteiler EK, —1 
von D, nicht Vielfaches des Elementarteilers H, = e, von F, ist, kann 
nach Satz V1 D, nicht Vielfaches von F,, also D nicht Vielfaches 
von F' sein. Da bei Funktionen von zwei oder mehr Variablen die 
in den Satzen VI und VII ausgesprochenen Bedingungen nicht aus- 
reichen, hat seinen Grund darin, daf bei Funktionen von zwei und 
mehr Variablen der grifte gemeinsame Teiler nicht alles den Funk- 
tionen ,,Gemeinsame erschopft. 


oe 


{So BP ret eis 


eg i a ye ; ¢ < 
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Lehrsatz VII ’: Die notwendige und zugleich hinreichende Be- 

dingung fiir die Aquivalenz zweier gleichartiger Matrices mit Ele- 
menten, die ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer ecinzigen 
- Variablen mit Koeffizienten aus 82 sind, laBt sich in folgende drei 
gleichwertige Formen einkleiden: Ubereinstimmung in den Deter- 
minantenteitlern oder in den zusammengesetzten Elementaricilern 
oder im Rang und den einfachen Elementarteilern. 


Hat die Determinante einer Matrix oder linearen homogenen 
Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten den Wert + 1, 
so heiBt die Matrix oder Substitution wnimodular. Hat man 
Matrices oder Substitutionen, deren Koeffizienten ganze Funk- 
tionen einer Variablen @ Sind, so bezeichnet man diejenigen von 
ihnen, deren Determinanten von @ unabhingig und von Null 
verschieden sind, als unimodular. Man beweist, daf fiir zwei 
mach Sate VII’ dquivalente Matrices D und F mit gleichartigen 
Koeffizienten in der symbolischen Gleichung F = RDQ, wobei R 
und Q Koeffizienten derselben Art wie EF’ und D haben, die 
Matrices R und Q stets unimodular wahlbar sind; fir uni- 
modulare Systeme R und Q existieren R-1 und Q-+ und sind 
ebenfalls unimodular. Es wird D = R-1FQ-?. 

Ubertragt man (zu vgl. § 6) im Falle von Matrices mit 
ganzzahligen Hlementen diese Sitze in die Sprache der Theorie 
der bilinearen Formen, so erhélt man die Theoreme: 

Lehrsatz VIII: Zwei bilineare Formen mit ganzzahligen Ko- 
effizienten sind damn und nur dann dquivalent in dem Sinn, dag 
sie gégenseitig durch ganzzahlige (im allgemeinen nicht kogrediente) 
Substitutionen imeinander transformierbar sind, wenn die ent- 
sprechenden zusammengesetzten Elementarteiler der Matrices der 
Koeffizienten’ der beiden Formen gleich sind. Fir die zusammen- 
gesetzten Elementarteiler kann man auch die Determinantenteiler 
oder den Rang und die einfachen Elementarteiler treten lassen. 
Im Falle der Aquivalenz kinnen die zwei bilinearen Formen stets 
auch ganzzahlig unimodular ineinander tibergefiihrt werden. Die 
Aquivalenz lift sich: auf rationalem Wege (durch Aufsuchung 
grépter gemeimsamer Teiler) entscheiden, und die tiberfihrenden 
unimodularen Substitutionen lassen sich rational ermitteln. 

Hieraus folgt Lehrsatz IX: Hine gegebene bilineare Form 
mit ganzzahligen Koeffizienten, bei der die aus den Koeffizienten 
gebildete Matrix die zusammengesetaten, nichtverschwindenden Ele- 
mentarteiler 

Toy 5, Lig gos 5 Ee 
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hat, lift sich durch ganzzallige, unimodulare (im allgemeimen 
nicht kogrediente) Substitutionen fiir die zwei Variablenrethen in 


Ey yyy’ + Ey 9 yo! + +--+ + Ey yy 
transformieren. 

Die Siitze VIL und IX bleiben wnverdndert giiltig, wenn 
man tiberall anstatt der ganzzahligen Koeffizienten ganze Funk- 
tioner in einem beliebigen Rationalitdtsbereich 8S einer eimzigen 
Variablen 9 voraussetzt. 


Also: 
D = 5 S42 4: 
und a a 
F = 5 Shaan 


seien zwei bilineare Formen, deren Koeffizienten ganze Funk- . 
tionen beliebigen Grades einer einzigen Variablen 9 sind. Die 
Faktoren der einzelnen Potenzen von @ in den ganzen Funk- 
tionen d,, und f;, sollen einem Rationalitaétsbereich $2 angehéren. 
Die zwei bilinearen Formen heifen dquivalent, wenn sie durch 
Substitutionen ineinander iiberfiihrbar sind, deren Koeffizienten 
ganze Funktionen von o sind Zwei bilineare Formen der eben 
beschriebenen Art sind dann und nur dann dquivalent, wenn 
sie die gleichen zusammengesetzten Elementarteiler haben. Zwei 
solche aquivalente bilineare Formen lassen sich auch stets durch 
Substitutionen ineinander tiberfiihren, deren Koeffizienten ganze 
Funktionen in §2 der einen Variablen 9 sind und deren Deter- 
minanten einen von @ unabhingigen konstanten Wert haben. 

Setzt man die Elemente von D und F nicht als beliebige, 
sondern als lineare Funktionen des Parameters @ voraus, so 
kann man die Resultate noch verschirfen und ist bei dem 
Weierstra8schen Standpunkt, von dem wir zu Beginn des 
Paragraphen sprachen, angelangt. Die Elemente d,;, von D seien 
von der Form 


diy = a, + 0b,, (¢,% =1, 2,..., ) 
und die Elemente f,, der dquivalenten Matrix #’ von der Form 
fie = 9x + Olix (,#=1,8,..., 2). 


Die GréBen a;,, b,,, 9;, und h,, bedeuten beliebige Konstanten 
aus dem Retionalitiitsbereich 2. Man beweist, da8, wenn die 


et SR . . : 
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zwei Determinanten [b,,| und |h,,| nicht verschwinden, in der 
Gleichung F = RDQ die Systeme R und Q so gewablt werden 
kénnen, daB nicht nur ihre Determinanten, sondern auch ihre 
einzelnen Elemente von dem Parameter 9 unabhiingig sind. 

Lehrsatz X: Stimmen die zwei bilinearen Formen A+ 0B und 
G + oH, bei denen die Determinanten | B| und | H| nicht ver- 
schwinden, in den zusammengesetzten Elementarteilern (oder den 
Determinantenteilern oder den einfachen Elementarteilern) tiberein, 

80 kann man sie durch Substitutionen incinander transformicren, 
dertn Koeffizienten vom Parameter 9 unabhdngig sind. 

Um Satz X von der Voraussetzung des Nichtverschwindens 
der zwei Determinanten |b,,| und |/,,| zu befreien, empfiehlt 
es sich, zur homogenen Betrachtung tiberzugehen. 

Sind 9, und g, epee GréBen, so heiBt 


avs v 


34+ oeB= Sea spt 090;,) U,Yy 


i 
a 


eine Schar bilinearer Formen (Kronecker (1868), Ges. Werke 
1, 166). A und B heifen die Grundformen der Schar (0, = 1, 
0, =o liefert den friiher behandelten unhomogenen Fall A + 0B). 
Wir setzen wieder D=o0,A-+ 0,B. Verschwindet die Deter- 
minante der Schar identisch, d. h. ist sie fiir jedes Wertepaar 9, 
und eg, Nuli, so heiBt die Schar simguldr, im anderen Fall 
ordindr. ine singulére Schar ist dadurch charakterisiert, daB 
der Rang / von D kleiner als » ist; bei einer ordiniren Schar 
ist 1 = n. 

- Um noch engeren Anschlu8 an Weierstra8 zu gewinnen, 
lassen wir $2 mit dem griBten aller méglichen Rationalitits- 
bereiche zusammenfallen, d.h. S2 bedeutet die Gesamthcit aller 
Zahlen. Die Elemente a,,, 0;,, f;, und g,, der Matrices A, B, F’ 
und G sollen also jetzt beliebige Konstanten sein. 

Da in Weierstra8’ klassischen Untersuchungen die ein- 
fachen Elementarteiler, mit denen er allein operiert, direkt ein- 
gefihrt werden, soll dies auch noch geschehen: Ist / der Rang 
der Matrix D = 0, A + 9B, so sei o eine ganze Zahl,-die <1 
ist. WeierstraB selbst behandelt nur den Fall 1 =, d. h. die 
Determinante |D| verschwindet nicht fir alle Werte 07 Oa» 
Da 2 der Bereich aller Zahlen ist, werden die irreduziblen 
Funktionen p lineare Funktionen von 0, und g,. Wir setzen 
p=ao,+ be, und verstehen unter h, den Exponenten der 
héchsten Potenz, mit dem die lineare, homogene ganze Funktion p 


=~ = se 


BS aan aa Sat 
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in allen Unterdeterminanten D, o" Grades von D enthalten ist. 
Ist 7, der grdBte gemeinsame Teiler saimtlicher Unterdeter- 
minanten 6" Grades D,, so hat der Determinantenteiler 7, die 
Funktion p genau in der h,*" Potenz zum Faktor. Samtliche 
Unterdeterminanten D, sind durch ps teilbar, einige von ihnen 
kénnen auch eine hdhere Potenz von yp zum Faktor haben, — 
wenigstens eine Unterdeterminante D, muf entsprechend der 
Definition der Zahl h, die Funktion p genau in der Potenz h, ent- 
halten. Eine solche D,, die genau durch die /,,° Potenz von p 
teilbar ist, heiBt nach Frobenius (Uber die Elementarteiler 
der Determinanten, Sitzungsb. d..Berl. Akad. (1894), 32) eine 
in bezug auf p reguldre D,. 

Die Zahlen h, sind ganze positive Zahlen oder Null. Fir 
sie beweist man die Ungleichung h,,, >h,, und, wenn h, = 0 
ist, so ist h,_, =h,_g =--+: = 0. 

Wir setzen: 


Hieraus folgt 
hg = ty Op ee ep. 


In 7, tritt folglich po = p’s « p’c-1- p’s-2--- pi 
(€, = Cg_1 = &y 2°» = &) (Cayleysche Ungleichung, siehe S. 104) 


als Faktor auf. Jeder einzelne der mit einem von Null ver- 
schiedenen Exponenten versehenen Faktoren 


Tae ry athe aoa a een Se 
po, po-t, pro-2,..., pl, 


in die p’o zerlegt wurde, ist ein Weierstrafscher oder cinfacher 
Elementarteiler. Hiermit-sind die einfachen Elementarteiler unter 
Umgehung der zusammengesetzten definiert. Die Basen der 
Weierstra8schen Elementarteiler findet man, indem man T, als 
Produkt von linearen homogenen Funktionen der Variablen On 
und g, und eines von diesen Verinderlichen unabhingigen kon- 
stanten Faktors darstellt. 


Der WeierstraBsche Fundamentalsatz lautet: 


. 3 
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Lehrsatz XI: Zwei Scharen bilinewrer Formen, deren Deter- 
minanten nicht verschwinden, sind dann und nur dann dquivalent 
(d. h. durch von den Parametern unabhdngige, lineare homogene 
Substitutionen mit nichtverschwindenden Determinanten gegenseitig 
meinander transformierbar), wenn die Determinanten der beiden 
Scharen in thren Elementarteilern sibereinstimmen (WeierstraB 
(1868), Ges. Werke 2, 21). 

Statt die einfachen Elementarteiler zu verwenden, wie es 
Weierstra8 tut, kann man sich auch im Satze XI als Kriterium 
fiir die Aquivalenz gleichwertig der Ubereinstimmung in den 
zusammengesetzten Elementarteilern # oder in den Determinanten- 
teilern T bedienen. Die letzten beiden sind als griéBte gemein- 
same Teiler rational zu finden, wihrend die Bestimmung der 
einfachen Elementarteiler der Schar 0,A + 0,B die Zerfillung 
einer Gleichung in lineare Faktoren, also irrationale Operationen, 
erfordert. Ubcr die Aquivalenz zweier ordindrer Scharen bilinearer 
Formen kann also auf rationalem Wege entschicden werden; auch 
die Substitutionen, die eme Schar in die andere diberfiihren, sind 
rational bestimmbar. 

Weierstra8B geht bei seinem Beweisverfahren durch das 
Trrationale hindurch. .Er transformiert die Formenschar auf 
eine Normalform, die von den einfachen Elementarteilern ab- 
hingt. Man kann stets eine ordindre Schar bilinearer Form 
mit vorgegebenen Elementarteilern konstruieren. Dies ergibt sich 
auch aus der weiter unten angegebenen Normalform einer 
linearen homogenen Substitution. Frobenius (Journ. f. Math. 
86, 146 (1879)) hat zuerst den Weierstra8schen Fundamental- 
satz XI nur mit Hilfe durchaus rationaler Operationen  be- 
wiesen (vgl. auch Landsberg, Journ. f. Math. 116, 331 (1896)). 
Uber die an den Weierstra8schen Fundamentalsatz ankniipfende 
Literatur vgl. man Muth, Theorie und Anwendung der Elementar- 
teiler, S. 60. Wir heben hier nur die Arbeit von Stickelberger, 
Journ. f. Math. 86, 20 (1879), hervor. 

Aus dem Weierstra8schen Fundamentalsatz XI folgt: 

Damit es méglich sei, die Formenschar: 

t=n k=n 

> > (01%: + 0205) HY 

==) 
von nichtverschwindender Determinante durch eine lineare homo- 
gene Substitution fiir 2,5 %_, +++, L, von nichtverschwindender 
Determinante und eine andere fiir Yy, Yor +++» Y_ von ebenfalls 
nichtverschwindender Determinante in die Normalform: 

Pascal, Repertorium, I. 2. Aufl. 8 


ans 
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Q4 (a, ayy" + Ag Wy! Yo as aaa a a, nn) se 

05 (b 24 yy" + dy Wy’ Yo" +e + Ua, ) 
zu transformieren, ist notwendig und himreichend, dap de 
Determinante | 0,4,, + 096;,| mur Elementarteiler mit den Ex- 
ponenten 1 besitzt, d. h. jeder Teiler ag, + bo, der Determinante 
| 0,4;, + 096,,|, der im thr s > 1mal enthalten ist, auch Teiler 
aller threr n — 1%", n — 2%", bis n — s + 1%" Unterdeterminanten 
ist (Weierstra8, a. a. O., 8. 37). 

Die Aquivalenz mee singuldrer Scharen bilinearer Formen 
hat Kronecker (Algebraische Reduktion der Scharen bilinearer 
Formen, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1890), 1225) erledigt. Wir 
geben das Resultat ohne Bentitzung alles Voraufgegangenen, 
indem wir hierbei auch noch die Aquivalenz ordinarer Scharen 
mittels der Determinantenteiler besonders hervorheben: 


Sei: EA et 
= Bet => (014, + 0s b;x) Ue Yy 


t=1 k=1 


cine Schar bilinearer Formen (bei der auch infolge verschwin- 


dender Koeffizienten die Anzahl beider Reihen von Verinderlichen 
verschieden sein kann). JZ’, bedeutet den gripten gemeinsamen 
Teiler aller Unterdeterminanten oo” Grades (6 = 1, 2,...). 
Verschwindet die Determinante der Schar nicht, so-sind alle 
diejenigen Scharen und auch nur. diejenigen mit D dquivalent, 
die mit D in den so ermittelten T, iibereinstimmen (andere 
Formulierung des WeierstraBschen Satzes XI). Verschwindet 
die Determinante von D fiir alle Werte von 0, und Q, so 
ist die obige Bedingung nicht ausreichend. Sei 1 der Rang 
der Determinante von D, so bestehen zwischen den partiellen 
Ableitungen von 9,A + 0,B mach den n Variablen x; und 
den n Variablen y; genau zweimal n — 1 linear unabhdngige Re- 
lationen, deren Koeffizienten homogene Funktionen von 0, und 0, 
smd. Denkt man sich ein vollstdndiges System von 2n — 21 
solchen Relationen von méglichst niedrigem Grade in @1> Q2 ge- 
wihlt, so std alle auger in den Gripen T, noch in diesen 
Minimalgradzahlen ty mit D tbereinstimmenden Scharen und auch 
mur diese mit unserer Schar D dquivalent (Kronecker). 
Charakteristische Kriterien fiir die Aquivalenz zweier singu- 
larer Scharen sind nattirlich auch die Ubereinstimmung in den 


», Die Bezeichnung stammt von Muth, Theorie der Elementar- 
teiler, S. 108. 


ye’ “ = ={ a ek) Oe 
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Minimalgradzahlen und den einfachen Elementarteilern oder in 
den Minimalgradzahlen und den zusammengesetzten Elementar- 
teilern. Sowohl das oben ausfiihrlich gegebene Theorem als 
auch die letzte Bedingung gestatten tiber die Aquivalenz zweier 
singulirer Scharen rational, nimlich durch Aufsuchen gré8ter 
gemeinsamer Teiler, eine Entscheidung zu fallen. Auch die 
tiberfihrenden Substiiutionen sind rational 2u finden. — Fir ge- 
gebenes » kann man stets eine singulire Formenschar vor 
n Variablenpaaren konstruieren, welche die vorgeschriebenen 
Minimalgradzahlen und Elementartéiler besitzt. 

Gehdren die Koeffizienten der Grundformen A und B der 
Schar 0,4 + 0,B einem Rationalititsbereiche $2 an und sind 
die Koeftizienten der Grundformen der aquivalenten Schar eben- 
falls nur Zahlen aus dem namlichen Bereich 82, so kann man 
auch die Koeffizienten der die zwei Scharen ineinander tiber- 
fiihrenden Substitutionen aus dem Rationalititsbereich 2 wiahlen. 
Will man nur im Rationalititsbereich 9 operieren, so hat man 
als Basen einfacher Elementarteiler der Matrix 


lor @ix + 2 Bie | (1, k =1, 2, «+ 2) 


anstatt der linearen homogenen Funktionen @o, + bo, solche 
homogene Funktionen der zwei Variablen 0,, 9, mit Koeffizienten 
aus S2 zu verwenden, die beztiglich des Rationalititsbereiches 52 
irreduzibel sind. 

Die Untersuchung einer ganzzahligen Matrix, also die rein 
zahlentheoretische Behandlung unseres Gegenstandes, mit der 
unsere Darstellung anhebt, verdankt man Henry J. St. Smith 
(1861). WeierstraB’ Ausgangspunkt und ausschlieBlicher Gegen- 
stand der Untersuchung ist eine ordinire Schar bilinearer Formen, 
fiir die er als charakteristisches Kennzeichen der Aquivalenz die 
einfachen Elementarteiler ersonnen hat. Inwieweit die Prioritit 
der Entdeckung der Elementarteiler far Sylvester (1851) (Coll. 
math. papers 1, 219) in Anspruch genommen werden kann, 
vgl. man bei Noether, Math. Ann. 50,137. Durch Sylvester 
angeregt, fand Cayley die oben erwahnte Ungleichung. Die 
Briicke hed den Untersuchungen von Smith und Weier- 
straB hat Frobenius geschlagen (Journ. f. Math. 86, 146 
(1879), 88, 96 (1880), Siteungsd. d. Berl. Akad. (1894), 31). Er 
hat die groBe Allgemeinheit des Begriffes ,,Elementarteiler“ ge- 
zeigt; ihm verdankt man auch den fiir die ganze Theorie funda- 
mentalen Satz IV, der ftir Matrices mit Elementen, die ganze 
Zahlen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Variablen 

8* 


116 Kapitel Il. Kombinatorik, Determinanten nnd Matrices. 


mit beliebigen konstanten Koeffizienten oder GréBen aus einem 
Rationalitatsbereich §2 sind, gilt. Die Untersuchung der singu- 
laren Scharen bilinearer Formen hat Kronecker wahrend mehr 
als zwanzig Jahren beschaftigt, bis er zu dem oben angegebenen 
abschlieBenden Resultate gelangte. 

Der Begriff ,, Elementarteiler“ ist im voraufgehenden immer nur 
bei ganzen Zahlen oder bei ganzen Funktionen verwendet worden. 
Er 148t sich auch auf gebrochene GréBen ausdehnen. Vgl. Hensel, 
Journ. f. Math. 115, 259 (1895), sowie seine Bearbeitung der 
Kroneckerschen Vorlesungen tiber Determinanten, Vorl. 21. 

Von Lehrbiichern sind vor allem Muth, Theorie der 
Elementarteiler, dann die eben zitierte Vorlesung von Kronecker 
und fiir die zahlentheoretischen Fragen Bachmann, Die Arith- 
metik der quadratischen Formen, Leipzig 1898, 8. 288, zu nennen. 

Am Schlusse des § 6 wiesen wir darauf hin, daB zwei 
beliebige bilineare Formen gleichen Ranges nicht stets kogredient 
ineinander transformierbar sind. Fiir die kogrediente Trans- 
formation zweier bilinearer Formen gilt der Satz von Kronecker 
(Monatsb. d. Berl. Akad. (1874), Ges. Werke 1, 423): i 

Damit zwei einzelne bilineare Formen A und B durch ko- 
grediente Substitutionen ineinander transformiert werden kénnen, 
ist notwendig und hinreichend, daB die zwei Scharen 0, A+ 0,4 
und o,B + eB’ dquivalent sind; A’ und B’ sind die zu A und B 
transponierten Formen (vgl. den einfachen Beweis von Frobenius, 
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 14). 


Zwei beliebige bilineare Formen, lineare homogene Sub- — 
stitutionen oder Matrices sind nicht dhmlich (vgl. 8. 84). Uber 
die Ahnlichkeit zweier Systeme geben wir noch folgendes: 

Zwei Substitutionen sind dann und nur dann dhnlich, wenn 
thre charakteristischen Funktionen die ndémlichen Elementarteiler 
haben (WeierstraB, Ges. Werke 2, 21 u. 22). 

Die charakteristische Funktion |eH;, —C,|, wobei E, die 
Einheitsmatrix e,°" Grades und C, die Matrix 


5 0 ODS, Erato os 0 |i 
NER Serr 8 0) 
OvlG, .. eee. 0 || (e, Zeilen und 
0. OV cies ae 0 || & Kolonnen) 
0° 00502 Were 
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oder die lineare homogene Substitution 
Yar = irr Yin = Ley + 291 Vig = Lig + 6%, -- + 
Yie; ay aR ope =F GX ie, 


ist, hat den einzigen LElementarteiler (9 — c,); die Deter- 
minante |C,| kann hierbei von Null verschieden sein oder auch 
verschwinden. 

Jede lineare homogene Substitution oder Matria C, deren 
charakteristische Funktion | 9 E — C| die Elementarteiler (9 — ¢,)*, 
(9 — &)*, --., (0 — ¢)% besitat, ist der zerlegbaren Substitution 


oder Matrix C,+ C,+C,;+---+C, (vgl. S. 92) dhnlich; 
C, @=1,2,..,7) hat die obige Bedeutung. . Diese Normalform wird 
nur durch die Elementarteiler von |9H — C| bestimmt. Uber 
die Verwertung dieser Normalform in der Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen vgl. etwa C. Jordan, Cours 
danalyse, Paris 1896, 3,173, J. Horn, Gewihnliche Differential- 
gleichungen, Samml. Schubert 50, Leipzig 1905, 8S. 68, L. Schle- 
singer, Vorl. iiber die Theorie der linearen Differentialgleichungen, 
Leipzig 1908, 8. Vorl. 

Auch wenn die Substitution C Koeffizienten aus einem 
endlichen Kérper mit p* GréBen, dem sogenannten GF'[p’], 
hat (vgl. Kap. Ill, § 1), kann man fir C Normalformen von 
der Art der obigen aufstellen. Vgl. C. Jordan, Traité des sub- 
stitutions et des équations alg¢ébriques, Paris 1870, 8. 114—126, 
Frobenius, Journ. f. Math. 86, 207 (1879), L. E. Dickson, 
Linear groups, Teubners Sammi. 6, Leipzig 1901, 8. 221. Auch 
hier hangen die Normalformen mit dem Begriff ,,Elementar- 
teiler“‘ zusammen; denn dieser ist auch noch anwendbar, wenn 
der Rationalititsbereich $2 nicht mehr unendlich viele, sondern 
nur eine endliche Anzahl yon Konstanten enthilt, namlich das 
GF [p*] ist. 

Ist die Determinante |C| einer linearen homogenen Sub- 
stitution nicht gleich Null, so sind fir *=-+1,+2,+3,... 
(o — 4), (@ — a), «+» (9 — Gt) 
die Elementarteiler der charakteristischen Funktion der Potenz C*. 
Da die Elementarteilerexponenten ¢,, ¢,..., €, fiir alle Potenzen 
von C die namlichen sind, lassen sich diese Exponenten auch 
durch das Studium der von C und seinen positiven wie negativen 
Potenzen erzeugten zyklischen Gruppe gewinnen. J. Wirth, Frei- 

burger Diss. (1906). 
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§ 9. Die quadratischen und Hermiteschen Formen. 
Die alternierenden bilinearen Formen. 


Eine symmetrische bilineare Form 


i= h=H 
A= PAT (G4 = %,) 
(ea Dol ep b 
wird zur quadratischen Form: 
17 ki 8 
f= SD 4,.4,% (a;, = %;), 
t=15h=2h 


wenn man die zwei Variablenreihen 2, und y, gleichsetzt. 
Die zu der quadratischen Form 


s= k=? ~ 
f= > ah Uy (4; = %;) 


t=1 F=f 


zugehérige symmetrische bilineare Form: 


eed: a a 
AmFligetngat +5) 


heiBt die Polarform von f. Zu der quadratischen Form f ge- 
hért die symmetrische Matrix 


A=|a, (i,k = 1,2, -.., 2) 
mit den Elementen a,, = a,;- 
Die Determinante von A: 
|A| = |a,,| (i,k =1,2, ..:, n) 
heiBt die Determinante oder die Diskriminante der quadratischen 
Form; 2|A| ist die Hessesche Determinamte von f (vgl. § 15). 
Ist A= 0, so ist f eine ordindre, sonst eine singulire 
quadratische Form. 
Die quadratische Form: 


Uy. Big See Oy Me 
ti=nk=n G24 Agg -++ Agn Us 
Pad SD 4uum=—| i 2 8 ih, 
ny Ang >> Onn U_ 
Uy, Uy ...U, O 


bei der A,, die algebraischen Adjungierten der Elemente a,, in 
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der Determinante |A| sind, heiBt die zu f adjungierte quadra- 
tische Form (GauB, Disquisitiones arithmeticae, Artikel 267, 
Ges. Werke 1, 301, hat fir — F die Bezeichnung ,forma ad- 
juncta“). 

Ist |A|=0, so ist die adjungierte Form F das volle 
Quadrat einer linearen Form. Ist der Rang der Determinante | A | 
kleiner als n — 1, so verschwindet F' identisch. 

Fur jede quadratische Form f besteht die Relation: 


Agi Aig: Ain % 
pAg Asa ten Ag tit, 
LA ee A ee 


Fp Natl Sart eer] 


Fiihrt die lineare homogene Substitution P: 


be Hl; = Dj %y + Big ty +> + Pin Zn (=1,%,..5n), 
die quadratische Form = So ,%;%, im die quadratische Form 


b,,%, ©, tiber, so gehen die Polarformen der zwei quadra- 
f=1k=1 
tischen Formen durch P und eine zu P kogrediente Substitution in- 
einander tiber. Es besteht die symbolische Gleichung B = P’AP, 
wobei P’ die zu P transponierte Matrix ist. 

Hieraus folgt: Die Determinante |B| ist gleich |P\?-|A|. 

Ferner ergibt sich: 

Zwei quadratische Formen kinnen dann und nur dann durch 
eime lineare homogene Substitution von nichtverschwindender Deter- 
minante ineinander tibergefiihrt werden, wenn sie gleichen Rang t 
besitzen. Insbesondere kann jede quadratische Form vom Range | 
in die Normalform 


193 72 72 
Ay" + Ag hy" + -+* + a,%,%, 


wobei A,, My, .--+, a, lauter nichtverschwindende, sonst beliebige 
GréBen sind, transformiert werden. 

Das Problem der Reduktion einer quadratischen Form auf 
eine lineare Kombination von Quadraten ist tiberall in Geometrie 
und Mechanik, wo quadratische Formen auftreten, von gréBter 
Bedeutung. Ein allgemein giiltiges, besonders einfaches Ver- 
fahren, jede beliebige quadratische Form in eine Summe von 
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Quadraten umzuwandeln, besteht in einer sukzessiven Abtrennung 
von 1 oder 2 Quadraten (Baltzer, Determinanten, 5. Aufl, 
S. 175, J. A. Serret, Algebra, deutsche Ausg. von Wertheim, 
Leipzig 1878, S. 350). Diese Methode kniipft an Lagrange 
(Guvres 1, 7, Recherches sur la méthode de maximis et minimis 
(1759)) an end wird daher auch als ,Lagrangesche Trans- 
formation’ (Gundelfinger, Journ. f. Math. 91, 221 (1881), 
ebenda 127, 86 (1904)) bezeichnet. 

Man ie die Variablen einer beliebigen quadratischen 
Form 


vom Range / stets in einer solchen Reihenfolge mit 
: La.) he) og vo, 
bezeichnen, daB 

L, =) or dgia Moo -= baa, 
von Null verschieden ist und in der Kette der Hauptunter- 
determinanten: 


oe? 
Fes agen Ne ty, 
ty dh Dee te ey aoe =a : 
Oreaet Foe tes ES 
as ne = 
nase I, aoa 4G, 0, %a4 oy a 0, On) I, eae 46, a, ? Ty = 4 


nie zwei unmittelbar aufeinanderfolgende gleichzeitig verschwinden 
(vgl. die beim letzten Satz tiber symmetrische Determinanten auf 
S. 63 angefiihrte Literatur). 

Jede quadratische Form 


vom Range 1 kann, falls ihre Variablen solcher Anordnung féhig 
ae dap keine der Gropen I,, Ty, ..., I, verschwindet, in der 
‘orm: 


oe 


dargestellt werden.  Hierbet ist 


torr en, 
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owed 
ile 
a Secure! Pee f | 
Oy Oy %1%-1 2 CX, | 
1 a0 
He gan! it ve a, a; mY a i 
X=) ; 1 ee: Aes | (a = 2,3,...,2). 
a Sod Esa 
Gas Te %q —1 2 Onn, 
Ine Funktion X, enthalt keine der « —1Variablenx, ,%,.,-.-;%, 
1 2 a@-i1 


Diese Transformation bezeichnet man als Jacobische Trans- 
formation der quadratischen Form (Jacobi, Journ. f. Math. 
53, 265 (1857), Ges. Werke 3, 583, hat diese Transformation 
allgemein fiir bilineare -Formen aufgestellt). 

Im Gegensatz zu der an Lagranges Namen ankniipfenden 
Methode, die ausnahmslos bei jeder quadratischen Form ange- 
wendet werden kann, involviert die Jacobische Transformation 
eine Annahme. Sie setzt voraus, die Variablen der quadratischen 
Form f lassen sich wenigstens auf eine Weise so anordnen, 
daB jede der Determinanten I, I,_,,..., I, I von Null ver- 
schieden ist. Die Jacobische Transformation versagt z. B. schon 
bei quadratischen Formen f, deren Hauptelemente @,,, @g9,---) Ann 
simtlich verschwinden. Ist bei einer quadratischen Form die 
Jacobische Transformation anwendbar, so ist sie im Effekt mit 
Lagranges Reduktionsmethode identisch. Auch GauB (Ges. 
Werke 4, 37, 6, 20, 7a, 248) hat sich bei seinen astronomischen 
Untersuchungen der Jacobischen Transformation fiir quadra- 
tische Formen bedient. Ihre Ausdehnung auf bilineare Formen 
wie die explizite Darstellung der X, durch die x, ist Jacobis 
bleibendes Verdienst. 


Eine quadratische Form kann auf unendlich viele Arten 
in eine Summe von Quadraten transformiert werden. Hat die 
gegebene Form reelle Koeffizienten und soll die auf die Variablen 
auszufihrende Substitution gleichfalls reell sein, so gilt das von 
Sylvester (Phil. Mag. (1852), 142, Phil. Trans. (1853), 481, 
Coll. math. papers 1, 380 u. 511) gefundene und yon ihm 
sogenannte Trdgheitsgesctz der reellen quadratischen Formen: 
Auf welche Weise auch immer eine beliebige quadratische Form 
mit reellen Koeffizienten durch eine reelle lineare homogene Sub- 
stitution von nichtverschwindender Determinante in die Normalform 


2 ose ce Mee earn pith Hig iemet get 
ay + a," + + %, co Ee eae ty 
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transformiert wird, stets haben auBer dem Range 1 die Anzahl h 
der Quadrate mit positiven Vorzeichen und folglich auch die An- 
zgahl 1—h der Quadrate mit negativen Vorzeichen dieselben un- 
verdinderlichen Werte. 

Das Tragheitsgesetz war bereits Riemann aus GauB’ 
Vorlesungen iiber die Methode der kleinsten Quadrate,. die 
Riemann wahrscheinlich 1846/47 horte, bekannt (Riemanns 
Ges. Werke, Nachtrige, herausg. von M. Noether u. W. Wirtinger, 
Leipzig 1902, S. 59). Auch Jacobi war seit 1847, also vor 
Sylvesters Publikation, auf das Tragheitsgesetz gekommen, vgl. 
den posthumen Aufsatz von Jacobi, Journ. f. Math. 53, 275 
(1857), Ges. Werke 3, 591, sowie den unmittelbar voraufgehend — 
abgedruckten Aufsatz von Hermite (Cwres 1, 429) und die 
an diese Aufsitze ankniipfenden Bemerkungen von Borchardt 
(Ges. Werke, S. 469). 

Die Zahl h kann durch irgendeine reelle Transformation 
der reellen quadratischen Form in eine Summe von Quadraten — 
gefunden werden. Hine Bestimmung der Zahl h kann auf 
folgende Weise geschehen: Man ordne die Indices der reellen 
quadratischen Form 


= Oyj, UX), 


derartig, da8 nie zwei aufeinanderfolgende der Determinanten 
yy Uiaay Treas +++ Tas Ths To 


gleichzeitig veérschwinden (vgl. oben). Ist T,=0, so haben 
V,_, und I,,, entgegengesetzte Vorzeichen. Die reelle quadra- 
. tische Form 


enthalt dann bei einer reellen Transformation in eine Summe von 
Quadraten genau ebensoviele negative Quadrate (J — h), wie die 
Reihe der angegebenen Determinanten Vorzeichenwechsel aufweist; 
etwa vereinzelt auftretende Nullen sind fortzulassen (Gundel- 
finger, Zusitze zur dritten Auflage von Hesses Vorl. ib. analyt. 
Geometrie d. Raumes, Leipzig 1876, S. 460, Journ. f. Math. 91, 
225 (1881)). 

An Stelle der GréBen I kann man eine allgemeinere, von 
Darboux (Journ. de math. (2) 19, 352 (1874), Gundelfinger, 
Hesses Vorl., 8. 459) stammende Kette von Determinanten zur 


bee 


~~ 
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Bestimmung der Zahl h verwenden; in dieser Kette sind die I’ 
als Spezialfall enthalten. Auf S. 126 findet man noch ein Kri- 
terium von Sylvester zur Bestimmung von h. 

Die Zahl 2h —7 heiBt nach Frobenius, Uber das Trdgheits- 
gesetz der quadratischen Formen, Journ. f. Math. 114, 187 (1895) 
die Signatur der reellen quadratischen Form. Frobenius gibt 
ein Verfahren zur Bestimmung der Signatur einer quadratischen 
Form, falls mehrere aufeinanderfolgende Determinanten I" ver- 
‘schwinden. Diese Methode schrinkt die vorherige Umordnung 
der Indices méglichst ein. 

Die kleinere der zwei Zahlen i und 7 — h heiBt die Charak- 
teristik der reellen quadratischen Form (A. Loewy, Journ. f. 
Math. 122, 53 (1900)). Uber Untersuchungen, die mit der 
Charakteristik der reellen quadratischen Formen zusammenhingen, 
vgl. 8. 127 u. 136. 

Ist die Charakteristik einer reellen quadratischen Form Null, 
so heiBt eme Form von nichtverschwindender Determinante definit, 
von. verschwindender Determinante semidefinit. Alle anderen 
 reellen quadratischen Formen heiBen indefinit (GauB, Disgui- 
sitiones arithmeticae, Art. 271). 

_ Eine definite quadratische Form nimmt nur Werte eines 
und desselben Vorzeichens am, welche reellen Werte man auch den 
Variablen beilegen mag; sie verschwindet nur, wenn man alle 
Variablen Null setzt. Hine semidefinite Form nimmt ebenfalls 
nur Werte eines und desselben Vorzeichens an; sie verschwindet 
aber auch, ohne daB man alle Variablen Null zu setzen braucht. 


Ein wichtiges Problem ist es, zu entscheiden, ob eine Schar 
quadratischer Formen mit beliebigen Koceffizienten: 


nk=n 


Des > (0,445 + 02 b,) U, Uy 
t=1Lk 


=p 
durch eine lineare homogene Substitution P: 
, , t 
U, = Diy %_ + Dig %g +> + DinTn 
von nichtverschwindender Determinante in eine andere Schar 


t=—n k=n 


ee (0, Ii + CL) a; ty 
SH | 


s=1 k= 
transformiert werden kann. Ist dies der Fall, so fiihrt die Sub- 
stitution P die Scharen symmetrischer bilinearer Formen: 
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ee + 02 in) LY, 


und 


De (0; 9:x =H Oa hix) Wy 


als Polarformen kogredient ineinander iiber. Es gilt die sym- 
bolische Gleichung: 


He (0,4 ae 0,B) P= 0G + eH 


Mithin ergibt sich: 

Alle fiix die Transformation der Scharen bilinearer Formen 
(vgl. S. 113 u. 114) gefundenen Bedingungen sind auch fiir die 
Transformation der quadratischen Formen notwendig. Dap sie - 
auch ausreichend sind, ist ein bemerkenswertes Resultat, das fiir 
Scharen von nichtverschwindender Determinante Weierstrap in 
seiner oben (§ 8) mehrfach zitierten Abhandlung aus dem Jahre 1868, 
fiir solche von verschwindender Determinante Kronecker (ab- 
schlieBende Resultate, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1890), 1375, 
(1891), 9 u. 33) gewonnen hat. Man vgl. vor allem Frobenius’ 
fundamentale Arbeit ,,Uber die kogredienten Transformationen der 
biiinearen Formen“, Siteungsb. d. Berl. Akad. (1896), 7, dort 
wird der eigentliche Grund dieser merkwiirdigen Erscheinung 
aufgedeckt. 

Es gilt also der Satz: 

Zwei Scharen quadratischer Formen, deren Determinantcn 
nicht verschwinden, lassen sich dann und nur dann ineinander 
transformieren, wenn thre Determinanten in den Elementarteilern 
tibereimstimmen, bei solchen mit verschwindenden Determinanten 
ist auBerdem noch die Gleichheit der Minimalgradzahlen er- 
forderlich (vgl. hierzu die Darstellung bei Muth, Theorie der 
Elementarteiler, 8. 125). 

Damit sich die Schar quadratischer Formen 


55 (0,4 + by) @; 2} 


von nichtverschwindender Determinante durch eine lineare homo- 
gene Substitution von nichtverschwindender Determinante in die 


Gestalt: : : ; 
01 (M1 04" + 92% Bige ceak ys ee 
+ 05 (hy 01? + hgxy? + +++ +h, x?) 
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_ dbringen lapi, wobei g, und h, mie gleichzeitig verschwinden 
(i =1,2,..., n), ist notwendig und hinreichend, daf die Deter- 
minante |0,4;, + 0,,| nur Elementarteiler mit den Exponenten 1 
besitat (WeierstraB, Ges. Werke 2, 41—42). 

Ist in dem eben besprochenen Fall die Determinante von B 
ungleich Null, so braucht man nur 


Fae way, n/a! ’ 
&y = Vir", hy = Vhei,', w+) & =Vh,o,, 


za setzen, dann erhilt man die quadratische Form: 
g In 
= Th “ith, 237+ see ft ha Bn =e" T We yd bo +, 29° 


und die EHinheitsform: 


B=2z?%74+47+:---+23 
Die GréBen . 


= + (¢=1,2,..., 2) 


t 


sind die Wurzeln der Gleichung 
|9b;, — 4,| =0 (¢,k =1,2,...) 2), 


wie aus der symbolischen Gleichung P’(9 B— A) P=eE—W folgt. 
- Ist die gegebene quadratische Form B die Einheitsform £, 
so folgt: 

Man kann die Schar quadratischer Formen 0,A + @,H 
dann und nur dann in o,W-+ o,f transformieren, falls alle 
Elementarteiler der charakteristischen Funktion |oH — A| die 
Exponenten 1 haben. Die sich ergebende symbolische Glei- 
chung P’P = E besagt (vgl. 8.130), daB die tiberfiihrende Trans- 
formation P orthogonal ist. Mithin hat man das Resultat: 

Eine beliebige quadratische Form kann dann und nur dann 
orthogonal in eine Summe von Quadraten transformiert werden, 
falls alle Elementarteiler der charakteristischen Funktion den Ea- 
ponenten 1 besitzen. 

Die orthogonale Transformation einer quadratischen Form A 
in eine Quadratsumme haben fiir den sogenannten allgemeinen 
Fall, in dem die charakteristische Gleichung von A nur ver- 
schiedene Wurzeln besitzt, bereits Cauchy (Evercices de math. 4, 
(1829), Cewwres (2) 9, 194) und Jacobi (Journ. f. Math. 12, 
1 (1834), Ges. Werke 8,191) zum Gegenstand eingehender Unter- 
suchungen gemacht. 
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Die charakteristische Funktion einer reellen quadratischen 
Form (vgl. die Angaben tiber die Sakulargleichung auf S. 65) 
besitzt ausschlieBlich reelle Wurzeln und Elementarteiler mit 
den Exponenten 1. MHieraus folgt: 

Jede reelle quadratische Form A kann reell orthogonal in 
die reelle quadratische Form wy, 2,2 + Wy 2? +-+-+ w, 2," trams- 
formiert werden; hierbei sind w,, We, ..., w, die reellen Wurzeln 
der Stkulargleichung | A — 0 E| = 0. 

Hat die charakteristische Funktion emer recllen quadratischen 
Form A von nVariablen die 1,fache Wurzel Null, so ist der 
Rang | von A gleich n—1,. Nach dem Trégheitsgesetz ist die — 
fiir A charakteristische Zahl h der positiven Quadrate gleich der 
Anzahl der positiven Wurzeln der Sckulargleichung, die Anzahl 
der negativen Quadrate gleich der Anzahi der negativen Wurzeln. 

Kine Gleichung mit reellen Koeffizienten und lauter reellen 
Wurzeln besitzt genau soviel positive Wurzeln wie die Gleichung 
Zeichenwechsel hat (vgl. Kap. Algebra). Nun ist 


|A— 9 E| = (—1)"-(@"— T,0"-1 + Ty0"—? - -- (—1)"7,). 


Hierbei ist 7,_, die Summe der Hauptunterdeterminanten 


‘ *\A| 
Cy OG, o 28 OG, 52 
wobei 7, i, -.+, 4, jede Kombination der Lk hgaes +” 


us bedeutet. Es ist also 7,=!A}, 7’ 


n—1 

L, = Gy + fgg Tot: ates 

Die Zahl h der positiven Quadrate ist gleich der Anzahl foe 
Vorzeichenfolgen der Determinantensummen T, =1, T,, T,,..., T,,7) 
(Satz von Sylvester, Philos. Maguzine (1859), Coll. math. ana 
1, 380, vgl. Netto, Vorl. tiber Algebra, Leipzig 1896, S. 222, 
H Weclren: Algebra af 311, Heffter, Journ. f. Math. 126, 83 
(1903), Gundelfinger, ebenda 127, 85 (1904)). 

Fir behebige Scharen quadratischer Formen von _nicht- 
verschwindender oder von verschwindender Determinante lABt 
sich stets eine Reduktion auf kanonische oder Normalformen 


| 

Mii 
Secu 
i 


") Abgesehen von den letzten GréBen kénnen in der angegebenen 
Kette nur isolierte 7’ den Wert Null annehmen; die am Ende ver- 
schwindenden Glieder sind fortzulassen, die intermediaér verschwin- 
denden GréBen sind nach Belieben positiv oder negativ zu ziahlen. 
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_ ausfihren, deren Natur durch die Elementarteiler bestimmt wird. 
Zu vgl. Muth, Theorie der Elementarteiler, 8. 124 u. 133. 


Bei einer Schar reeller quadratischer Formen kann man 
aus den Charakteristiken (vgl. S. 123) der in der Schar ent- 
haltenen Formen auf die Elementarteiler schlieBen: 

Ist B eine reelle quadratische Form von nichtverschwindender 
Determinante, so geniigen die Elementarteilerexponenten der Deter- 
minante der Form A -+ oB, falls A eine reelle quadratische 
Form von verschwindender oder nichtverschwindender Determinante 
_ mit der Zahl ¢ als Wert der Charakteristik bcdeutet und o ein 
> reeller variabler Parameter ist, der Ungleichheit: 


f2s+D8($)+D2 (5°). 


Hierbei ist 2s die Swmme der Exponenten aller Elementarteier, 
_ deren Basen fir eimen imagindren Wert des @ verschwinden; 
h durchlauft in der obigen Summe die Exponenten aller Elementar- 
_tedler, deren Basen von einem reellen, von Null verschiedenen 
Wert des 0 annulliert werden, und h’ nimmt die Werte der Ex- 
ponenten aller Elementarteier, die fiir o = 0 verschwinden , an. 
E (3) bedeutet die gripte in *, E(-=) die gropte in "—=* 
enthaltene ganze Zahl. Die Anzahl der fiir e=0 verschwindenden 
Elementarteiler ist gleich n—1, wenn B vom Range n, A vom 
Range 1 ist (A. Loewy, Journ. f. Math. 122, 53 (1900)). 
: Hat A den Rang, dh. |A!+0, so fallt in der Un- 
gileichheit rechter Hand das Glied 


SE ee ,) 


fort (vgl. F. Klein, Bonner Diss. (1868), Math. Ann. 23, 561 
(1884), A. Loewy, ebenda 52, 588 (1899), Gdtt. Nachr. 
(1900), 298). 

Fir q’ =0 und |A|+0 (definite Form) ergibt die Un- 
_gleichheit s = 0, h =1 (Satz von Weierstraf); fir ¢ =0 
und |A|=0 (semidefinite Form) erhilt man s=0, h—=1, 
h' =1 oder 2 (Gundelfinger, Suppl. zu Hesses analyt. 
 Geometrie d. Raumes, 8. 515, Gundelfinger-Dingeldey, Vorles. 
a. d. analyt. Geom. d. Kegelschnitte, Leipzig 1895, 8. 67, vgl. auch 
den bei Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 184 behaadelten 
Fall, daB die Determinante |.A + 0B| identisch verschwindet 
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und A eine semidefinite Form ist). Wir formulieren noch den 
Satz von WeierstraB (Ges. Werke 1, 233, 2, 42, 3, 139), der 
die im § 3 besprochenen Resultate iiber die Sakulargleichung 
als Spezialfall umfaBt: 

Enthdlt eine Schar reeller quadratischer Formen eine definite 
Form, so besitzt die Determinante der Schar ausschlieBlich reelle 
Elementarteiler mit den Eaponenten 1. 

Mit der vreellen Transformation zweier Scharen  reeller 
quadratischer Formen incinander beschiftigt sich Muth, Journ. 
f. Math. 128, 302 (1904). 

AuBer der bereits erwaihnten Literatur sei noch die Mono- 
graphie von Bromwich, Quadratic forms and their classification 
by means of invariant factors, Cambridge tracts (1906) genannt. 


Die voraufgehenden Untersuchungen sind auch auf Hermite- 
sche Formen ausdehnbar. Die Hermitesche Form 


=n hh 
O54, Uj 2X), y 
peak 


bei der a;, und a,; konjugiert imaginar, a,, reelle GréBen sind, 
nimmt fiir konjugiert imaginire Werte x, und x; nur reelle 
Werte an. Sie kann auf unendlich viele Arten durch zwei 
Substitutionen: 


, i? , 
H; = Dy %y + Dighy + * + + Dinky 
und 
= os —?7 — =—7 = ihe . 
KL; = Pi + Diels my go RONDE ose) ofits (@=1,2,..., n), 


wobei p,;, und p,, konjugiert imaginére Gréfen sind und die 
Determinante |p,,| == 0 ist, in die Normalform: 

Bik ch Why AE ee a ee eto 
transformiert werden. 

Ebenso wie fiir reelle quadratische Formen gilt auch fiir 
Hermitesche Formen das Trdgheitsgesctz: Wie auch immer eine 
Hermitesche Form durch konjugiert imagindre Substitutionen in 
die Normalform iibergefiihrt wird, stets haben die zwei Zahlen h 


(Trdghettsindex) und 1 (Rang) dieselben unverdnderlichen Werte — 


(Hermite, Journ. f. Math. 52, 40 (1856), Guvres 1, 397, 
Frobenius, Journ. f. Math. 95, 265 (1883)). 


Ree Ch 
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Die auf S. 127 besprochene Ungleichung 
: es | 
g>s+Dz (5) +D2("=) 


bleibt auch unverdndert giltig, wenn A und B anstatt reeller 


_ quadratischer Formen Hermitesche Formen sind (A. Loewy, Journ. 


_ f. Math. 122, 67 (1900)). Wegen dieser Ungleichung vgl. auch 


Loewy, ase f. Math. 123, 258 (1901), Bromwich, Proc. 


Lond. M. 8. 32, 349 (1900). 


Auch die alternierenden bilinearen Formen sind eingehend 


untersucht worden. Die Determinante einer alternierenden bi- 


linearen Form ist stets von geradem Rang (vgl. 8. 64). Jede 
alternierende bilineare Form, deren Determinante den Rang 2r 
hat, kann durch kogrediente Substitutionen der zwei Variablen- 


-reihen in die Normalform 


? 4 4 , if pe 7 / , ' y, 7: , 
By Yo — UeYy 1 Xs Yg — 2g Yg °° + yy 1 Yor — VerYor—1 


-tbergefiihrt werden. 


Der 24% Elementarteiler einer alternierenden bilinearen 
Form 

t=nk 

7 


, d;, 2:4,  (djp=— Aye A= 9), 


I=L k= 


deren Koeffizienten a,, ganze Zahlen oder ganze Funktionen 
eines Parameters 9 sind, ist gleich dem (24— 1)". Der 24” 
Determinantenteiler 7,, (vgl. S. 105, Zeile 5) ist daher ein 
Quadrat (Verallgemeinerung des Cayleyschen Satzes auf 8. 64). 

Sind zwei alternierende bilineare Formen, deren Koeffizienten 
ganzzahlig oder ganze Funktionen eines Parameters @ sind, im 
Sinne der Festsetzungen auf S. 109 u. 110 dquivalent, so kann 
man die Formen stets kogredient ineinander transformieren. 

Sind bei zwei Scharen bilinearer Formen e,A + 0,B und 
oF + 0,G die WeierstraB-Kroneckerschen Bedingungen der 
Aquivalenz erfiillt und sind A und F symmetrisch , Bund G 
alternierend, so sind die Scharen ebenso, wie wenn sie aus- 
schlieBlich symmetrische oder ausschlieBlich alternierende Formen 
enthalten, kogredient ineinander transformierbar. 

Die Sher alternierende Formen angegebenen Sitze Sener 
von Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. (1874) 397, Ges. Werke 1, 
423 und Poabontas: Journ. f. Math. 86, 165 u. 202, Siteungsb. 
Z Pascal, Repertorium. I. 2. Aufi. 9 
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d. Berl. Akad. (1896), 7. Vgl. ferner: E. v. Weber, Sttzungsb. _ 
d. Bayer. Akad. (1898), 369, Muth, Theorie der Elementar- 
teiler, S. 184, Journ. f. Math. 122, 89 (1900), Bromwich, 
Am. J. math. 23, 235 (1901). 


§ 10. Orthogonale Substitutionen und automorphe 
Transformationen quadratischer, Hermitescher und 
bilinearer Formen. 


_ Bedeuten p,, (,4=1,2,...») m® GréBen, zwischen denen die 
a Relationen: 


Poke Fo Bei (£=1,2,..., 7), 

Dit Pj1 + Dig Dig tee + Din Pin =O C255 45=1,2-.42) 
bestehen, so heiB®t die lineare homogene Substitution: 

le = yy Ly, + Pq" + oe + Din Ln. (¢ = 1,2, ..., ) 


orthogonal. Der Name stammt daher, weil die obigen Formeln 
fiir n= 2, n= 3 ein rechtwinkliges Koordinatensystem in ein 
ebensolches trapsformieren. Die Betrachtung orthogonaler Sub- 
stitutionen ist von Euler (Nov. Comm. Petrop. 15, 75 (1771) 
u. 20, 189 u. 208 (1776), vgl. auch Jacobi, Bemerkungen 
zu einer Abh. Eulers tiber die orthogonale Substitution (Nachla8), 
Ges. Werke 3, 601) begonnen worden. 


Die obigen =! Gleichungen kénnen gleichwertig durch 
die — Relationen (Euler, Nov. Comm. Petrop. 15, 93) 
Uo gd Pigg om op 5 and 
Py, Py5 + PasPoy t+ ++ + Pai Pug = 9G 2 j) 


ersetzt werden. 

Ist P die Matrix der Koeffizienten, so wird eine orthogonale 
Substitution durch jede der symbolischen Gleichungen P’P = E 
oder PP’ = E oder P’ =P! definiert; E ist die Einheits- _ 
matrix und P’ die zu P transponierte Matrix. : 

Die symbolische Gleichung P’P = E besagt: 

Jede orthogonale Substitution fihrt die spezielle quadratische 
Form: 
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; Le + am? +--+ a? 
in sich selbst iiber. 
Aus P~!= P’ folgt, daB die zu P reziproke Substitution: 


;, = Py ,%, + Poi%y +--+ + D,;Lq (E15 25) teres 00) 


lautet (Lagrange, Mécanique analytique, Cures 12, 205, 
_ vgl. Jacobi, Ges. Werke 3, 603, ferner Cauchy, Exercices de 
math. 4 (1829), Gwores (2) 9, 193 u. 194). 

Daher ist die algebraische Adjungierte eines Elementes einer 
~ orthogonalen Substitution gleich dem Element selbst, wenn man 
es mit der Substitutionsdeterminante multipliziert (Lagrange, 
~ Euvres 12, 206, Jacobi, Journ. f. Math. 12, 9 (1834), Ges. 
Werke 3, 201). 

Die Determinante einer orthogonalen Substitution hat den 
Wert + 1 oder —1 (Lagrange u. Jacobi, a. a. O.). 

Eine orthogonale Substitution der Determinante + 1 heiBt 
eigentlich orthogonal, eine solche der Determinante —1 wn- 
eigentlich orthogonal. - 
Das Produkt zweicr orthogonaler Substitutionen  gleicher 
(ungleicher) Art ist eine eigentliche (uneigentliche) orthogonale 
Substitution. 

Die charakteristische Gleichung 


f(e) = od;, — P| = 0 


einer orthogonalen Substitution mit den Koeffizienten p,, ist eine 
reziproke Gleichung (Brioschi, Journ. de math. 19, 253 (1854), 
Fada di Bruno, ebenda 304). Weiteren AufschluB iiber die Natur 
von f(o) gibt der Satz von Frobenius (Journ. f. Math. 84, 48 
(1878)): Die Elementarteiler der charakteristischen Funktion f (@) 
irgendeiner orthogonalen Substitution sind paarweise von gleichem 
Grade und fiir reziproke Werte Null, mit Ausnahme derjenigen, 
die fiir den Wert +1 und —1 verschwinden und einen un- 
geraden Exponenten haben. Ist umgekehrt f(@) ein Produkt von 
Elementarteilern der angegebenen Beschaffenheit, so gibt es eine 
orthogonale Substitution, deren charakteristische Funktion in die 
niimlichen Elementarteiler wie f (0) zerfallt. 

Aus dem allgemeinen Frobeniusschen Satz folgt das 
von einigen Autoren sogenannte Stieltjessche Theorem (Acta 
math. 6, 319 (1885)) als Spezialfall (zu vgl. Voss, Abh. d. 
Bayer. Akad. (1890), 261): Sind a,, und b;, die Elemente 
zweier orthogonaler Substitutionen gleichen Grades n, die bdeide 

9* 


132  Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices. 


zugleich eigentlich (uneigenilich) sind, und ist die Determinante 
mit dem allgemeinen Element a,, + b;, Null, so sind auch alle 
ihre Unterdeterminanten vom n — 1” Grade Null. 

Ist die Determinante einer orthogonalen Substitution | p,,| = 
und ist —1 eine qfache und +1 eine pfache Wurzel von 
f(e) = 0, so ist, wie sich aus dem Brioschischen Satz ergibt: 


Gels ae et eee 
Eine unmittelbare Folge des Satzes von Frobenius ist 
das in der Encycl. des sc. math. 1, 121 besonders hervor- 
gehobene Resultat: Die ersten nichtverschwindenden Unterdeter- 
minanten der Matrix 


f(—1)=(— 1) lion + Pall GF Sea 


sind bei einer eigentlichen orthogonalen Substitution vom Grad 
nm — 2, bei einer uneigentlichen vom Grad m — 24 —1, wobeid 
eine ganze positive Zahl oder Null ist. 

Ist 7' irgendeine alternierende Matrix, d. h. eine solche mit 
den Elementen ¢;, = — ¢,, (t,, = 0) und verschwindet die Deter- 
minante |0;, + ¢,| (6,;—= 1, 6;,= 0) nicht, so ist die zu der 
Matria: 

(E+ 7)-?-(H—-T)=—E+2(#4+7)-} 


zugehdrige Substitution eigentlich orthogonal. Tbre Koeffizienten 
lauten: 


Buy = Akt ’ $4 = 
hierbei ist 
tk 0d; ;, 


und D die Determinante |d;,| = |06,, + ¢,,|. Die Determinante 
|p: + 9;,| verschwindet nicht (Cayleysche Formeln, Cayley, — 
Journ. f. Math. 32, 120 (1846), Coll. math. papers 1, 333, 
Frobenius, Journ. f. Math. 84, 37-u. 50 (1878), sowie die 
Darstellung bei Baltzer, Determinanten, 5. Aufl, 8. 190). 
Umgekehrt: Jede eigentliche orthogonale Substitution mit 
Koeffizienten p,, und nichtverschwindender Determinante | p;,+ 0,,| 
laBi sich in die obige Gestalt bringen, so daB die Koeffizienten p,, 
Aes Parametern t,, erscheinen. — 
Die Cayleyschen Formeln versagen fiir alle uneigentlichen 
orthogonalen Substitutionen und fir alle eigentlichen orthogonalen 


als rationale Funktionen von 


- 


tee , § 10, Orthogonale Substitutionen. ~ 133 


_ Substitutionen, deren charakteristische Funktion —1 zur Wurzel 
hat. Jede orthogonale Substitution, die sich der Cayleyschen 


Darstellung entzieht, 14Bt sich in die Form eines Produktes einer 
durch die Cayleyschen Formein gegebenen orthogonalen Sub- 


_ stitution und einer Substitution der Form x, = ¢,”, @=1,2...7) 
_ bringen, wobei die » GréBen ¢, die positive oder negative Hinheit 
_bedeuten. Alle eigentlichen orthogonalen Substitutionen lassen 


sich auch aus den Cayleyschen Formeln durch Grenziibergang 


-ableiten. Eine Behandlung der Ausnahmefialle bei Frobenius, 


Nog 


_ Journ. f. Math. 84, 42, Lipschitz, Uber Summen von Quadraten, 


Bonn 1886, Kronecker, Sitzwngsb. d. Berl. Akad. (1890), 


- Ges. Werke 3, 369, Prym, Abh. d. Gott. Akad. 38, 1 (1892); 
_yvgl. auch die alteren Untersuchungen von Voss, Math. Ann. 
13, 320 (1878). 


Sind stmitliche Elemente einer orthogonalen Substitution reetl, 
so ist die Gleichung: 


Or Pig Peel yo 2S Pin 
f(e) = Pat LTD Ox coreraa xy ig aay 


Pav Pag ++: OT Pan 


nicht nur eine reziproke Gleichung, sondern sie hat die zwet 
weiteren Eigenschaften, nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1 


eu besitzeen und in lauter Elementarteiler mit den Expo- 


mnten 1 zu zerfallen, d. h. fiir jede m fache Wurzel ver- 
schwinden auch alle Unterdeterminanten n— 1”, n — 2”, bis 
n— m+ 1” Ordnung der linksstehcnden Determinante (Stickel- 
berger, Uber reelle orthogonale Substitutionen, Programm 4d. 
Ziiricher Polytechnikums, 1877, vgl. auch Frobenius, Journ. 
f. Math. 84, 52, sowie die Darstellung bei Muth, Theorie der 
Elementarteiler, S. 173). 


Die fiir reelle orthogonale Substitutionen angegebenen. Resul- 
tate bleiben auch noch unverdndert weiter bestehen, wenn man 
verlangt, die Substitution: 


, rae 
C= DG Piste + SON me CP aed Byn5B) 
soll mit ihrer konjugiert imagindren: 


a Oe + Dig Zo =f ieie.s + Din hy. 


» 
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die Form 
yy Xghg Pt + ly hy 


mit konjugiert imagindren Variablen x; und x; in sich trans- 
formieren (Frobenius, Journ. f. Math. 95, 265 (1883), A. Loewy, 
C. R. 123 (1896), Nova Acta Leop. 71, 387 (1898), Math. 
Ann. 50, 560 (1898)). 

Sei 7’ eine Matrix mit den Elementen ¢,,, welche die Be- 
dingung erfiillt, daB erstens die Determinante |t;, + 0,,| + 0 
ist und zweitens die mit der imaginéren Einheit multiplizierte 
Matrix 7 eine Hermitesche Form definiert, d. h. 


tin = TV —-1 Og, = — Ges T=, Fr iZk, t~=V—14,,, 
wobei ¢,,, d;,, d;; beliebige reelle GréBen sind, so fihrt die zu 
der Matrix: 
ev-1(E+7)-!(E—T) = eV-1(—E + 2(E+7)-})}) 
zugehirige lineare homogene Substitution in Verbindung mit 
ihrer konjugiert imaginaren die Form 
%, 2, + y%y +--+ 2, F_ 


in sich tiber. Die Substitutionskoeffizienten lauten: 
26,;e9V-} 28;;—D 


oD 
Pu Fa? D=|dy,| =| te + Sxl; 


gy ist eine beliebige reelle GroBe, 0,, das Kroneckersche Symbol. 
Diese Formeln — ein Analogon zu den Cayleyschen — stellen 
ohne Ausnahme jede Substitution dar, die mit ihrer konjugiert 
imagindren die Form 

1%, + Why +--+ + 4,2, 
in sich transformiert (A. Loewy, C. R. 123 (1896), Nova Acta 
Leop. 41, 393). 

Die linearen homogenen Substitutionen P, die gemeinsam mit 
ihren konjugiert imaginiren die Form 1,2, + 2%, +---+ 2,2, 
in sich transformieren, sind durch jede der Relationen P’P = E 
oder PP’ = EF oder P’ = P~' definiert. Die symbolische Glei- 


1) e ist die Exponentielle. 


- Maximalwert 1, falls die 
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4 chung PP’ = E ist mit den ues gewohnlichen Gleichungen: 


Di Dix + Pig Pig + °° * + DinPin = 1 (§=1,2,...,n), 

Pi Pj + Veo Pjo tae + DinDjn = 0 Cotes 2%) 
gleichbedeutend. Mit diesen Formeln hingt die auch fiir die 
Theorie der Integralgleichungen (Fredholm, Acta math. 27%, 
367 (1903)) wichtige Frage nach dem Mazimalwert des ibeolaten 
Betrages irgendeiner Determinante innig zusammen. Bezeichnet man 
_ den Ausdruck p;; P51 + PjgPjg +°** + Din Djn Mit P, , 624 45=1,%..47), 
so ist der absolute Betrag irgendeiner Determinante | P| gleich 
oder kleiner als die Quadratwurzel aus dem Produkt der x posi- 
tayen-GroBen-P.; ,Ps5,.-., P,,,.ats0 | P| -|Pl< P,<P,,+: 2, 


n 


Sind die GréBen P,, = P,g =---=P,, =1, so erreicht der 
absolute Betrag der Determinante | P| dann und nur dann seinen 
eS 1) 


GréBen P, (i Sj) verschwinden, 


d. h. P gemeinsam mit ie or ee imaginiren Substitution 
die Form XL, L, + Ly%, + +--+ 4%,%, in sich transformiert 
(Hadamard, Bull. sc. math. (2) 17, 240 (1893), prtnees 
ebenda (2) 31, 175-(1907), Davis, Bull. Am. M. S. 14, 1 
(1907), E. Fischer, Arch. f. Math. (3) 138, 32 (1908), pas 
- Determinanten, 8. 180). 


Als Verallgemeinerung der orthogonalen Substitutionen hat 
zuerst Hermite (Journ. f. Math. 47, 309 (1854), Cures 1, 195) 
fir m = 3 diejenigen linearen homogenen Transformationen 


Uy, = Dy 8y + Digg 6° + Din ®_ CHLB--o 0) 


_betrachtet, die eine gegebene quadratische Form 


in sich, oder wie man mit Cayley (Phil. Trans. 148 (1858), 
Coll. math. papers 2, 497) sagt, automorph transformieren. 
Ist die Determinante der quadratischen Form ungleich 


Null, so hat die Determinante 
| px | (i,k =1,2,...,7) 
den Wert + 1, ferner existiert, wie bereits Cayley (Journ. f- 
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Math. 50, 288 (1855), Coll. math. papers 2, 192; vgl. auch 
ebenda 2, 497) zeigte, eine seinen fiir orthogonale Substitutionen 
gefundenen Formeln &hnliche Darstellung, schlieBlich bleibt der 
Satz von Frobenius tiber die Elementarteiler der charakte- 
ristischen Funktion f(o) giiltig (Frobenius, Journ. f. Math. 
84, 41). 

Als neueste Literatur iiber die Transformation einer 
quadratischen Form in sich sei angefiihrt: Percey F. Smith, 
Trans. Am, M. 8. 6, 1 (1905). Von Lehrbiichern sei verwiesen 
auf Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 160, Bachmann, 
Arithmetik der quadratischen Formen, 8. 395; schlieBlich vgl. 
man Franz Meyer, Jnvariantentheorie in der Enzyklopddie der 
math. Wiss. 1, 3838. 

Soll eine reelle quadratische Form rcell in sich trans- 
formiert werden, so gilt der. Satz (A. Loewy, Nova Acta 
Leop. 41, 396, 427, Math. Ann. 50, 562, 569, Gétt. Nachr. 
(1900), Bromwich, Proc. Lond. M. S. 32, 350 (1900)): 

Fiir jede lineare homogene Substitution P mit reellen Koeffi- 
zienten p,,, die eine reelle quadratische Form von nichtverschwin- 
dender Determinante mit der Charakteristik q' (vgl. S. 123) in 
sich tiberfiihrt, gilt die Ungleichheit: - 


¢2e+D/2(): 


28 ist die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementar- 
teiler der charakteristischen Funktion |06;,—p,,| der linearen 
homogenen Substitution P, welche fiir GréBen, die nicht vom ab- 
soluten Betrage 1 sind, verschwinden. h durchlduft die Exponenten ; 
stimtlicher Elementarteiler der charakteristischen Funktion der 
Substitution P, welche fiir Grépen vom absoluten Betrage 1 ver- 


schwinden. E () bedeutet die griéBte in & enthaltene- ganze Zahtl. 


Ist q’ = 0, d. h. die reelle quadratische Form ist definit, 
so wird s=0, h=1; in diesem Spezialfall ist der Stickel- 
bergersche Satz fiir reelle orthogonale Substitutionen (vgl. 8. 133) 
enthalten. 


Die automorphe Transformation einer bilinearen Form 


t=n k=n 


B = DS bn %iy 


t=ik=i 


ee 
eee ted 
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mit kogredienten Variablen L;, Y;, @=1,%.-.”) durch zwei kogre- 
diente Substitutionen: 


Hi, = Dy Hy + Pig Xe +--+ + pp, Bq’ (G= 1,250 cag), 
Y; = Birr + Biss ++? + DinYn — @=UB ams 


ist eingehend von A. Voss, Abh. d. Bayer. Akad. (1890), be- 
handelt worden. Es handelt sich um die Gleichung P- BP = B. 
Als Lésungen fihrt bereits Cayley (Cull. math. papers 2, 503, 
Abs. 14) an: P= B-*(B—T)(B+4T7)-!B, wobei 7 der 
Gleichung B-'T + (B’)-*T" = 0 gentigt (vgl. Voss, a. a. O., 
S. 305). 

Die automorphe Transformation einer beliebigen bilinearen © 
Form 


mit konjugiert imaginaren Variablen durch zwei Substitutionen: 


Vi , / : 
KL; = Dey Hy PF Pyg%q +-+-+ p;,%, Seago 
— - «Ss =—- =f ce SW i 
HL; = DiyXy TF Dig%o Dee + Din Ty i Test) 


wobei stets g und g konjugiert imaginaére GréBen bedeuten, 
behandelt A. Loewy, vgl. Zitat S. 136. Es handelt sich um 
die symbolische Gleichung P'BP= B. Sind im besonderen 6,, 
und 0,,; konjugiert imaginare GrdBen, dh. ist 


t=n k=n 


= Di, Zi Xp 


eine Hermitesche Form, so gilt fiir den Zusammenhang zwischen 
den Elementarteilern der Substitution P und der Charakteristik g’ 
der Hermiteschen Form B die nimliche Ungleichheit wie bei 
der reellen automorphen ‘Transformation einer reellen qua- 
dratischen Form, ferner finden &hnliche ausnahmslos giiltige 
Formeln wie bei der automorphen Transformation der Hermite- 
schen Einheitsform 2,2, + %%,+---+4%,%, statt. Geome- 
trische Anwendungen der automorphen Transformation Hermite- 
scher Formen bei Study, Dath. Ann. 60, 321 (1905). 


a . 
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§ 11. Abgeleitete Matrices. Frankesche und Sylvester- 

sche Sitze. Laplacescher und Jacobischer Satz. Potenz- 

transformation. Produkttransformation. Lineare homo- 

gene Substitutionen, die eine Determinante in sich 
tiberfiihren. 


Zu jeder quadratischen Matrix A = '\a,,|| @*=1,2,--.) ge- 
2 
héren (") Determinanten 
Oy HE Gants Ua hg ++ Ugly (2 S92" < Imi a <a <--- <hen) 
(vgl. S. 56). Um diese Unterdeterminanten der Determinante 
|A| = |a,,| @*=1,2,.-..») passend bezeichnen zu kénnen, denken 
wir uns die 4 = (=) Kombinationen der Zahlen 1, 2,..., zum 


_ in eine beliebige, aber fest gewahlte Reihenfolge gebracht. Ist 
in der eingefiihrten Anordnung 9,, 9:3, ---, 9, die G® und 
hy, Ig, -- +) Rm Sie H Kombination, so sei die Determinante 


>} os Ag, hy Ugg has s+ Bg gy him 


Mm 


j 2 
mit C™) bezeichnet. Aus den 42—(”) Determinanten C™ sei 
GH i GH 


die Matrix 
Ce Cy CY? 
CH CH... OW 


Ce) CR) OM 


gebildet, die wir mit C,,(A) bezeichnen. 

C,,(A) heiBt das m* abgeleitete System der Matrix A 
(Kronecker, Vorl. sib. Determinanten, S. 320). Bei natiirlicher 
-Anordnung der Zahlen 1, 2,..., ist das erste abgeleitete 
System C,(A) mit A identisch, das letzte abgeleitete System 
C,,{A) ist die. Determinante |A|. Nach Henry J. St. Smith 
(Proc. Royal Soc. 12 (1864), Coll. math. papers 1, 412), der 
sich zuerst mit den abgeleiteten Systemen beschiftigt hat, 
heiBt C,,(A) die m* Concomitante von A; spiter bezeichnete er 
(Coll. math. papers 2, 625) C,,(A) als die m—1* adjun- 
gierte Matrix von C,(A). Nach Bachmann, Die Arithmetik 
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_ der quadratischen Formen, Leipzig 1898, S. 389, wiirde man 
die Systeme C,,(A) begleitende Matrices nennen. Dickson, 
Linear groups, Teubners Sammi. 6, Leipzig 1901, S. 146, ver- 
wendet englischem Sprachgebrauch gem&B8 (vgl. etwa Spottis- 
woode, Journ. f. Math. 51, 350) die Bezeichnung ,,the m” 
compound“. C. Stephanos, Journ. de math. (5) 6, 73 (1900) 
nennt C,,(A) le produit bialterné de m formes A. In der Theorie 
der linearen homogenen Differentialgleichungen begegnet man 
C,,(A) unter dem Namen ,,n — m assoztiertes System“ (vgl. 
L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Leipzig 1897, 2,, 128, A. Loewy, Sitzwngsb. d. 
Bayer. Akad. 32, 3 (1902)). Fir die abgeleiteten Systeme 
- gelten folgende Lehrsitze: 
I. Sind A, und A, zwei beliebige Matrices gleiche Grades n, 
so ist das Produkt von C,,(A,) und C,,(A,) gleich der m*" ab- 
geleiteten Matrix des Produktes A,A,, also 


Cm (Ax) Cm (42) = Cn (Ay Ae) 


II. Ist A die Einheitsmatrix, so ist auch C,,(A) die Ein- 
heitsmatria. 

Aus Lehrsatz I und II folgt: 

III. Die m*® abgeleitete Matrix der reziproken Matrix von A 
ist gleich der reziproken Matrix der m*”" Abgeleiteten von A, also 


C,, (A-!) = (€,, (A). 


IV. Die m* abgeleitete Matrix der transponierten Matrix 
von A ist gleich der transponierten Matrix der m*”" abgeleiteten 
Matrix von A, also 

Cp (A’) = (Cp (A) 


V. Man erhiilt die () Wurzeln der charakteristischen Glei- 


chung von C,,(A), d.h. der Gleichung | gE —C,,(A)| = 0, indem 
man die nWurzeln der charakteristischen Gleichung von A zu je m 
kombiniert und miteinander multipliziert (W. H. Metzler, Am. J. 
math. 16, 145 (1894), G. Rados, Math. Ann. 48, 417 (1897), 
W. Burnside, Quart. J. 32, 84 (1901)). 

Aus Lehrsatz V folgt der sogenannte Satz von Franke. 
(Journ. f. Math. 61, 353 (1863)): Die Determinante von C,, (A) 


ist die (a Ar Potenz der Determinante von A, also 


| ,(A)| = | 4|=2. 
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Dieser Satz ist aber bereits vor Franke von Spottis- 
woode (Journ. f. Math. 51, 360 (1856)) ausgesprochen worden. 
Das von Spottiswoode a. a. O. gegebene Zitat (Phil. Mag. 
(1851)) bezieht sich auf eine Arbeit von Sylvester (Coll. math. 
papers 1, 249), vgl. auch die Note von Baker, ebenda S. 650, 


ferner die Anmerkung von Borchardt zur Arbeit von Franke,. 


Journ. f. Math. 61, 355. Der falschlich nach Franke genannte 
Satz ist nimlich nur ein Spezialfall eines allgemeinen von 
Sylvester a. a. O. gegebenen Theorems, das folgendermaSen 
lautet: : 

Aus der Matrix C,,,,(A) sei eine Determinante gebildet, 


—k? 
- deren Elemente nur alle o? = @ ‘ ") .Determinanten 

Coe ES a: TE My Ugg «+» Ay Ag, ty gy hg + + + Uyaq len 
sind, bei denen g,, 9, +--+; Gm und hy, hg, .--,h, jede Kom- 


bination der Zahlen K+ 1,4 +2,..., zu m bedeuten. Die 
fragliche Determinante | OC“ *™ | (¢,7=1,2,....0) hat den Wert 


n—k—-1 n—k—-1 
at m : ah m—1 
wobei 
Ay = SH 41 Mn+ Hy 
und 


A] = St 411 499--- yy (E+ mn). 


Fiir k = 0, Ay =1 hat man den sogenannten Franke- 
n—k—1 
0 
-‘Sylvesterschen Satz auf 5.62. Betreffs des obigen allgemeinen 
Sylvesterschen Satzes vgl. man: Picquet, J. éc. polyt., Cah. 45, 
216 (1878), Sylvester, Journ. f. Math. 88, 52 (1880), Netto, 
ebenda 114, 351 (1895)'), Nanson, ebenda 122, 183 (1900), 
E. Miller, Zetschr. f. Math. u. Physik 44, 39 (1899), Pascal, 
Determinanten, 8.93, Scott, The theory of determinants, S. 67, 68. 

Zu einer neuen Definition der Systeme C,,(A) fihrt folgende 
Betrachtung: Wir ordnen der Matrix A die m kogredienten 
linearen homogenen Substitutionen 


schen Satz; m= 1, = 1 liefert den spezielleren 


1) Aus der Formel auf S. 352 und der Ende S. 351 folgt die 
Formel des Textes. 


hy Jee ob! » < 
were : , 
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ae: YP =a, , 29 + 4,,2 +--+ + a,, 28, 
y? =a, 0) + Gy gt) + +> + ay. a, 


y? pe a, 0) rk Oy Xe) a saa: 7m a, 0) 
(CS scene) 
zu. Versteht man unter 4 die quadratische Matrix 


n—m Kolonnen 
ee eee, 


zx?) | c).0°0 2.0 


a) 22)... 00... 0 


at) 2)... of) 00 ...0 


und unter Y die analog gebaute, so lassen ‘sich die obigen 
Gleichungen fiir die m kogredienten Substitutionen in die eine 
symbolische Gleichung 

(1) Y=AX 


_gusammenfassen (Verallgemeinerung des auf S. 82 angegebenen 
Resultates). 

Aus der Gleichung (1) folgt auf Grund des Lehrsatzes I 
(2) Cm(¥) = Cm(A) Om (X).- 
Sind 1,, 4, ..., |, irgend m untereinander verschiedene der 


9 “Mm 


m Zahblen 1, 2,...,, die in der Aufeinanderfolge 1, <(l,<::-<l, 
angeordnet sein sollen, so bilde man fir jede mégliche Wahl 
der Zahlen 1,, 1,,..., 1, die Determinante 


a!) ai?) he a”) 


(1) gp(2) (m) 
a ee 


os : 


Ist in der zu Beginn des Paragraphen fiir die 4 Kombinationen 
der Zahlen 1, 2,..., zu m eingefiihrten Reihenfolge /,, 1,, ..., 1, 
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die L, so sei die zuletzt hingeschriebene Determinante mit Xt 
bezeichnet, Analog seien die 4 Determinanten 


y® yy 


(1) 4(2) (nd) 
Yi, Yi, coed (L=1, 2.) 2) 


Y,= 


definiert. Die symbolische Gleichung (2) kann dann in die 
A gewéhnlichen Gleichungen 
J=2 
(3) Y= Somx G=4,9'-.,4) 
J=1 


LIS 


umgesetzt werden. 
Die Gleichung (3) besagt: 
Transformiert man die m Variablensysteme 


y, y®, S55 as y™ (f= 41, 2, «=: 8) 


kogredient durch m lineare homogene Substitutionen der némlichen 
Matrix A, so erfahren die 4 Determinanten Yy (J=1,2,.-44) eime 
lineare homogene Substitution, die durch die Matrix C,,(A) ge- 
geben ist. A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 392 (1894) nennt 
daher die durch die Formeln (3) bestimmte lineare homogene 
Substitution die m” Determinantentransformation. Die Deter- 
minanten X,; sind von A. Clebsch (Math. Ann. 5, 427 (1872)) 
als selbstindige Variablen eingefiihrt worden. Die fraglichen 
Determinanten lassen sich auch geometrisch deuten. Erklirt man 


Oa) os. 25 ae) (¢=1,2,...)m) 


als homogene Koordinaten von m Punkten, so stellen X,, X,,...,X, 
die Koordinaten der durch die mPunkte bestimmten ebenen 
Mannigfaltigkeit dar. 

Wird die bilineare Form 


durch die zwei linearen homogenen Substitutionen 


A age Ly = Diy + Piola Hee + Pin%y «© 1% eh 


Q: Ye= Gry + OsY2 bo + Ging CHB) 


f 
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in die bilineare Form 
Z > k=n 


B eee Pas 


: k=1 
tibergefiihrt, besteht also die symbolische Gleichung P’AQ = B, 
so folgt aus ihr: 

(CP) Cn (A) Cn (Q) = Cn (B). 


Diese Gléichung besagt: die m‘*" Determinantentransformationen 
von P und Q fihren die m‘” abgeleiteten bilinearen Formen 
von A und B ineinander iiber. MHieraus folgt im besonderen, 
_ da8, wenn P orthogonal ist, dies auch fir C,,(P) zutrifft. 
= Ist A eine quadratische bzw. Hermitesche Form, so ist 
auch die m‘ abgeleitete Form C,,(A) von der nimlichen Be- 
schaffenheit. Mit den Abgeleiteten einer quadratischen Form 
 beschiftigt sich Rados, Verh. des ersten internationalen Math.- 
- Kongr. (1897), 163. 


Wir ordnen der Unterdeterminante 
oe, ee <> = Dg, hy Ugg hy + + Ug yp Iron 
von |.A| ihre algebraische Adjungierte | 
a” | A| 
Oa,, hy 04, n, pe 09, hm 
zu und bezeichnen sie mit I"). Aus den 4? GrdBen rr) bilden 
wir die Matrix 
PPT ...2 
le eels, 
° . . 3 
ri”) re eee Bo 


sie sei mit I,,(A) bezeichnet. 
Die Lehrsitze I—IV bleiben unverindert giltig, wenn man 


“tiberall C,, durch I,, ersetzt. Dem Satz V stellt sich der Lehr- 
satz V’ zur Seite: Man erhilt die (se: 


teristischen Gleichung von I.,(A), d. h. der Gleichung 
leE—I,(4)|=0, 


) Wurzeln der charak- 
m, 
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indem man die m Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von A zu je »—m kombiniert und miteinander multipliziert. 
Hieraus folet . 


ir,,(4)| =| 4 {C= 2 


Mittels der Elemente der Matrices C,,(A) und I,,(A) kann 
man den Laplaceschen Zerlegungssatz und das sich ihm an- 
schlieBende Theorem auf 8. 58 durch die Gleichungen 


J=2 
CSL Se Ais (G, H=1,2,..., a) 
v=1 


ausdriicken; d¢y ist hierbei das Kroneckersche Symbol, das 
fir G= H den Wert 1 hat, sonst verschwindet. Die ange- 
gegebenen 4” Gleichungen lassen sich in eine einzige symbolische 
Gleichung, nimlich 


@) Cm(A) In(A) =| 4; 


zusar:menfassen; |.A| ist als Diagonalmatrix aufzufassen, deren 
in der Diagonale stehende Elemente simtlich den Wert | Aj 
haben. 

Da nach Lehrsatz IIT 


(2) C,(A) C,(A-}) = E 


ist, folgt aus (1) und (2) die Kroneckersche Gleichung 
(Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. 1882, Ges. Werke 2, 392, 
Vorl. iiber Determinanten, 8. 334): 


r,,(4) =|4| C,(4’-?). 


Bezeichnet man die nach gewdhnlichem Sprachgebrauch 
adjungierte Matria ||A,,| @,*=1,2,...») mit adj.(A) (vgl. S. 60, 61), 
so ist (vgl. 8. 87): 

4 adj. (A) 
OOO e Stage 
mithin wird: 


ry oo (FAY 3 
C,,(A'-1) = Cy, ( ta ) ape On (adj. (A). 


Setzt man den fiir C,,(A’-1) gefundenen Wert in die 
Kroneckersche Gleichung ein, so ergibt sich: 


C(adj. (A)) = | AJ" 1, (4). 
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Diese Gleichung ist nichts anderes als der Ausdruck der 
auf §. 61 gegebenen Jacobischen Formel. Sie gilt auch noch, 
falls die Determinante |.A| verschwindet; bei der Ableitung ist 
dies zunichst infolge der Verwendung von A~! ausgeschlossen 
worden. 
_ Wir ersetzen in der Kroneckerschen Gleichung die 
Matrix A durch I,(B), wobei B eine beliebige Matrix n‘*™ Grades 
ist. Verwendet man die Kroneckersche Gleichung noch ein 
zweites Mal, so erhalt man: 


r,(0,(B)) = |U,(B)| C, (0B) 


=|B\* )¢,(.B-|0,@) 


a 
= Le C,,(C,(B)). 
hen’ die. Gleichung; 
(3) r.(rB) =|BI*) "C.(c,(B) 
stellt SiekcdieGleichang: 
(4) r,(¢,(B) =|BIG=) "o (rp). 


Die Gleichung (4) folgt ihnlich wie (3) aus der Kronecker- 
schen Relation, wenn man in ihr fitr A die Matrix C,(B) ein- 
fihrt. Die Relation (3) wird ebenfalls (vgl.S.139) als Franke scher 
Satz bezeichnet (Franke; Journ. f. Math. 61, 355 (1863), Baltzer, 
Determinanten, 8. 68 u. 69). Die Gleichungen (3) und (4) gelten 
auch noch, falls die Matrix B eine verschwindende Determinante 
hat; bei der Herleitung ist dies infolge der Bentitzung der 
Kroneckerschen Relation zunichst auszuschlieBen. 

Sind A und B zwei beliebige Matrices gleichen Grades, 
so ergibt sich auf Grund der Gleichung (1): 


GC) (A) TB) (8) (4) = | 411 BA 


Fihrt man zur Abkiirzung die Matrices 7 = C,(A)I,(B’) und 
U = C,(B)T,(A) ein, so hat man die symbolische Gleichung: 


(6) TU =|A\|B). 


Pascal, Ropertorium. I. 2. Aufl. 10 
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Fiir die Determinanten erh&lt man: 

(7) | Pl= [oH iin (B)— 14/629 aC), 

() ul =|q ayia) | = 1 BEY aC), 

(9) |ra|—|4|) a) 


(Sylvester, Phil. Mag. (1851), Coll. math. papers 1, 253, 
vgl. ebenda die Note von Baker, S. 649, Baltzer, Deter- 
minanten, 8. 36, Pascal, Determinanten, 8. 111, wegen einer 
Verallgemeinerung vgl. E. Miller, Ztschr. f. Math. u. Phys. 44, 
_ 31 (1899). 

Aus der Gleichung (6) folgt: 


C,,(fU) = C,,(|A||B|) und daher 
C,(T) =|4|"| Bl" C,,(0-*). 


Mit Hilfe der Kroneckerschen Relation ergibt sich weiter: 
C,(T) =|A\"|Bi"|U-1|r,(U’) und schlieBlich 
Ae ee 
(0) OC (F)— [Al * 7|Bl Vr¥ EG). 


Die Formel (10) wird als Satz von Picquet (C. R. 86, 
1119 (1878), J. é. polyt, Cah. 45, 238 (1878), Pascal, 
Determinanten, 8. 112) bezeichnet. Wahlt man fiir die Matrix A 
bezw. B die KHinheitsmatrix E, so ergibt Formel (10) die 
Formeln (4) bezw. (3). 

Als Literatur iiber die abgeleiteten Systeme sei noch an- 
gefihrt: Vahlen, Enzykl. der math. Wiss. 1, 594, J. Schur, 
Berl. Diss. (1901), A. Loewy, Trans. Am. U1. 8. 5, 64 oe 
sowie die erginzenden Bemerkungen, ebenda 6, 507 (1905 

Die Gleichung (5) geht, falls fiir B die inheitsmatrix E ge- 
setzt wird, in die Laplacesche Gleichung (1) tiber. Eine anders- 
artige Erweiterung der Laplaceschen Entwicklung stammt von 
E. Netto, Journ. f. Math. 114, 348 (1895). Vgl. Nanson, 
ebenda 122, 182 (1900), E. Miller, Ztschr. f. Math. u. Phys. 
44, 33 (1899), Pascal, Determinanten, 8. 97, Scott, The 
theory of determinants, 8S. 70. 
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_ Zu jeder Matrix A lé8t sich auf Byes Weise eine neue 
Matrix bilden. Sei 


L, = 4515; + G;965 + ° > + O78. (¢=1,2,..., n): 


eine zu A zugehdrige lineare hcmogene Substitution. Man bilde 
sich simtliche verschiedene Produkte: 


uy, Tos U% (iy 5 fay ++ 4y bp =, 2,000, m)5 


t; 
ihre Anzahl ist gleich (eae ;*), nimlich gleich der Zabl, die 
angibt, auf wieviel Arten man » Zahlen zu r mit Wiederholung 
n+r—i1 

r 


kombinieren kann. Diese ( ) Produkte transformieren 


sich linear und homogen in die (oe an ‘) Produkte & & ...&,. 
Denkt man sich die Produkte %, %,...%,, willkiirlich, aber, wenn 
gewahlt, fest in eine bestimmte Reihenfolge gebracht und die 
Produkte &, &,---§, in der nimlichen Reihenfolge angeordnet, 
so heiBt die sich ergebende eindeutig bestimmte lineare homo- 
gene Substitution nach A. Hurwitz (Math Ann. 45, 390 (1894)) 
die r* Potenztransformation von A oder ankniipfend an Sylvester 
die induzierte Substitution r’" Grades (Franklin, Am. J. math. 16, 
205 (1894), G. Rados, Math. u. naturw. Ber. aus Ungarn 16, 
241 (1898)). Die Matrix der +" Potenztransformation von A 
wird nach A. Hurwitz mit P(A) bezeichnet. 

Fir die Operation P,(A) gelten folgende Satze: 

I. Sind A, und A, zwei beliebige Matrices gleichen Grades, 
arity -das Produkt vor *P .(A,) und P.(.A,) gleich der r" Potenz- 
transformation des Produktes von A, und A,, also: 


P,(A;) P,(Ag) = P(A, A,). 


IE. Ist A die Einheitsmatrix, so ist auch P(A) die Einheits- 


matrix. 
Ill. Die r® Potenztransformation der reziproken Matrix 


von A ist gleich der reziproken Matrix der r‘*" Potenztrans- 
formation von <A, also: 
P,(A-}) = (P(A)? 

IV. Die r Potenztransformation der transponierten Matrix 
von A ist gleich der transponierten Matrix der r‘ Potenz- 
transformation von A, also: 

P,(A’) = (B.A). 
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V. Man erhilt die (@ ee ne ) Wurzeln der charakteristischer 
Gleichung von P,(A), dh. der Gleichung |oH — P.(A)|=0, 
indem man die sdmtlichen [es ’) Produkte der » Wurzeln 


der charakteristischen Gleichung von A zu je r bildet (Franklin, 
Am. J. math. 16, 205 (1894), G. Rados, Math. u. naturw. Ber. 
aus Ungarn 16, 244 (1898), W. Burnside, Quart. J. 32, 83 
(1901), J. Schur, Berl. Diss. (1901), 17). 

Aus Lehrsatz V folgt: Die Determinante von P(A) ist die 
(° +r—1 


Me Ie Potenz der Determinante von A, also 


|P,(4)| =| 4[Or2), 


(G. v. Escherich, Monatsh. f. Math. 3, 80 (1892), A. Hurwitz, 
Math. Ann. 45, 391 (1894), W. Anissimoff, ebenda 51, 
888 (1899); fir r = 2 wird dieser Determinantensatz von 
Pascal, Determinanten, 8.104 als Scholtzscher Satz bezeichnet.) 
Weiteres iiber die Potenztransformation folgt unten bei der 
Produkttransformation. 


Sind eine Reihe beliebiger quadratischer Matrices A,, Ay, ..., A, 
der Grade ,, m,.-., ™, gegeben, so laBt sich aus ihnen eine 
neue Matrix vom Grade n, m,...m, konstruieren, die mit 
A, >< A,><:+-><A, bezeichnet wird. Sie wird am einfachsten 
auf folgende Weise definiert: Man fiihre die zu den r Matrices 


A, =||a®|| — Ge=1,3,..., 8,3 9= 1,8...) 7) 


zugehérigen linearen homogenen Substitutionen: 


=n, 
ee 
%=1 


$2 = Ny 
A, : a) = > a) Ne (ig = 1, 2, «- 65 19), 


12 89 
a&=1 
° 


Sr=Np 
As a) = > at gw Gat, 2,0: 
s=1 


ein. Durch Multiplikation erhilt man: 
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GQ) ai af). af) ae a) a®) ...a, & 28)... £0); 


one 1 igh,” ie r 
bk 


_hierbei ist dem Index i, jede der Zahlen 1, 2,...,,, dem 
Index tg jede der Zahlen 1, 2,..., ”, usw., dem Index 3%, 
jede der Zahlen 1, 2,..., nN, beilecen: Ebenso ist in der 
Summe rechts fiir ky Als der Zahlen 1, 2,..., ,, fiir ky jede 
der Zahlen 1, 2,..., m, usw., fiir k, jede der Zahlen 1, 2,..., », 
zu setzen. Die n, m.... , ‘Produkte a) a)... aft) sind offenbar 


lineare homogene arn der 1, %... 1, Se as oe g).. £0, 
Hat man fiir die n, ,...m, Produkte a(! a). a) eine 


~ beliebige, aber fest gewihlte Reihenfolge und fiir die Ny Ny - n, 
Produkte ey g) a die nimliche Anordnung eumyofahnt. so 


definiert das Gleichungssystem (1) eindeutig eine bestimmte 
lineare homogene Substitution in m,”,...., Variablen; sie heiBt 
nach A. Hurwitz (Math. Ann. 45, 388 (1894)) die Frodukt- 
transformation von A,, A,,..., A, und wird nach ihm mit 
_ Ay>< A, ><--+ >< A, bezeichnet. C. Stephanos (Journ. de math. (5) 
6, 73 (1900)), der die Produkttransformation sehr eingehend 
untersucht hat, bezeichnet die fragliche Operation als conjonction. 
Dem Proze8 begegnet man schon bei C. Jordan, Traité des 
substitutions et des équations algébriques, Paris 1870, S. 221. 
Die Determinante von A, >< A, hat Kronecker in seinen Uni- 
versitaitsvorlesungen behandelt. Von der Operation A><A><::-><A 
(m mal die némliche Matrix A) kann man zu P,,(A) und C,,(A) 
gelangen (vgl.J.Schur und A. Loewy an den 8. "146 angefiihrten 
Orten). 

Fir die Produkttransformation is folgende Siatze: 
I. Sind B,, B,, ..., B, r weitere Matrices der Grade 
M4, Mg, +--+, ”,, aus denen B, =< B, ><--- >< B, gebildet ist, so 
ist das Produkt W,W, von W, = A, >< A,><--->< A, und 
W, = B,x<B, <--> ><B, gleich A, B, >< A,B, ><-+-- >< A,B,. 

Il. Sind A,, A,,..., A, Einheitsmatrices, so ist auch 
A, < A, <-:+ >< A, die Einheitsmatrix. 

IU. Die Matrix der Produkttransformation der reziproken 
Matrices von A,, A,,..., A, ist die reziproke Matrix von 
A, < A, <-+::>< A,, also 


ee Aan SAT) me (A, o< Ag ss A.)T*. 


IV. Die transponierte Matrix von A, >< A, <---> A, 
ist die Matrix der Produkttransformation der transponierten 
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Matrices Aj, Aj, ..., 4,, also: 


(A, >< A, >< +++ >< A,) = (Aj >< Ay >< +++ >< A). 


V, Bind) a), a), ou, a?) die m, Wurzeln der charakte- 


ristischen Gleichang den UMMC AO, d. h. der Gleichung 
|oH — A®| = 0, so sind die n, m,...m, Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung von A, >< A, > >< +++ >< A, die n, Mg... 0 
Produkte 


oe) of) 2. ae) (dy = 1,.2, 0's 0) By 3 by EI, B, <2 Raz -- 5. fy BA, 8, 02g Ry) 
4, ty ty 


(Franklin, Am. J. math. 16, 206 (1894), Frobenius, Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1899), 333, C. Stephanos, Journ. de math. (5) 6, 
89 (1900). 

Aus dem Lehrsatz V folgt: Die Determinante von 
A, < A, ><-+:+ ><A, 


ist ein Produkt, dessen Faktoren die =e Potenz der Determinante 
1 


von A,, die = © Potenz der Determinante von A, usw., schlieBlich 
3 


. w 6 : 
die _-“* Potenz der Determinante von A, sind, also: 
4 na a 


| A, >< Ay ><+ ++ ><A.) = |.A, | AQ [...|A, |", wobein = n,n, ... 2, 


(Lebrsatz von Kronecker, vgl. Hensel, Acta math. 14, 317 
(1890), Rados, Math. naturw. Ber. aus Ungarn 8, 60 (1889), 
ebenda 18, 231 (1900), G. v. Escherich, Monatsh. f. Math. 
3, 68 (1892), A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 389 (1894). 
Zur Produkttransformation kann man auch auf folgende 
Weise gelangen: 
H= = Mh ‘ae apt) a?) . .. 0) 


: stp as tg 
4%... 


sei eine Form, die in den r Variablenreihen 


Ot) = HF ym), ZO GEL My voy OE) Fr =% 0.407) 


linear und homogen ist. Transformiert man die angegebene 
Form durch die linearen homogenen Substitutionen A,, A,,..., A 


; 
in die neue r-fach lineare” homogene Form: 
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pe =a, eee ae. 8), 
At. 


so wird: 
(2) Sn aS = = a), a (2) 7a” 7) 


— 1 tak,” inky 
ite. 


d. h. die m, ,...m, Koeffizienten 1, 4.4, Crleiden die Produkt 
transformation A, ><A, ><--->< A’; - hierbei bedeuten A), Aj,..., 4) 
die fransponiérten Matos von ae Be GW Oe 
Nimmt man in den r Variablenreihen 2}, 089), Be) 
gleichviele Variablen m an und beschrankt in see Roo EH die 
n’ GréBen 
Nee ces (fy 1, 2, ony 23 8 1, By ony B5 very tp = 1, By. 0) 2) 


dy tg... tp? 


symmetrische Funktionen der Indices zu sein, d. h. ihre 
Werte nicht zu andern, wenn man die Reihenfolge der Indices 
vertauscht, so reduzieren sich die m” GréSen Nite ct auf 


a7 
(EetS A verschiedene. Unterwirft man die r Variablenreihen 
von H alsdann r kogredienten linearen homogenen Substitutionen 
mit der nimlichen Matrix A: 
HP) = 4, BP) + a:g8) + +> + 04,80 
@=14,2,...-, 23 v=, ..57), 

so bezieht sich bei den eingefithrten Beschrankungen die durch 
die Formel (2) definierte lineare homogene Substitution auf 
ae ae ) Variablen und wird die r° Potenztransformation 


von 4, wobei A’ die transponierte Matrix von A ist. 
Wir wenden die obigen Resultate auf die bilineare Form: 


van kan 


ae = 11,00) oP) 


an, deren Koeffizienten n,, zunichst n? willkiirliche GréBen seien. 
Unterwirft man die zwei Variablenreihen den zwei linearen 
homogenen Substitutionen: 


AG: a) = a, + ay, 8 +++» + 4,8 
und 
BB a) = b,, 2) +. d,. EP) +--+ + d,, 62) GH=L%-.0, 


so geht H in eine neue bilineare Form 
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k=n 


SG, 
t= 1 


Z 
k=1 


iiber.. Es gilt die symbolische Gleichung Z = AHB; die Deter- 
minante |Z| ist gleich |A||B||H|. Die Koeffizienten ¢;, er- 
geben sich gleich 


s=7n 


t= 
> FMP Ks 
(id 


thai 


3 


d. h. sie werden aus den ;, durch Anwendung der Produkt- 
transformation A >< B’ gefunden. Wird H so spezialisiert, daB 


: rb ee 
es eine symmetrische bilineare Form wird, deren a Koeffi- 


zienten 7,, (k > 1%) beliebige GréBen sind, und unterwirft man 
die zwei Variablenreihen a) und z®@) kogredienten Trans- 
formationen, d. h. wihlt man B= A’, so ist Z= AHA’, und 
die Koeffizienten €,, werden aus den 7,, durch Anwendung der 
zweiten Potenztransformation P,(A) von A gewonnen. 

Mit diesen Resultaten stehen folgende zwei Fundamental- 
sitze in innigsteom Zusammenhang: 

I. Sind die Elemente der Matria H = |\n,,\| @*#=1,%--..») 
unabhdngige Variable und die der Matrix Z =| &,,|| @*=1,2,---,”) 
lineare homogene Funktionen dieser Vartablen und unterscheidet 
sich die Determinante der Matrix Z von der der Matrix H nur 
um einen konstanten, von Null verschiedenen Faktor, so ist ent- 
weder Z= AHB oder Z= AH’B, wobei A und B konstante 
Matrices sind (Frobenius, Sitzwngsb. d. Berl. Akad. (1897), 
1011, 8. Kantor, Sitzwngsb. d. Bayer. Akad. (1897), 370, 
C. Stephanos, Journ. d. math. (5) 6, 119 ff. (1900), E. Steinitz, 
Sitzungsb. d. Berl. Math. Gesellsch., Archiv f. Math. (3) 5, 47 
(1908)). 

IT. Sind in einer symmetrischen Matrix H = || n,,\| @ * =1,2,--..2) 
die Elemente n;, (k > 1%) wnabhdngige Variable, und sind die 
Elemente der symmetrischen Matrix Z =||£,,\| @,*=4,2-...») lineare 
homogene Funktionen dieser Variablen und umterscheidet sich die 
Determinante der Matrix Z von der der Matrix H nur um einen 
konstanten, von Null verschiedenen Faktor, so ist Z = AHA’, 
wober A eine konstante Matrix bedeutet (Frobenius, Sitzungsbd. 
d. Berl. Akad. (1897), 1014). 


Fir »=2 werden durch das Theorem I alle linearen 
homogenen Substitutionen bestimmt, die 
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Care| N11 Ne 
| Ne1 "Nee 


abgesehen von einem konstanten Faktor, automorph in § , & »—&» 4 
transformieren. Mit diesem Formelsystem hat sich Cayley be- 
reits 1854 beschaftigt, Phil. Mag., Coll. math. papers RASS 
On the homographic transformation of a surface of the second 
order into itself“. Vgl. Fricke und Klein, Vorl. wiber die 
Theorie der automorphen Funktionen, Leipzig 1897, S. 47. 

Der Satz II bestimmt fiir m = 2 alle Transformationen, die 


"11 N12 | 
\9 
Nie Nee | 


abgesehen von einem konstanten Faktor, in ¢,,f.— €, trans- 
formieren. Dieses Formelsystem, das den Kegelschnitt 


io walt > oa Nig = 0 


in sich iiberfiihrt, hat bereits Gau8B, Disquisitiones arithmeticae, 
Artikel 157, Ges. Werke 1, 124; vgl. Bricke und Klein, a.a.0O., 
8. 14 und 19. 


- 


§ 12. Differentiation einer Determinante und Matrix. 


Sind y,, (=1,2,....») ® Funktionen einer Variablen 2, so 
gilt der Satz: 

Der Differentialquoticnt der Determinante |y,,| ist gleich der 
Summe aller n Determinanten, die man erhdlt, wenn man m 
der gegebenen Determinante immer die Elemente einer Reihe durch 
thre Differentialquotienten ersetzt. 


Versteht man unter Y die Matrix ||y,,||, so wird unter se 


die Matrix lee verstanden. Sind Y und Z zwei Matrices 


gleichen Grades, deren Koeffizienten von einer Variablen x ab- 
hangen, so wird, wenn YZ das Produkt der zwei Matrices Y 
und Z me 

dZ ‘d 


Pa 74 ee, ey! = — Y=! — 


(vgl. eas Journ. f. Math. 84, 16 oe Es 
Das Produkt der zwei Matrices Y~* und ee also Y~1 ri 
bezeichnet man mit D,(y,,) und liest es derivierte Matrix in 
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becug auf x. Das eingefiihrte Symbol ist fir die Systeme. 
linearer homogener Differéntialgleichungen von gréBter Wichtig- — 


keit (Volterra, Memorie della societa Italiana delle scienze 
(1887), (1899), L. Schlesinger, Vorl. tiber die Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1908, S. 26). 


§ 13. Die Wronskische Determinante. 


Hat man m Funktionen y,, ¥,---,; ¥, eimer Variablen 2, 
so entsteht ihre Wronskische Determinante (Wronski, Réfu- 
tation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange, 1812, 
Dickstein, Bibliotheca math. (2) 6, 50 (1892), E. Pascal, 
Ace. di Torino (1906), 1081) auf folgende Art: 

In die erste Zeile kommen die » Funktionen, in die fol- 
genden die ersten, zweiten, usw. Abgeleiteten dieser Funk- 
tionen; also: j 


y; Y3 2 Y, 

dy, AY, AY 

dx ax ax 
ho anys a* Ys a*y, 


Die Abdgeleitete einer Wronskischen Determinante wird ge- 
bildet, indem man in die letzte Zeile von W die n*” Abgeleiteten 
setat und die anderen Zeilen ungedndert ligt (Malmsten, Journ. 
f. Math. 39, 93 (1850)). 

Multipliizert man die n Funktionen y mit einer beliebigen 
Funktion v(x), so wird hierdurch die ganze Determinante mit der 
nm" Potenz von v multipliziert. 

Die notwendige wnd auch im allgemeinen hinreichende Be- 
dingung dafiir, daB zwischen n Funktionen y,(x), yo(a), - «-, Yq (2) 
wenigstens eine lineare homogene Beziehung mit konstanten Koeffi- 
zrenten besteht, ist das Verschwinden ihrer Wronskischen Deter- 
minante (vgl. besonders Frobenius, Journ. f. Math. 77, 245 
(1874)). 

Peano (DMathesis, 9, 75 u. 110 (1889), sowie Rend. Acc. 
Lincei 6,, 413 (1897)) hat zuerst darauf aufmerksam gemacht, 
da& das Verschwinden der Wronskischen Determinante von 
m Funktionen einer Variablen nicht unter allen Umstanden fir 
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ihre lineare Dependenz ausreicht; fiir analytische Funktionen 
ist die Bedingung hinreichend. Vgl. auch die Angaben von 
Bocher, Trans. Am. M. S. 2, 139 (1901), tiber gewisse Fille 
nicht analytischer Funktionen, bei denen das Verschwinden der 
Wronskischen Determinante fiir die lineare Abhangigkeit aus- 
reicht, ferner D. R. Curtiss, Math. Ann. 65, 282 (1908). 
Die Wronskische Determinante spielt in der Theorie der 
linearen homogenen Differentialgleichungen eine sehr wichtige 
Rolle (vgl. Baltzer, Determinanten, 8. 77, L. Heffter, Einl. 
_in die Theorie der linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1894, 
$. 47 u. 233, L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 
_linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1895, 1, S. IX u. 37). 


Eine &hnliche Bedeutung wie die Wronskische Deter- 
minante fiir die linearen homogenen Differentialgleichungen hat 
fiir die Theorie der linearen homogenen Differenzengleichungen 
die Determinante: 


) y;(2) Y_ (x)... Y, (2) | 


} 


| Ay“)  Ay,(a)... Ay, (2) | 


1 y (2) A’ ‘y, (2)... A*~ ‘y, @) 
hierbei ist A iss Symbol fiir die Differenzen: 
Ay()= y@ti1)— yy); 
A?y(z) = Ay(a@ +1) — Ay(a), 


W, ist gleich der Determinante: 


n@) ni). 4) 
in@+1) w@+1) ...%,@+1) 
ju@+2)  w@+2)  ...¥(e+9) 


Been t)y, 49 —1)..-9,(¢+—1)| 
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Das Verschwinden der Determinante W, ist die notwendige — 
und himreichende Bedingung dafiir, dap zwischen den n Funk- 
tionen y eine lineare homogene Beziehung mit Koeffizienten be- 
steht, die periodische Funktionen von x sind, d. h. solche Fumk- 
tionen F(x), bei denen fiir jedes beliebige x: 


F(¢ +1) =F(2) 


ist (Casorati, Ann. mat. (2) 10, 19 (1880)). 

In der Determinante W, kann statt A irgendeine Funk- 
tionaloperation und ihre Wiederholungen eingefiihrt werden, 
derartige Determinanten bei Pincherle u. Amaldi, Le opera- 
ziont distributive, Bologna 1901, 419 u. 429. 


§ 14. Die Jacobische oder Funktionaldeterminante. 


Sind » Funktionen y,, ¥, ---, y, von  Variablen 2,, %, ..:, 2%, 
gegeben, so heiBt die Determinante: 


OY, OY, a OY, 
OL, OX, OXLy, 
CY, OUs | OYs 
CX, OX, OXp 
2Un 8Yn  8Yn 
OP Or, OLn 


die Funktionaldeterminante oder Jacobische Determinante der y 
in bezug auf die x. Man bezeichnet sie auch nach Donkin 
(Phil. Trans. (1854)) mit dem Symbol: 


O (Yr Yo +++ Yn). 
ONG Eee) 


Der Name ,,Funktionaldeterminante“ stammt von Jacobi; 
er ist von ihm eingefiihrt in der grundlegenden Arbeit ,,de 
determinantibus functionalibus“, Journ. f. Math. 22, 319 (1841), 
Ges. Werke 3, 393, deutsche Ausg. mit Anm. von Stickel in 
Ostwalds Klassikern der exakten Wiss. No. 78. Die Bezeichnung 
»Jacobische Determinante“ geht auf Sylvester (Phil. Trans. 
(1853), Coll. math. papers 1, 506 u. 583) zuriick. 

Sind Y,, Y2,---, Y, Funktionen von 2, %,...,% und 
diese wieder Funktionen von 2,, %g,...,; LZ, $0 gilt die Formel: 


~ 
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OY: Ya ++ Yn) _ OY, Yo ++ Yn) Gy By ees Bn) 
O(ELE oe Wg) OG, byes Zn) OG, Wy... Lp) 


Sind 4, Ye, --+1 Yn Funktionen von 2,, %,..., 2, und 
kann man 2, %,...,%, als Funktionen von y,, Yg) ++ +5 Yq 
ansehen, so hat man: ; 


OY, Ya +++ Yn) 1 
ONE, Ug cen) OG he Ee) 
O (Ys Ya +++ Yn) 


Sind die Gripen y implizit als Funktionen der Verénder- 
dichen x mittels der Gleichungen: 


F,(y,; Yor ++ +9 Yay Uy %oy 0+ 05 Za) = 0, 
BAG is Vox 225 Yas his Way iy Ee = 03 


F,%) Ye SPR Yar X15 Xe, weg a) = 0) 
~gegeben, so ist: 
OY: Ys «++ Yn) Kitt (— iB: 6 (hy Wy + Lp) 
(eM --2,) oC, FF) 
OY, Ya +++ Yn) 


Das Nichtverschwinden der im Nenner stehenden Funktional- 
determinante 
Og dg oxil ys) 
0 (Ys Ye +++ Yn) 


ist die Bedingung dafiir, daB durch die Gleichungen 


F(Y;) Yor ++ +9 Ynr Uy Fay ++ 29 Lm) =O GLB) 


ein System von m Funktionen y,, ¥,,---; Y, der m Variablen 
%,, L,..+) LZ, definiert wird. Existenzsatz fiir die impliziten 
Funktionen (vgl. etwa C. Jordan, Cours d’analyse, Paris 1893, 
1, 82, Genocchi-Peano, Differentialrechnung und Grundziige 
der Integralrechnung, deutsche Ausg., Leipzig 1899, S.°147). 

Soll zwischen n Funktionen y, der n Variablen %, %, +++) Up 
eine von den x freie Bezichung: F'(y,, Ye) -- +» Y,) = 0 bestehen, 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung hierfur die, 
dag die Funktionaldeterminante der y verschwindet. 

Schirfer und weitgehender ist folgendes Theorem: 
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Sind m Funktionen 1) Yos «+ +5 Ym VON NVariablen X,, Ly, .. +5 Ly 
gegeben und verschwindet die Determinante 1" Grades’) 


O(Y; Yo -- + Y) 
ERE oe A 


fiir ein besonderes Wertsystem der Variablen 
a, = Bes Lo = bo, . ror, a, = e 


nicht, sind hingegen alle Determinanten | + 1%” Grades, die man 
aus der Matrix 

[ee 

(GHA 2 Ge ig kad, Seen aes ep 

a, | 
bilden kann, in der Umgebung der Stelle &, &,.~- », §, tdentisch 
Null, so sind die GroBen Y;, Yq, +--+, Y, wnabhangig, d. h. keine 
von thnen laBt sich als Funktion der 1— 1 iibrigen darstellen, 
hingegen konnen Y) 15 Yp4.gs +++ Ym Us Funktionen von Y;, Yg,-- +4 4; 
ausgedriickt werden. 

Ist 


TGR eno), 
Gast os ee) 
Y; (5 a, » 2,) tk (ols aud bordncgt ee) 


so hat man: 


(§=1, 2,..., 2), 


tig Dito Otte |, Otte 
| 00x, 02, 0x, 
Ou, Ou. ou 
oe Yq) 22 Lilie ae nae 


0 (a, Dy - ne Uy Soli 


Bin Bun Oty 
"Ou, 0%, 0a, 


Diese Theoreme sind simtlich von Jacobi in ,,de deter- 
minantibus functionalibus“ gegeben worden. 

Es seicn n + 1 homogene ganze Funktionen von n Variablen 
gegeben. Man kombiniere sie zu je n und dbilde so dien+1 
Funktionaldeterminanten. . Aus diesen bilde man wieder n+ 1 
Funktionaldeterminanten, indem man sie zu n kombiniert. Die 
letzteren sind dann bis auf einen allen gemeinsamen Faktor die- 


) Durch geeignete Numerierung der y, und 2, kann man es 
erzielen, daB gerade die Determinante 


Os Ys - oe 
0 (a (epee Ly... X)) 


nicht verschwindet. 
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_selben Funktionen wie diejenigen, von denen man ausgegangen 
ist (Theorem von Clebsch, Journ. f. Math. 69, 355 (1868), 
70, 175 (1869)). 
Yi> Yar-++> Yn Seiten mn Funktionen von n-+ 1 Variabdlen 
Hy, ey +++) Uy4y- Man betrachte die y als Funktionen von 
je n der Variablen x und bilde die Funktionaldeterminanten. 
Mit Vorzeichen versehen, seien sie mit A, ¢=1,2,...»+1) bezeichnet, 
so dag 
A, = (—1y OLY i Mg tes! aiale!s ates Yn) 
O (By Wy Ley yyy By gy) 


‘ist, damn besteht die Jacobische Formel: 


0A, dA, ti Ani 6 
9 
1 


Geen ae oh oe, , 


(Journ. f. Math. 27, 203 (1844), Ges. Werke 4, 323). Vgl. 
auch Jacobis Vorlesungen tiber Dynamik, herausgeg. von Clebsch, 
1866, 13. Vorl. Die Jacobische Formel spielt in der Theorie 
des Jacobischen Multiplikators bei einem System gewdhnlicher 
Differentialgleichungen eine fundamentale Rolle. 

Die Funktionaldeterminanten sind auch fir die Transformation 
der vielfachen Integrale sehr wichtig. Zum Zweck der Trans- 
formation der m fachen Integrale hat Jacobi die Funktional- 
determinanten bereits 1833 im Journ. f. Math. 12, 38, Ges. 
Werke 3, 233 verwandt und ist dann im letzten Paragraphen 
der Abhandlung de determin. funct. auf diesen Gegenstand zurtick- 
gekommen. Von Lehrbiichern vgl. man ‘hierzu: Kronecker, 
Vorl. tiber die Theorie der einfachen und vielfachen Integrale, 
herausg. von Netto, Leipzig 1894, 14. Vorl., C. Jordan, 
Cours d’analyse, Paris 1893, 1, 138 ff. 

Eine von Bertrand (Journ. de math. 16, 212 (1851) _ 
gegebene Definition der Funktionaldeterminante (vgl. Encycl. des 
sc. math. 1, 123) ist unrichtig (Genocchi-Peano, Differential- 
rechnung usw., deutsche Ausg., Leipzig 1899, S. 329). 

Grassmann (Ges. Werke 1,, 298, vgl. auch Scott, The 
theory of determinants, 8. 171) hat die Funktionaldeterminanten 
mit Hilfe der Methoden der Ausdehnungslehre behandelt. 

Von Lehrbiichern vgl. man tiber Funktionaldeterminanten 
noch Pascal, Determinanten, 8. 222, Baltzer, Determinanten, 
8. 139 u. Gordan, Vorl. siber Invariantentheorie 1, 120. 
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§ 15. Die Hessesche Determinante. 


Die Hessesche Determinante einer Funktion f von n Variablen 


Wy) Ly) +++) L, ist die Jacobische Determinante der n partillen 
Abgeleiteten 
re (@ = ope se) 


von f. Die Hessesche Determinante wird demnach durch die 
zweiten Abgeleiteten von f gebildet. 
Oto 
0x, 0%, 
(Hesse, Journ. f. Math. 28, 89 (1844), Ges. Werke, Miinchen 
1897, 113 u. 692). Die heute allgemein iibliche Bezeichnung 
»Hessesche Determinante‘ stammt von Sylvester ((1851) u. 
(1853), Coll. math. papers 1, 191 u. 583). 

Die Hessesche Determinante einer beliebigen quadratischen 
Form ist das Doppelte ihrer Diskriminante (vgl. 8. 118). 

Die notwendige Bedingung dafiir, daB eine homogene ganze 
Funktion (Form) von nVerdnderlichen sich Unear homogen in 
eine solche von weniger als n Verdnderlichen transformieren lat, 
ist das Verschwinden ihrer Hesseschen Determinante. 

DaB umgekehrt das Verschwinden der Hesseschen Deter- 
minante, wie Hesse annahm (Journ. f. Math. 42, 117 (1851), 
ebenda 56, 263 (1859), Ges. Werke, 289 u. 481), auch 
dafiir ausreichend ist, daB sich die gegebene homogene Form 
linear in eine solche von weniger Variablen transformieren 
laBt, trifft nur fiir homogene Formen beliebigen Grades in 2, 3 
und 4 Variablen (bindre, terndre, quaterndre Formen) und quadra- 
tische Formen von beliebig vielen Variablen zu. Fiir die hiheren 
Faille lassen sich ganze Klassen von Funktionen aufstellen, bei 
denen die Hessesche Determinante verschwindet, ohne daB sie 
sich im Fumktionen von weniger Variablen linear transformieren 
lassen (Gordan u. Noether, Math. Ann. 10, 547 (1876)). 

Von der Hesseschen Determinante einer homogenen ganzen 
Funktion dritten Grades mit beliebig vielen Variablen gilt fol- 
gender Satz: % 

Die Hessesche Determinante der Hesseschen Determinante 
einer kubischen Form von n Variablen ist eine lineare Kombination 
der gegebenen Form und ihrer Hesseschen Determinante. 

Dieser Satz wurde fiir beliebiges m von Voss, Math. Ann. 2%, 
515 (1886), vorher fir »=4 von G. Bauer, Abh. d. Bayer. 


a= 


(i,k =1,2,...4 7), 


; a eee 


$16. Hessesche Determinante. § 16. Unendliche Determinanten. 16] 


Akad. d. Wiss. 14 (1883), bewiesen. Fiir binire Formen gilt 
der Satz far jeden Grad >3 (Salmon-Fiedler, Algebra d. 
linearen Transformationen, Leipzig 1877, S. 273). 

Die Hessesche Determinante spielt ebenso wie die Funk- 
tionaldeterminante in der Invariantentheorie sowie in der Geometrie 
der Kurven und Fliichen eine wichtige Rolle. . 


§ 16. Unendliche Determinanten. Systeme von 
‘unendlich vielen linearen Gleichungen.. Bilineare -Formen 
mit unendlich vielen Variablen. 


Unendliche Determinanten wurden von Hill, Acta math. 8, 
26 (1886), Poincaré, Bull. de la soc. math. 14, 77 (1886) 
und Helge von Koch, Acta math. 15, 56 (1891) u. 16, 219 
(1892) in die Analysis eingefihrt. Eine zusammenfassende Dar- 

stellung gibt Cazzaniga (Amn. di mat. (2) 26, 143 (1897), 
Erginzungen (3) 1, 83 (1898) und (3) 2, 229 (1899)). Wie die 
gewohnlichen Determinanten zur Auflésung eines Systems von 
endlich vielen linearen Gleichungen, so dienen die unendlichen 
Determinanten zur Auflésung eines Systems mit unendlich vielen 
Unbekannten. 

Die unendlichen Determinanten werden nach Cazzaniga 
auf folgende Weise definiert: Die GréBen a,, (4 =—«)-.-0,-.. +) 
mégen ein zweifach unendliches System bilden, das quadratisch 
nach vier Seiten hin unbegrenzt angeordnet sei. D,, , bedeute 
die Determinante m + » + 1' Grades: 


eee onl “G40 +++ Ganm 

G_ n+l, —2 Ca ees eres | O59 G_14+1,0 UBS G_yn+ism 
mn 

ann Gn, —n+1 eae n,0 coors Bn, m 


- Nihert sich fiir unendlich wachsende Werte von m und n 
die Determinante D,,,, einer bestimmten endlichen GréBe, so 
schreibt man 

D = [a,,| (i, k = —00, «04,0, -.., +) 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 11 
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und sagt: die wnendliche Determinante ist konvergent und hat 
den Wert D. 
Damit lim D,, , = D existiert, also das GréBensystem a,, 
" M=O2,n=O 3 
eine konvergente Determinante erzeugt, ist notwendig und 
hinreichend, daB. zu jeder noch so kleinen positiven Zahl d 
eine ganze positive Zahl N existiert, daB fiir jedes Zahlenpaar 
m, n> N und alle ganzzahligen positiven Werte p, g: 


(Denes < Be | <d 
wird. 

Die Elemente a,, @=-«,..-,0,. ,+%) heiBen die Diagonal- 
elemente, die Elemente a,, (i 2k) die Nichtdiagonalelemente der 
unendlichen Determinante. ; 

Eine auf die obige Weise definierte unendliche Determinante 
hat dhnliche Eigenschaften wie die endlichen Determinanten. Der 
Wert der Determinante bleibt ungeaindert, wenn man sie um- 
stiirzt, d. h. die Zeilen und die Kolonnen miteinander vertauscht 
und hierbei die Hauptdiagonale beibehalt. Bei Vertauschung 
zweier paralleler Reihen éndert die Determinante ihr Vorzeichen; 
sind also zwei Parallelreihen identisch, so verschwindet die 
Determinante. Bie 

Jede unendliche konvergente Determinante [a,, | 64 = —).-495--- +) 
kann in-eme gleichwertige transformiert werden, deren quadratisch 
geordnete Elemente nur nach rechts und nach unten unbegrenzt 
fortschreiten, d. h. im eine Determinante [a,,,] @#=1)%--4©). 

Dies erzielt man, indem man die Zeilen und die Kolonnen 
der urspriinglichen Determinante etwa derartig vertauscht, daB 
yg %1 41 _1 gq G9 9 gg 4g _--. zum Diagonalglied wird 
und hierauf die Zahlenreihe 0, 1, —1, 2, —.2,... mit 1, 2,3,... 
bezeichnet. 

Geht man umgekehrt von einer konvergenten Determinante *) 
[a,,,] @=1,2,...0) aus und indert diese auBSerdem bei jeder 
Vertauschung ihrer Zeilen und Kolonnen, bei der die Dia- 
gonalclieder in der Hauptdiagonale stehen bleiben, nach Vor- 
aussetzung ihren Wert nicht, so kann man sie in eine gleich- 
wertige Determinante [a,,] @*=-%. +... +) verwandeln, deren 


1) Eine unendliche Determinante [a, al (4,4 =1,2,...,0), deren 
Elemente nur nach zwei Seiten hin unbegrenzt ausgedehnt sind, heiSt 
konvergent, wenn sich die Determinante D, =|a, hil (A, = 1,.2,..4 8) 
fiir unendliche n einer bestimmten endlichen Grenze nihert. 


a 
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- quadratisches Schema die ganze Heese bedeckt. Man setze 


a—1 


_i=—-— fiir ungerade 4 und i =i fiir gerade 1, ebenso 


2 


* far ungerade w und k = = 5 far gerade w und fiihre 


k=a—! 


die notwendigen Zeilen- und Kolonaenverauschonge aus, so 


dab... d_5 9 G1 _1 Mo %y Mgq... Diagonalglied wird. 


Man kann sich daher auf die Betrachtung einer in dem 
obigen Sinn konvergenten Determinante [a, ,,| (,4=1,2,-..%) be- 


schrinken. Im folgenden wird dies geschehen. 


A=a@ =o 
Sind die wnendlichen Produkte iT pi, =p und Tl 1, =4 
wal 


~ unbedingt Eis oa und nicht Null, PY hat die aus der Deter- 


minante D =|a,,,| @=1,2,-.,%) dadurch hervorgehende Deter- 
minante, daB man alle Blewmente der A”" Zeile mit Pi CESTK SD been) 
und alle Elemente der w*" Kolonne mit q,, («=1,2,-..%) multipli- 
ziert, den Wert pqD. 

Eine besondere Gattung im obigen Sinn konvergenter Deter- 
minanten sind salads oe eggs die unendliche Doppelreihe 


der Nichtdiagonalglieder S'S a,,(4 Zu) und das unendliche 
A=1em 1 
A= 


Produkt der Diagonalglieder [J a,, unbedingt konvergieren. Un- 
421 


endliche Determinanten, die diesen Bedingungen gentigen, heifen 
nach von Koch Normaldeterminanten (Acta math. 16, 221). 
Streicht man in einer Normaldeterminante x Zeilen und 
ry Kolonnen, so erhalt man wiederum eine Normaldeterminante. 
Ebenso wie bei endlichen Determinanten kann man bei Normal- 
determinanten den Begriff der Unterdeterminante einfihren. Ver- 
steht man unter A,, die mit (— 1)¢*+’ multiplizierte Deter- 
minante, die aus einer Normaldeterminante durch Streichen der 
eo" Zeile und o* Kolonne hervorgeht, so gilt in Erweiterung 
der bei endlichen Determinanten stattfindenden Relationen (8. 58): 


1A; + ApgAgs + ApsAgs + Ce DoD (o,0=1, 2, -++)y 
a, Ay, + Ay Ag, + as oAs, + Seen 99 gD (0,0 = 1, 2,...). 


Auch der Laplacesche Zerlegungssatz (S. 58) ist er- 
weiterungsfihig. 
Sind A = [a, A (A, Me =1,2,...50) und B = [b, wJ (A, =1,2,. <4) @) 
11% 
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zwei unendliche Normaldeterminanten und bezeichnet man mit ¢, “ 
eine der vier unendlichen Reihen 


Pr 230 eu) 4,0 us) Se J abs 


so ist jede der vier Determinanten C = [e,y) Gm =1,8)--92) 
ebenfalls eine Normaldeterminante und das Produkt von A 
und B (Erweiterung des Cauchy-Binetschen Multiplikations- 
satzes (S. 58)). 

Sei das System unendlich vieler linearer Gleichungen 


Oy, %, + Ayo %y t= Y; (2=1,2,..40) 


mit normaler Determinante D = [a, ,] Gu=12,--4%) gegeben. Fir 
D + 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes Lésungssystem, bei dem 
die absoluten Betrage der Elemente 7, (2=1,2...) s&mtlich Kleiner 
als eine angebbare positive endliche Zahl G sind. Es wird ent- 
sprechend den Cramerschen Formeln, S. 74: 


wee 
De 42 Yu 
w= 
pCa 7 Tage. 
Das homogene System 
¥, = 0 (2 =1,2,..4 0) 


hat, falls die Determinante D ‘nicht verschwindet, nur die 
triviale Lésung 2, = 0 (@=1,2,...,@). 

AuBSer den Normaldeterminanten sind noch weitere un- 
endliche konvergente Determinanten untersucht worden (vgl. auBer 
der bereits zitierten Literatur noch H. v. Koch, Acta math. 24, 
89 (1901)). 

Uber die Lésung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten sind noch neuere Untersuchungen von Hilbert 
(Grundatige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen, 4. und 5. Mitteilung, Gétt. Nachr. (1906), 157 u. 439, 
Rend. Circolo di Palermo 27 (1909) und E. Schmidt, Rend 
Circolo di Palermo 25, 53 (1908)) zu nennen. 

In ihnen werden Nieondiel viele lineare Gleichungen 


A,X, + Ayg%y + °° = 4; (A = 1,2, ..., 6) 


untersucht; hierbei wird vorausgesetzt, daB in jeder einzelnen 


oe 
a 
\ 
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Gleichung die Quadratsumme der absoluten Betrige der Koeffie 
zienten, also 


=o 
2 1%.) (2=1,2,.. 2) 
eel 


konvergiert. Betrachtet werden nur reguldére Lésungen, d.h. solche, 
bei denen 


> |2,/' 


ae 


konvergiert. Unter den fiir die Gleichungskoeffizienten gemachten 
Annahmen werden die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Existenz regularer Lisungen abgeleitet und 
alle solche Lésungen durch immer konvergente Reihen dar- 
gestellt. Ein durch diese Methoden lésbares unendliches Gleichungs- 
system braucht durchaus nicht eine konvergente unendliche 
Determinante zu haben, wie z. B. das einfache Beispiel: 


Ag, =Y;, GQ=3,2,35, 2.3 
lehrt. Ein Gleichungssystem 
@j4%, + Gjg%, + °°: = 9) LE) 


mit Normaldeterminante [a,,,] erfiillt die Hilbert-Schmidtsche 
Bedingung fitr die Gleichungskoeffizienten; denn aus der unbe- 


A= 


dingten Konvergenz des unendlichen Produktes il a,, und der 
unendlichen Doppelreihe der Niiidisgunsigiedas. folgt die Kon- 


vergenz von PACT [? @=1,8,..400 

Die Batata eines Gleichungssystems mit Normaldeter- 
minante beschrinkt sich jedoch nicht, wie dies die Hilbert- 
Schmidtsche Methode tut, auf die reguliren Lésungen; so hat 
das triviale System x, = 1 @=1,2,3,...) eine Normaldeterminante, 
seine Lésungen lassen sich mittelst der erweiterten Cramer- 
schen Formeln (S. 164) finden, sind aber nicht regular. 

Hilbert betrachtet auch quadratische und bilineare 
Formen und orthogonale Substitutionen in unendlich 
vielen Veranderlichen. Wir heben den Begriff der beschranktcn 
Bilinearform von unendlich vielen Variablen hervor. Eine bi- 
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lineare Form von unendlich vielen Variablen und mit beliebigen 
Koeffizienten ; 


@ 


t=o k= 
A = > D> 6%: 
$—1 F—2 


heiBt beschrénkt, wenn eine positive Gripe M existiert, so dap 
fiir jedes n der absolute Betrag des n* Abschnitles, d.h. die 
Gripe 


i=n k=n 
| 4,| =| 5, H;Y; | 
¢#=1k=1 
i=n 
Kleiner als M bleibt fiir alle a,, y,, fir die D3 PM eee 
k=n - t=1 
Ps |y,|? = 1. 
k=1 
Hat man zwei beschrinkte Bilinearformen A und B von 
unendlich vielen Variablen, so existiert ihr Produkt AB genau 
wie bei Bilinearformen von endlich vielen Variablen (vgl. § 6); 
das Produkt AB ist wiederum eine beschrinkte Bilinearform. | 
Fiir das Produkt dreier beschrinkter bilinearer Formen gilt das 
assoziative Gesetz. Hingegen gibt es bei beschrinkten Bilinear- 
formen mit unendlich vielen Variablen nicht mehr notwendig 
eine einzige reziproke oder inverse beschrénkte bilineare Form. 


ist 2. - B. A= 324,941 so ist AX = E lésbar durch 
a= 0c foal r 


a! . ° rT . ee 
; = A;%,Y; + Ue44Yy) Wobei a,, @,,... willktirlich bleiben. Be- 
i= 


sitzt eine unendliche Bilinearform sowohl eine vordere als eine 
hintere Reziproke, so sind beide einander gleich und daher die 
einzigen (vgl. Hellinger u. Toeplitz, Gétt. Nachr. (1906), 
Toeplitz, ebenda (1907), 101 u. 110). 

Uber die Verwendung unendlicher Determinanten in der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen vgl. Schlesinger, — 
Handbuch der Theorie der lincaren Differentialgleichungen 1, 
274, 2,, 529, Horn, Gewdhnliche Differentialgleichungen, Samm. 
Schubert 50, Leipzig 1905, S. 206. 

Wegen unendlicher Determinanten vgl. auch die Darstellung 
von A. Pringsheim in der Encyki. d. math. Wiss. 1, 141. 
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ea We _ Kubische Determinanten und solche héheren 


_ Ranges. 
Sind a,,, n* Elemente mit drei Indices, so heiBt die Summe 
von (n!)? Gliedern ; ahh a 
(m!)? Gliedern ea.) , dy, 4.---4,5, ,, eine kubische Deter 


minante D", falls g,, 9g, ..-, 9, und hy, hg, ...,, jede An- 
ordnung der Zahlen 1, 2,..., m bedeuten und « die positive 
oder negative Kinheit ist, je nachdem die Summe der Inver- 
sionen in den zwei Anordnungen 9,, 9,,..., 9, und hy, hy, ..., hy. 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. In einer kubischen Deter- 
minante sind m! gewéhnliche Determinanten enthalten. 

Anstatt die ersten Indices in der Reihenfolge 1, 2,..., ” 
geordnet anzunehmen und die zweiten und dritten Indices zu 
permutieren, kann man auch die zweiten Indices natiirlich ge- 
ordnet denken, die ersten und dritten permutieren und nach 
ihnen die Vorzeichenbestimmung vornehmen. Dann erhalt man 


eine kubische Determinante D®). Durch Festbleiben der dritten 


Indices kann schlieBlich eine kubische Determinante D®) definiert 


werden. Die drei kubischen Determinanten D®, D@) und D® 


sind im allgemeinen verschieden. 

Kubische Determinanten wurden zuerst (1861) von 
de Gasparis behandelt. Wegen ihrer Eigenschaften und 
Literatur sei auf Pascal, Determinanten, S. 184, Ginther, 
Determinanten, sowie Scott, Lhe theory of determinants, 8. 110, 
verwiesen; wir begniigen uns hier mit~ Hervorhebung von 
Hedrick, Annals of math. (2) 1, 49 (1900), wegen der zahl- 


_ reichen Literaturangaben. 


Unendliche kubische Determinanten behandelt Cazzaniga, 


— Math. Ann. 53, 272 (1900). 


Noch allgemeiner lassen sich Determinanten hdhcren Ranges 


als Summen von (m!)”~* Gliedern einfiihren; jedes Glied ist, 


abgesehen von der positiven oder negativen Einheit, ein Produkt 
von n Faktoren; jeder dieser weist v Indices auf. Die Deter- 
minante D@) wird aus dem Glied @,,,...1%399...2°°:Gann-.-n 
gewonnen, indem man bei den m Faktoren die ersten Indices 
festhélt und die v —1 folgenden auf jede Art anordnet; jedes 
Glied evhilt das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem 


‘die Summe der Inversionen, welche die v — 1 variablen Indices 


liefern, eine gerade oder ungerade Zahl ist. Wegen Deter- 
minanten hdheren Ranges vgl. Gegenbauer, Wiener Akad. 
Denkschriften 43, aweiter Teil, 17 (1882), 46, 291 ff. (1883), 
G. v. Escherich, ebenda 43, 1 (1882). 


Kapitel IIL. 


Algebraische Gruppentheorie. 
Von Alfred Loewy in Freiburg i. Br. 


§ 1. Historisches. Definition der Gruppe. Beispiele. 
Das Feld oder der Korper. 


Mag auch die Idee der Gruppe ,,implizit so alt wie der 
mathematische Gedanke sein“, so hat sich der Gruppenbegriff 
doch erst bei der Behandlung der algebraischen Gleichungen klar 
und deutlich herausgebildet. Lagrange wurde 1770 in seinen 
Réflexions sur la résolution algébrique des cquations, Huvres 3, 
205 (vgl. Pierpont, Bull. Am. M. S. 1, 196 (1895)), Vander- 
monde in seiner Résolution des ¢quations (1770) (deutsche 
Ausg., Berlin 1888) und vor allem Ruffini (vgl. Burkhardt, 
Die Anfdnge der Gruppentheoric und Paolo Ruffini, Zischr. f. 
Math. u. Phys. 37, Suppl., S. 119 (1892) oder Ann. di mat. 
(2) 22, 175 (1894)) bei seinen Unmiglichkeitsbeweisen fiir die 
algebraische Auflisbarkeit der Gleichungen von héherem als 
viertem Grad auf die Buchstabenvertauschungen oder die Lehre 
der Permutationsgruppen gefibrt. Cauchy (J. ¢c. polyt., Cah. 17, 
1 u. 29 (1815), Geuores (2) 1, 64 u. 91, Eaercices d’analyse 3 
(1844), 151, C. R. 21 (1845), Euvres (1) 9, C. R. 22 (1846), 
(Ewores (1) 10) hat die einzelnen Si&tze seiner Vorginger er- 
ginzt, systematisch dargestellt und ,,in Terminologie und Be- 
zeichnungsweise das Handwerkszeug geschaffen, dessen die Theorie 
der Permutaiionsgruppen zu ihrer Fortentwicklung bendtigte'. 
Auch Abel (Journ. f. Math. 1, 65 (1826), 4, 131 (1829), 
(Euvres par Sylow et Lie (1881), 1, 28, 66 u. 478, 2, 217 u. 
329) ist zu nennen; denn wie er stets gewdhnt war, ,den 
héchsten Standpunkt einzunehmen“, so sind auch seine -alge- 
braischen Arbeiten von gruppentheoretischen Ideen durchtrinkt. 
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Galois (1811—1832) (Gwvres, publ. par J. Liouville, 
Journ. de math. (1), 11, 381 (1846), separat von Picard 


 (1897)) verdankt man den fiir Gruppen im weitesten Sinn 


fundamentalen Begriff der invarianien Untergruppe sowie die 
hierauf gegriindete Hinteilung der Gruppen in einfache und 


- eusammengesetzte. Von Galois stammt auch die Bezeichnung 


Gruppe“, Cauchy spricht von einem ,,systéme de substitutions 
conjuguées“, eine Bezeichnung, die sich auch in J. A. Serrets 
Algcbre supéricure 2, 3. éd., Paris 1866, findet. Die auBer- 
ordentliche Bedeutung der Permutationsgruppen erhellt aus 


Galois’ Nachweis, daB zu jeder algebraischen Gleichung eine 


"I 


Permutationsgruppe, die sogenannte Galoissche Gruppe, gehért; 
sie spiegelt alle Eigenschaften der betreffenden Gleichung wieder. 
C. Jordans Traité des substitutions et des cquations alg¢briques, 
Paris 1870, bedeutet fiir die Theorie der Permutationsgruppen 
einen Markstein. i 

Die analytische Darstellung der Permutationsgruppen fihrte 


Galois (Hwores par Picard, p. 27) auf eine auch unabhingig von 


den Buchstabenvertauschungen zu definierende Klasse endlicher 
Gruppen, die nach F. Klein (Math. Ann. 17, 63 (1880)) soge- 
nannten IKongrucnzgruppen. Diese Schépfung Galois’, aut das 
innigste mit den sogenannten Galoisschen Imaginiiren oder dem 
Galoisschen Feld GF'[p"] (vgl. unten) verkniipft, licfert uns 
- eine ganze Reihe einfacher Gruppen. Unter den Gruppen endlicher 
Ordnungen sind die einfachen Gruppen die selteneren, aber auch 
die interessanteren; fiir eine groBe Anzahl algebraischer Glei- 
chungen, welche der Funktionentheorie und Geometrie entspringen, 
sind sie von gréBter Wichtigkeit. Eine zusammenfassende Dar- 
stellung unserer Kenntnisse von den Kongruenzgruppen gibt das 
auch an eigenen Resultaten reiche Werk von L. E. Dickson, 
Linear groups with an exposition of the Galois field theory, 
Teubners Samml. 6, Leipzig 1901. Neben ihm kommen fiir die 
alteren Untersuchungen in diesem Zweig der Gruppentheorie 
C. Jordans Traité sowie Klein-Fricke, Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen, 2 Bde., Leipzig 1890/92, in Betracht. 
DaB bei einer Gruppe nicht die Art der Darstellung 
der Elemente, sondern das Gesetz fiir ihre Kombination 
den springenden Punkt bildet, es sich also um Fragen eines 
allgemeineren und abstrakteren Gedankenkreises handelt, sprachen 
zuerst Cayley (1854) und (1878) (Coll. math. papers 2, 123 
und 10, 401) und Kronecker (Monatsb. d. Berl. Akad. (1870), 
Werke 1, 274) aus. Der Zweig der Gruppentheorie, der die 
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Gruppe unabhaéngig von der Darstellung ihrer Elemente studiert, 
wird als abstrakte oder allgemeine Gruppentheorie bezeichnet. 
Die Theorie der abstrakten Gruppen mit einer endlichen An- 
zahl von Elementen und die Theorie der Permutationsgruppen 
haéngen auf das innigste durch den Satz zusammen: Jede end- 
liche abstrakte Gruppe ist mit einer Permutationsgruppe ho- 
loedrisch isomorph, kann also durch eine Permutationsgruppe 
vertreten werden. 

Der Begriff ,Gruppe“ ist aber nicht auf eine endliche 
Anzahl von Elementen beschrinkt. Wire man bei den linearen 
homogenen Differentialgleichungen genau auf die gleiche Weise 
vorgegangen wie Lagrange und Galois bei den algebraischen 
Gleichungen, so hatte man auf diesem Wege zu einem tieferen 
Studium der’ allgemeinen linearen homogenen Substitutions- 
gruppen und der Gruppen mit unendlich vielen Elementen ge- 
langen kénnen (vgl. E. Picard, Traité d’analyse 3, Paris 1896, 
Chap. 16 u. 17, sowie die elementare Darstellung von A. Loewy, 
Math. Ann. 65, 129 (1908)). Der historische Weg war ein 
anderer. Die Invariantentheorie der linearen homogenen Sub- 
stitutionen oder, geometrisch gesprochen, die projektive Geometrie 
fiihrte zu dem Begriff der Gruppe von unendlich vielen 
Elementen. Die Gruppe erscheint hier analytisch als die Ge- 
samtheit der linearen homogenen Substitutionen: 


ta ’ fs ' f 
Ly = H;4%, + Ag % +--+ G;,%,, (é=1,2,...,2), 


wobei die Determinante |a@,,| (*=1,2,--+») von Null ¥erschieden 
ist. Deutet man die Variablen als homogene Punktkoordinaten 
eines » — 1 dimensionalen Raumes, so hat man alle kollinearen 
Umformungen des R,_,, d. h. alle Transformationen des R,_,, 
die Punkte in Punkte tiberfiihren, vor sich. Die erste Arbeit, 
in der die unendliche Gruppe explizit eine wesentliche Rolle 
spielt, stammt von ©. Jordan (C. R. 65, 229 (1867), Ann. di 
mat. (2) 2, 167 u. 322 (1869)). Bei Zugrundelegung recht- 
winkliger Kartesischer Koordinaten findet eine Bewegung ihren 
analytischen Ausdruck in den Formeln: 


Ul . , ee 

= AyyX + AyeY + Ay3% + by, 
, la , 

Y = Ag,% + Aggy + Mg3% + by, 
, Ul , 

Z= 03,0 + Asey¥ + Ggg2 + bg, 


wobei die Matrix-||a;,{| @*=1,3,8) eine eigentliche orthogonale 
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‘Substitution (Kap. II, § 10) bestimmt. Die Gesamtheit aller 
angegebenen Qperationen bildet die Bewegungsgruppe 8. 
C. Jordans Problem ist das Studium aller Untergruppen der 
Bewegungsgruppe &. 
> Dann haben sich F. Klein und 8. Lie des Gruppenbegriffes 
bem&chtigt und vornehmlich ibnen ist es zu danken, daB sich 
die Gruppentheorie in fast allen Teilen der héheren Mathematik 
mehr und mehr Geltung verschaffte. S. Lie ist der Schépfer der 
Theorie der kontinuierlichen Transformationsgruppen, 
die in einem besonderen Kapitel behandelt wird. Kleins so- 
genanntes Erlanger Programm (1872) ,, Vergleichende Betrach- 
tungen tiber neuere geometrische Forschungen“ (wiederabgedruckt: 
Math. Ann. 48, 63 (1893)) will die ganze Geometrie als 
gruppentheoretisches Problem auffassen. Als weitere Aus- 
fihrung dieser Ideen ist die autograph. Vorlesung_,,Hinleitung 
in die hihere Geometrie« (Gottingen 1892/93) anzusehen. Vogl. 
auch Heffter und Kiéhler, Lehrbuch der analytischen Geometrie, 
_ Leipzig 1905. Bei Zugrundelegung rechtwinkliger Kartesischer 

Koordinaten erscheint die elementare Geometrie als das Studium 
aller Transformationen: 


ta A (ay, 2" + Gy + Q,52) +b, 
y =A (dgy% + Assy an Ay 3 2) + b,, 
£=1(ag,2 + dgoy’ + a352) + bg, 


wobei die Matrix ||a,,|| @+=1,2,3) eine eigentliche orthogonale | 
Substitution bestimmt. Der Inbegriff aller dieser Transformationen 
hat Gruppencharakter, er setzt sich aus Bewegungen, die man 
erhilt, wenn die willktirliche Konstante 11 gewahlt wird, 
Ahbnlichkeitstransformationen, Spiegelungen sowie allen hieraus 
resultierenden Transformationen zusammen. Diese Gruppe heiBt 
nach F. Klein die Hauptgruppe. Man vgl. fir diese Fragen 
besonders den Artikel von Fano, Kontinuierliche geometrische 
Gruppen. Die Gruppentheorie als geometrisches Einteilungsprinzip, 
Eneyki. d. math. Wiss. 3, S. 289. Vorziiglich beschiftigte sich 
F. Klein aber mit dem Studium der diskontinuierlichen end- 
lichen wie unendlichen Gruppen, die er fir eine Fiille der 
verschiedenartigsten Untersuchungen geometrischer, zahlentheo- 
retischer und funktionentheoretischer Art verwendete. Seine 
Untersuchungen sind in folgenden Lehrbiichern zusammengefaBt: 
Vorlesungen tiber das Ikosaéder und die Auflisung der Glei- 
chungen vom 5. Grade (Leipzig 1884). Vorlesungen tiber die 
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Theorie der elliptischen Modulfunktionen, herausg. von Fricke, 
2 Bde., Leipzig 1890/92. Fricke u. Klein, Vorlesungen tber 
automorphe Funktionen, Bd. 1, Leipzig 1897, Bd. 2, 1. Liefe- 
rung 1901. 

AuBer den schon zitierten Werken kommen fir die in_ 
diesem Kapitel zu behandelnden Gegenstinde hauptsachlich fol- 
gende Lehrbiicher in’ Frage: 

Fir das Gesamtgebiet: H. Weber, Lehrbuch der Algebra. 
Bd. 1 u. 2, Braunschweig, 2. Aufl. 1898 u. 1899. 

Fir Permutationsgruppen: E. Netto, Swubstitutionenthcore 
und thre Anwendungen auf Algebra, Leipzig 1882. 

Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni, 
Pisa 1900. 

Fir abstrakte Gruppen: J. A. de Séguier, Eléments de 
la théorie des groupes abstraits, Paris 1904. 

Fiir endliche abstrakte Gruppen und Permutationsgruppen: 
W. Burnside, Theory of growps of finite order, Cambridge 1897, 
E. Netto, Gruppen- und Substitutionentheorie, Samml. Schubert 55, 
Leipzig 1908. 

Eine eingehende Zusammenstellung der Literatur und der 
Lehrsiitze iiber Permutationsgruppen und endliche abstrakte 
Gruppen gibt B. S. Easton, The constructive development of 
group-theory with a bibliography, Boston 1902. Sehr schatzens- 
werte Fiihrer in der neueren gruppentheoretischen Literatur sind 
die Referate von G. A. Miller, Bull. Am. M.S. (2) 5, 227—249 
on (2) 9, 106—123 (1902), (2) 14, 78—91, 124—133 
1907), (2) 7, 121-—130 (1900), sowie von L. E. Dickson, 
ebenda (2) 6, 13—27 (1899). SchlieBlich sei noch auf die 
Artikel ,,Aindliche diskrete Gruppen“ von H. Burkhardt und 
»lindliche Gruppen linearer Substitutionen“ yon A. Wiman in 
der Encyklopiddiec der math. Wiss. 1, 208 u. 522 verwiesen. 


Eine Gruppe liBt sich auf folgende Weise definiercn: Fiir 
ein System & von Elementen — man sagt auch Dingen, Opera- 
toren — A, B, C,... sei irgendeine Vorschrift gegeben, die 
aus zwei beliebigen gleichen oder ungleichen Elementen A und B 
eindeutig stets ein drittes C bestimmt. Man schreibt C= AB. 
Das Verfahren wird als Komposition oder Multiplikation 
bezeichnet, C heiBt das Produkt von A und B oder auch 
das Resultat der Komposition von A und B. 

Die Elemente von © bilden eine Gruppe, wenn sie, auger 


§ 1. Definition der Gruppe. 173 


_ dap sie untereinander komponiert werden kinnen, noch die fol- 
genden vier Postulate erfilien: 

1. Das Produkt irgend zweier Elemente von © gehért & an. 

2. Die Produktbildung ist assoziativ, d.h. sind A, B, C 
irgend drei Elemente aus ©, so soll A(BC) = (AB)C sein. 

; 3. In © gibt es wenigstens ein Element J, so daB fiir jedes 

Element A von © die Gleichung AJ = A gilt. (J heiBt rechts- 
hindiges EHinheitselement.) 

_ 4, Existieren Elemente J, so soll fiir ein besonderes J und 
fiir jedes A die Gleichung AX = J. durch ein Element von © 
lésbar sein. 

Die angegebenen vier Postulate sind voneinander unab- 
héngig, d. h. es 1é8t sich aus drei von ihnen niemals das vierte 
als beweisbarer Lehrsatz ableiten. Die vier Postulate bleiben 
auch voneinander unabhingig, wenn man zu ihnen noch ein 
fiinftes tiber die Anzahl der verschiedenen Elemente von & hin- 
zufiigt: Die Anzahl der verschiedenen Elemente von & 

5,) sei gleich m, wobei m eine beliebige endliche Zahl 
ist, oder 

5,) sie bestehe aus einer abzihibar unendlichen Menge oder 

5s) sie bilde eine nicht abzéhlbare unendliche Menge. 

Die gegebene Definition einer abstrakten Gruppe durch 
voneinander unabhingige Postulate ist die Moore-Dicksonsche 
(E. H. Moore, Trans. Am. M.S. 8, 485 (1902), 5, 549 (1904), 
6, 179, L. E. Dickson, ebenda 6, 198 (1905)). Wegen anders 
- gefaBter Definitionen einer abstrakten Gruppe vgl. Huntington, 

Trans. Am. M. S. 6, 181 (19085). ; 

Man beweist: Eine auf die obige Weise definierte Gruppe © 
enthalt nur ein einziges Hinheitselement; es 14Bt sowohl als links- 
_ handiger oder vorderer Faktor wie als rechtshandiger oder hin- 
terer Faktor jedes Element von © ungeindert: Dieses einzige 
Einheitselement wird im folgenden ausnahmslos mit E oder 1 
bezeichnet. 

Auf Grund der eingefiihrten Postulate beweist man ferner: 
Zu jedem Element A von G gibt es in © ein und auch nur 
ein Element X, das gleichzeitig den zwei Gleichungen 4 X = E 
und XA=E geniigt. Dieses Element X wird mit A~’ be- 
zeichnet und heiBt das zu A imverse oder reziproke Element. 
Es ist also AA~1=A-1A = E. 

Fir das reziproke Element eines Produktes AB gilt die 
Relation 

(AB)7! = B-1A-?, 
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Setzt man ein Element A a-mal als Faktor, so wird das 
Resultat der Komposition mit A® bezeichnet und die «” Potenz 
von A genannt. Unter A®° soll das Kinheitselement E ver- 
standen werden. Setzt man A~! a-mal als Faktor, so entsteht 
ein Element, das mit A-* bezeichnet wird. (A-1)? = A® ist 
das reziproke Element von A%. Fiir positive und negative ganz- 
zahlige Werte von « und f gilt ebenso wie fiir verschwindende a 
und f die Relation 


A® AB x= APA® = Arth 


Eine Gruppe @ mit einer endlichen Anzahl verschiedener 
Elemente heiBt eine endliche Gruppe. Besitzt die endliche 
_ Gruppe @ x verschiedene Elemente, so heiBt n die Ordnung 
der Gruppe (Cauchy bedient sich schon der Bezeichnung ,,ordre“, 
H. Weber, Algebra 2, 4 verwendet abweichend vom iiblichen 
Sprachgebrauch Grad fiir Ordnung), und man schreibt ©. Eine 
Gruppe mit unendlich vielen Elementen hei®t eine wmendliche 
Gruppe. 

Bei einer Gruppe ist das Produkt AB zweier Elemente im 
allgemeinen von dem Produkt BA verschieden. Ist das Produkt 
zweier Gruppenelemente A und B unabhangig von der Reihen- 
folge der Faktoren, ist also AB — BA, so heiBen die Ele- 
mente A und B vertauschbar oder kommutativ. Jedes Gruppen- 
element ist mit seinen positiven wie negativen Potenzen 
vertauschbar. Das Einheitselement ist mit allen Gruppen- 
elementen vertauschbar. 

Hine Gruppe, die nur aus vertauschbaren Elementen be- 
steht, heiBt eine vertauschbare, kommutative oder Abelsche 
Gruppe. Der letztere Name ist mit Riicksicht auf die Higen- 
schaften der von Abel untersuchten besonderen Klasse alge- 
braisch auflésbarer Gleichungen gegeben worden, die eine ver- 
tauschbare Galoissche Gruppe haben (Abel, Mémoire sur une 
classe particuliére d’équations résolubles algébriquement, Journ. 
f. Math. 4,131 (1829), Guvres par Sylow et Lie 1, 478, deutsche 
Ausgabe mit Anm. von A. Loewy in Ostwalds Klassikern der 
exakten Wiss. No. 111). 

Kine Gruppe, die nur aus den Potenzen eines einzigen 
Elementes besteht, also bloB die Elemente: 


ep Aa ene AeA 
umfaBt, heiBt zyklisch, Es gibt sowohl endliche als auch un- 
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- endliche zyklische Gruppen. Jede zyklische Gruppe ist eine 
_ kommutative Gruppe. 

Ein Beispiel fiir eine nicht kommutative unendliche 
Gruppe gibt die Gesamtheit aller Matrices gleichen Grades von 
nichtverschwindenden Determinanten, wenn man sie komponiert; 
Einheitselement der Gruppe ist hierbei die Hinheitsmatrix (vgl. 
Kap. Il, § 6). Weitere Beispiele nichtkommutativer unendlicher 
Gruppen sind: die Gesamtheit aller Matrices gleichen Grades, 
deren Determinanten den absoluten Betrag 1 haben, die Gesamt- 
heit aller Matrices gleichen Grades, deren Determinanten den 
_ Wert + 1 haben, die Gesamtheit aller Matrices gleichen Grades, 
die orthogonale Substitutionen bestimmen, die Gesamtheit aller 
Matrices, deren Koeffizienten rationale Zahlen oder algebraische 
Zahlen sind, falls man sie nach dem fir Matrices geltenden 
Kalkiil komponiert. Einheitselement bei diesen Gruppen ist stets 
die Einheitsmatrix. 

Durch jedes System héherer komplexer Zahlen werden 

Gruppen bestimmt (vgl. 8. 99ff.). 

7 Als geometrisches Beispiel fiir eine unendliche nicht- 
kommutative Gruppe kann die schon oben erw&hnte Gesamt- 
heit aller kollinearen Umformungen des Raumes dienen. Jede 
Raumtransformation, die Punkte in Punkte iiberfiihrt, ist 
eine eindeutig umkehrbare Operation. Werden zwei solche 
Transformationen nacheinander ausgefiihrt, so l4Bt sich ihr 
Resultat stets durch eine dritte derselben Art erzielen. Fir 
die Zusammensetzung von Kollineationen gilt offenbar auch 
das assoziative Gesetz. Die Gesamtheit. der kollinearen Um- 
formungen des Raumes lat also Gruppencharakter; man be- 
zeichnet diese Gruppe auch als _ ,,allgemeine projektive Gruppe“. 
Die allgemeine Form einer einzelnen projektiven Transfor- 
mation lautet fiir unseren A, in unhomogenen Punktkoor- 
dinaten %, ¥, 2: 


c= Oy 2 + sy t+ 53% +A, 
Oy, @ + Aggy + Mg % + Oy,” 
af Gig, U + Oe_ ¥ + hy 5 # + G4 
Oy, 2 + Oey + 42 atc a,,’ 
vas a a ys YF G55 2" + Ope 
M10 + yey + ee + a,” 
wobei die Konstanten a,, nur der Bedingung zu geniigen haben, 
daB die Determinante |a,,| %*=1,3,3,4) nicht verschwinden darf. 
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Die allgemeine projektive Gruppe umfaBt die Hauptgruppe wie 
die Bewegungsgruppe (vgl. oben S. 171). 

Beispiele fiir endliche, nichtkommutative Gruppen 
werden im folgenden in der Form von Permutationsgruppen, Kon- 
gruenzgruppen und endlichen Gruppen linearer homogener Sub- 
stitutionen behandelt werden. Wir begniigen uns damit, an dieser 
Stelle auf ein durch die Geometrie geliefertes Beispiel hinzu- 
weisen, nimlich auf gewisse in der Bewegungsgruppe unseres 
Raumes enthaltene Gruppen, die endlichen Gruppen der regularen 
Kérper. Die Gesamtheit der Drehungen, die einen reguliren Kérper 
mit sich selbst zur Deckung bringen, bildet eine Gruppe. Das 
Tetraéder .wird durch 12, das Oktaéder und der Wirfel durch 
24, das Ikosaéder und das Dodekaéder durch 60 Drehungen 
mit sich selbst zur Deckung gebracht. 

Eine unendliche kommutative Gruppe bildet beispiels- 
weise die Gesamtheit unserer gemeinen komplexen Zahlen a+ 1b, 
wenn man die gewdhnliche Addition als Komposition der Ele- 
mente ansieht. Einheitselement dieser Gruppe ist die Null. Eine 
unendliche kommutative Gruppe wird auch bei Ausschlu8 der 
Null von der Gesamtheit unserer gemeinen komplexen Zahlen 
a+ ib gebildet, wenn man die gewdhnliche Multiplikation als 
Komposition der Elemente auffaBt. Einheitselement der Gruppe 
ist hierbei die Zahl 1. 

Die bei dem System der gemeinen komplexen Zahlen ent- 
gegentretende doppelte Verknipfungsfihigkeit der Elemente mit 
Gruppencharakter fiihrt zum Begriff des Feldes oder Kérpers oder 
Rationalitdisbereiches. Wir betrachten ein System © von Ele- 
menten, die sich auf zwei Arten verkniipfen lassen. In bezug 
auf die erste Verkniipfung, die als Addition bezeichnet wird, 
sollen die Elemente von © eine Gruppe bilden. Fiir die zweite 
Art der Komposition, die Multiplikation heiBe, wird verlangt, 
daB die Elemente von ©, wenn man die Einheit der additiven 
Gruppe, die 0 heiBe, ausschlieBt, eine kommutative Gruppe 
bilden. Die Multiplikation der Elemente von © mit 0 soll 
nach der Relation 0-2=—2-0=0 statthaben. SchlieBlich 
soll die Multiplikation der Elemente von © in Verbindung mit 
der Addition distributiv sein. a(b+c)=ab-+ac. Genitigen 
die Elemente von © den angefiihrten Bedingungen, so ist, wie 
man beweisen kann, auch die bei der additiven Verkniipfung der 
Elemente von © entstehende Gruppe kommutativ (vgl. Hilbert, 
Math.-Ver. 8, 183 (1899)). Ein System ©, dessen Elemente 
den obigen Bedingungen geniigen, heiBt ein Feld. Kérper oder 
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Rationalitdisbereich. Kurz kann das Feld als ein in sich 
abgeschlossenes Elementensystem definiert werden, fiir 
das die gewéhnlichen Satze der Algebra gelten. Ab- 
strakte Definitionen des Feldes geben H. Weber, Math. Ann. 
43, 526 (1893), Dickson, Trans. Am. M. S. 4, 13 (1903), 
6, 198 (1905), Huntington, ebenda 4, 31 (1903) und 6, 181 
(1905). Unendliche Felder sind: die rationalen Zahlen, alle 
reellen Zahlen, alle algebraischen Zahlen, die Gesamtheit aller 
Zahlen, wenn man sie in gewdhnlicher Weise additiv und 
multiplikativ verknipft. Die abstrakten Definitionen fir den 
KGrper lassen sich auch zur Einfiihrung der gemeinen komplexen 
Zahlen unseres Zahlensystems verwenden. Vgl. Huntington, 
A set of postulates for real algebra, for ordinary complex algebra, 
Trans. Am. M. 8. 6,17 und 6, 209 (1905). 

Fundamental ist die Existenz endlicher Felder oder end- 
licher Korper. d.h. soleher mit nur endlich vielen verschiedenen 
Elementen. 

Ist p eine positive Primzahl, so erhailt man auf folgende 
Weise ein endliches Feld mit p verschiedenen Elementen: Wir 
teilen die ganzen positiven Zahlen mod p in p Klassen, so daB 
alle mod p kongruenten Zahlen derselben Klasse angehéren, 
wabrend mod p inkongruente Zahlen in verschiedene Klassen 
fallen: 


Ky: 0, Pp, 2p, 3p, 
K,: 1, pti, 2n9+1, 3p+4+1,... 
K, : Be Pa, 20 42, Spt A 


K,_,:p—1, 29—1, 3p—1, 4p—1,... 


Wir definieren Addition und Multiplikation der Klassen 
nach dem Gesetz K, + K, = K,, K,-K,=XK,,, wobei s und m 
die kleinsten positiven Reste mod p der Zahlen a+ b bezw. 
a-b bedeuten. Die Klassen K,, K,,..., K,_, oder ihre Re- 
prasentanten, die Zahlen 0, 1,2,...,»— 1, bilden ein endliches 
Feld yon p Elementen. Man bezeichnet es auch als GF[p]. 

Ein endliches Feld der Ordnung p” (p Primzahl) 14Bt sich 
mittelst Kongruenzen durch ganze Funktionen einer Variablen 
mit ganzzahligen Koeffizienten einftihren. Zwei ganze 
Funktionen f(z) und f,(7) einer Variablen x mit ganzzahligen 
Koeffizienten heiBen kongruent in bezug auf die Primzahl p, 
: Pascal, Repertorium. L 2. Auf. 12 
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wenn in der ganzen Funktion f(x) — f(a) jeder Koeffizient 
durch die Primzahl p ohne Rest teilbar ist; alsdann schreibt 
man f(a“) =/f,(x) (mod p). Fir die hier vorliegenden Zwecke 
heiBt eine ganze Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten vom 
Grad m, wenn 2” die hichste Potenz ist, deren Koeffizient nicht 
durch p teilbar ist. Die ganze ganzzahlige Funktion P(x) vom 
n> Grad, bei der x” die Einheit als Koeffizient habe, heiSt 
irreduzibel, falls keine Kongruenz P(x) = f,(x) fy(~) (mod p) 
méglich ist, wobei f,() und f,(x) ganze ganzzahlige Funktionen 
niederen als n°" Grades bedeuten. 

Jede ganze ganzzahlige Funktion G(x) 148t sich vermittels 
der Funktion P(x) in die Form: 


G(a) = P(«) Q(a) + R(z) 


bringen, wobei der Rest R(x) eine ganze Funktion mit ganz- 
zahligen Koeffizienten von niedrigerem als n*™ Grad ist. Sind 
G(x) und G,(x) zwei ganze Funktionen mit ganzzahligen 
Koeffizienten und ihre durch Division mit P(x) gewonnenen 
Reste R,(x) und R,(x) kongruent mod p, so werden G, (a). 
und G,(z) als kongruent in bezug auf den Doppelmodul p, P be- 
zeichnet. Man schreibt 


G,(w) = G,(x) (mod p, P@)). 


In bezug auf den Doppelmodul p, P zerfallen die ganzen 
Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten in p” Klassen in- 
kongruenter Funktionen; jede von diesen wird durch eine der 
p” ganeen Funktionen: ° 


fy + te + att. +t yet! 


_ reprdsentiert; hierbet haben t, t,, ty, ..+,%,_, die Reihe der 

Zahlen 0,1, 2,...,p —1 ew durchlaufen. Addiert und mul- 
tipliziert man die ganzen Funktionen mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten, so ist sowohl ihre Summe als auch ihr Produkt einer 
der »” angegebenen untereinander inkongruenten Funktionen kon- 
gruent in be:ug auf den Doppelmodul (p, P). Die p” Klassen 
mod (p, P) inkongruenter ganzer Funktionen mit ganzzahligen 
Koejfizienten bilden cin endliches Feld von p" Elementen. Man 
bezeichnet es (HK. H. Moore, Math. papers of the Chicago Con- 
gress, 1893, publ. 1896, S. 211) Galois zu Ehren, der (Sur 
la théorie des nombres (1830), Géuvres, p. 15) zuerst endliche 
Felder mit p” Elementen verwendete, als GF'[p”|. Statt der 
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oben beniitzten p” Funktionen kann man sich auch der von . 


Galois a. a. 0. eingefiihrten sogenannten Galoisschen Ima- 
gmaren oder (H. Weber, Algebra 2, 305) der Wurzeln der 
Gleichung P= 0 bedienen. Das GF [p"] ist Gegenstand des 
Werkes von L. E. Dickson, “inear groups with an exposition 
of the Galois field theory, Leipzig 1901, vgl. ferner J. A. Serret, 
Algébre supérieure, Paris 1866, 2, 121, de Séguier, Eléments 
de la théorie des groupes abstraits, Paris 1904, p. 28. 

Ein endliches Feld von py” Elementen Lefort auch die 
Idealtheorie mittels Kongruenzen nach Primidealen n‘" Grades. 
Ist p ein Primideal n‘" Grades im Kérper &, also die Norm 
von ) gleich der n*” Potenz der rationalen Primzah] p, so ist 
die Anzahl der nach dem Ideal p untereinander inkongruenten 
ganzen Zahlen des Kérpers ® gleich p”. Diese p” Zahlen bilden 
ein Feld mit p* Elementen. Man kann auch stets einen Kiérper & 
mit Primidealen finden, deren Norm einen vorgegebenen 
Wert p” hat; im Kreiskérper der py” — 1%" Hinheitswurzeln ist 
nimlich die Primzahl p in Primideale n*" Grades zerlegbar 
(vgl. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahikirper, Math. 
Ver. (1897), Satz 125, S. 333). 

Fir die endlichen Felder gilt folgender Fundamentalsatz 
von E. H. Moore (Math. papers of the Chicago Congress, 1893, 
8. 220, L. E. Dickson, Linear groups, 8.13, E. H’ Moore, 
The decennial publications of the university of -Chicago, Vol. IX, 
S. 7, Chicago 1903): Dic. Anzahl der verschiedenen Elemente 
ai endeute endlichen Feldes kann nur gleich ciner Primzahl 
oder gleich einer ihrer Potenzen sein. .Jedes mégliche endliche 
Feld hat in einem GF[ "| seinen Verireter. Das GF{[p"| 
ist unabhingig von der speziellen Wahi der irreduziblen Funk- 
tion P(a); es wird durch p wnd n villig charakterisiert (letzteres 
Resultat eigentlich schon bei Galois, Cwvres, p. 17). Jedes 
endliche Feld © mit p” Elementen kann also mit jedem end- 
lichen Feld ©’ mit p” Elementen derartig in eine eindeutige Be- 
ziehung gesetzt werden, daB, wenn a’, b’, ¢ Elemente aus © 
sind, die den Elementen a, 6, c aus & entsprechen, sich aus der 
Relation a+6b=c die Gleichune atbv=c¢ und umgekehrt 
ergibt und aus ab=c die Reziehung ab’=c und umge- 
kehrt folgt. f 
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§ 2. Allgemeines tiber abstrakte Gruppen. 


Eine Gruppe § heiBt eine Untergruppe (Lie, Netto, 
Frobenius) ein Divisor (Galois, Gwres, p. 58) oder ein 
echter Teiler (Weber, Algebra 2, 7) einer Gruppe ©, wenn 
simtliche Elemente von § auch der Gruppe @© angebtren und 
@ auBer den Elementen von § wenigstens noch ein Element 
enthalt. 

Das Einheitselement ist eine Untergruppe jeder Gruppe. 
Ist A irgendein Element einer Gruppe ©, so bilden die Elemente 


Ar 1 ATE AOA APA 


eine zyklische Untergruppe von ©. Hat diese Reihe lauter ver- 
schiedene Elemente, so heiBt A ein Element unendlich hoher 
Ordnung. Hat die obige Reihe nicht lauter untereinander ver- 
schiedene Elemente, so wird eime Potenz des Hlementes A 
gleich dem KEinheitselement. Im diesem Falle heiBt ,das Ele- 
ment A von endlicher Ordnung. Ist a die -kleinste positive 
Zahl, fiir die A* = 1 wird, so heiBt a die Ordnung oder die 
Periode des Elementes A. (H. Weber, Algebra 2, 11 sagt Grad 
des Elementes A.) 

Ist A ein Element der endlichen Ordnung a, so enthilt 
die Reihe: A®, A, A?, A®,..., A%~! @ voneinander verschie- 
dene Elemente und erschépft alle positiven wie negativen Po- 
tenzen von A. (Diese Sitze finden sich bereits bei Abel, vgl. 
Ostwalds Klassiker d. exakten Wiss. Nr. 111, S. 6.) 

Alle Elemente, die zwei Gruppen 6, a 6, gemeinschaft- 
lich angehéren, bilden wiederum eine Geae: sie heiBt der 
grépte gemeinschaftliche Tciler oder nach Study (H. Weber, 
Algebra 2, 10) der Durchschnitt von ©, und G,. Zwei Gruppen, 
deren Durchschnitt nur aus dem Hinheitselement besteht, heiBen 
teilerfremd. 

Die Gleichung AM =A+B+C+4+.--- soll ausdriicken, 
die Elemente A, B, C,... sind zu einem System 2% zusammen- 
gefaBt; die Gleichung 


@=-A+ BCH... 


bedeutet, die Systeme M, B, ©, ... sollen zu einem weiteren 
System ® vereinigt werden. Durchlinft A alle Elemente des 
Systems Y% und B alle Elemente des Systems 8, so durchliuft 
AB ein System von Elementen, das mit %B bezeichnet sei. 


ian Sa 
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Die Bildung MB bezeichnet man als Komposition von Systemen. 
(H. Weber, Algebra 2, 13 spricht von der Komposition der 
Teile.) Besteht 6 nur aus einem einzigen Element B, so wird 
UB fir WB geschrieben; ebenso verwendet man, wenn YA nur 
aus einem einzigen Klement A besteht, die Bezeichnung AY. 
Fiir Gruppen und Systeme werden im Picenden groBe deutsche, 
fiir einzelne Elemente gr ope lateinische ‘Buthetaben verwendet. 
(Vgl. hier Frobenius, Siteungsb. d. Bert. Akad. (1895), 163.) 
Ein Gieichheitszeichen MU —=®B soll besagen, daB jedes Element 
des einen Systems auch in dem anderen vorkommt; _hierbei 
soll jedoch nicht verlangt sein, daB in % oder 8 wiederholt 
auftretende Elemente sich in dem einen System ebenso hautig 
als in dem anderen vorfinden. % > %B besagt: Das System 2% 
enthalt alle Elemente von %, aber auferdem auch noch solche, 
die nicht in 8 auftreten. 

Zwei Systeme U und B heiBen vertauschbar, wenn UB = BA 
ist. d. h. jedes Element des Systemes UB in BA auftritt und 
umgekehrt. 

Ein Element B heigpt mit cinem System YU vertauschbar. 
wenn die Gleichung UB = BA statthat. 

_ Jedes in einer Gruppe © enthaltene Element G ist mit 
der Gruppe © vertauschbar: GG = GG. 

Sind G, und ©, zwei Gruppen, so heiBt die EPinsis 
Gruppe 6, Per ouenl oie Wlomentes an @, als auch von G, 
umfaBt, das kleinste gemeinsame Vielfache von ©, und &,. Es 
ist © > G,G,; das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, 
wenn @, und &, vertauschbare Gruppen sind, also ©, G, = 6, G, 
ist. Eine Gruppe ©, die zwei derartige Untergruppen ©, und 
G, enthalt, daB © = G,G, = GG, ist, heiBty zerlegbar (dé- 
composable). Vgl. Frobenius, Sitzwngsb. d. Berl. Akad. (1895), 
166; E. Maillet, Bull. soc. math. 28, 7 (1900). 

Sind 6, dnd G, zwei ferlerfremde Gruppen und ist jedes 
Element von @, mit jedem Element von @, vertauschbar, so 
heiBt nach Holder (Math. Ann. 34, 36 (1889), ebenda 438, 
330 (1893)) das kleinste gemeinsame Vielfache © von ©, ana 
©, das direkte Produkt von ©, und &G,; die Gruppen 6, und 
@, sind invariante Untergruppen von ©. Eine Gruppe, die als 
direktes Produkt.zweier Gruppen darstellbar ist, heiBt zerfallend. 
(Dyck, Math. Ann. 17, 482 (1880); Hélder, Math. Ann. 34, 
36 (1889), ebenda 43, 335 (1893).) Zerfallende Gruppen sind 
eine spezielle Art zerlegbarer Gruppen. 
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H, und §, seien zwei gleiche oder verschiedene Gruppen, 
R irgendein Element. Betrachtet man das System §, RD, 
und ersetzt R durch irgendein anderes Element &’, das dem 
System 5, RH, angehért, so enthalten die zwei Systeme £, 2D, 
und §,R'$, die némlichen Elemente. Hieraus folgt: Haben 
zwei Systeme §, RH, und H,SH, ein Element gemeinsam, so 
stimmen sie in allen Elementen tiberein. Tritt das letztere ein, 
so heiBen dic Elemente R und S dquivalent nach dem Doppel- 
modul (©,, H,). Die Aquivalenz nach einem Doppelmodul ist 
eingefiihrt von Frobenius, Journ. f. Math. 101, 273 (1887); 
vgl. ferner Dedekind, Gott. Nach. (1894), 275, Frobenius, 
Sitzungsb. d. Bert. Akad. (1895), 167, H. Weber, ‘Algebra 2, 22. 
de Séguier, Groupes abstraits, 8. 61. 

Ist G eine Gruppe mit den Untergruppen §, und §,, 80 
kann man & in Systeme zerlegen: 


(1) G = §,4,9. + $:4,9; + 9,6, + ---5 


hierbei haben niemals zwei auf der rechten Seite der Glei- 
' chung (1) stehende Systeme §,4,5, und §,G@,, ein Element 
gemeinsam. Die Elemente G, = 1, G,, G,,..-. heiBen ein 
volistindiges System micht dauialaiee Elemente oder ein voll- 
stindiges Resisystem der Gruppe G© nach dem Doppelmodul — 
(©,, .); hierbei kann jedes Element G, durch jedes andere 
Element von §,G,. ersetzt werden. Ist @ eine Gruppe mit 
einer nicht abzihlbaren Menge von Elementen, so soll, wie be- 
merkt sei, durch die Numerierung und verwendete Schreib- 
weise nicht etwa ausgedriickt werden, daB die Systeme 9, G,H,, 
§,G, De, o. G,3,... eime im Sinn von G. Cantor abzaéhlbare 
Menge sind 

; Gleichzeitig mit der Zerlegung (1) besteht die Zerlegung: 


(2) G=H,47'H, + OG7'H, + Gs" GH, +---, 


bei der die Systeme §,G7'H, und §,G7'H, niemals ein Ele- 
ment gemeinsam haben. 
Wahit man bei der Zerlegung einer Gruppe nach einem 
aus zwei ihrer Untergruppen §, und §, gebildeten Doppel- 
1) Diese Festsetzung, daB bei unendlich vielen Elementen im 
folgenden Numerierung und Punkte keine Abzihlbarkeit im Sinne 


von G. Cantor bedeuten sollen, soll fiir unsere Betrachtungen all- 
gemein gelten, 


Wes 
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- modul fiir die Gruppe , das Hinheitselement, das ja fiir sich 
_ allein eine Gruppe bildet, so geht die Zerlegung (1) in dié be- 
reits von Galois ((Euvres, p. 26) studierte iiber: 


(1’) G = 9,4, + 9,6, + 9:6, +---; 
hierbei haben niemals zwei Systeme §,G, und §,G, ein Ele- 
ment gemeinsam. Die Elemente G, = 1, G,, G3, ... heiBen ein 


vollsitindiges System nicht dquivalenter Elemente oder ein voll- 
stiindiges Restsystem der Gruppe © nach dem Modul §,. In 
dem Restsystem kann jedes Element G, ((=1,2,3,...) durch jedes 
andere Element des Systemes §,G, ersetzt werden. Trotzdem 
nur ),G, =, eine Gruppe ist, bezeichnet man die Systeme 
H, G, @=1,2,3,-..) nach H. Weber, Algebra 2, 8 als ein System 
von Nebengruppen und spricht von einer Zerlegung von © in 
em System von Nebengruppen. 

Gleichzeitig mit der Zerlegung (1’) besteht die Zerlegung: 


- (2') G = G19, + GeO, + Gy, +---, 


bei der zwei Systeme GP*H, und Gz, niemals ein Element 
gemeinsam haben. 
Ist bei der Zerlegung (1°) die Anzahl der Nebengruppen 
endlich, besteht also die Zerlegung: 


a) G = $6, +916. + 5,6, +---+ 9,64, 
und infolgedessen auch gleichzeitig: 
(2°) G= G7*H, + Gy'O, + Ge", + + G"'G,, 


so hei®t ©, eine Untergruppe von & von endlichem Index j und 
j der Index der Untergruppe. Existiert keine solche endliche 
Zahl j, so ist §, eine Untergruppe von wmendlichem Index. 
(Poincaré, Journ. de math. (4) 3, 409 (1887).) 

Nach Poincaré (a. a. 0.) heiBen zwei Gruppen mefbar, 
wenn ibr Durchschnitt fiir jede von ihnen eine Untergruppe 
von endlichem Index ist. 

Sind zwei Gruppen ©, und ©, mit einer und derselben 
dritten Gruppe @ meBbar, so sind ©, und ©, untereinander 
meBbar und auch der gréBte gemeinsame Teiler von G, ©, 
und @, ist fiir jede der drei Gruppen eine Untergruppe von 
endlichem Index. 
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Ist %. eine Gruppe, G eine Untergruppe von § und § eine 
Untergruppe von &, so gilt die Relation: 


(3, 5) = (, 6) - G, 9), 


wenn (%, ©) (vgl. H. Weber, Algebra 2, 9) der (endliche oder 
unendliche) Index der Untergruppe § von §, und analog (%, ©) 
bzw. (©, §) die Indices der Untergruppen © von § bzw. § 
von & bedeuten. 


Ist G, eine beliebige Gruppe und RF irgendein Element, 
das nicht ©, anzugehdren braucht, so bildet auch das System 
von Elementen ©, = RG, R-1 eine Gruppe. Man sagt: ©, ist 
eine transformierte Gruppe von ©, oder durch Transformation 
aus ©, hervorgegangen. ©, heiBt mit ©, dhmlich (dies ist die 
ilteste an Cauchy ankntipfende Bezeichnung, so bei J. A. Serret, 
Algébre supérieure 2, 255 (Paris, 3%™° éd., 1866), Netto, 
Substitutionentheorie, S. 47), konjugiert, gleichbercchtigt (Klein, 
Math. Ann. 14, 430 (1879)) oder dgquivalent. Die gegebene 
Definition ist in ©, und G, symmetrisch; denn aus G6 = RG, R-* 
folgt G, = R-'G, R = R-1G,(R-1)—1. Zwei Gruppen, die mit 
einer dritten ihnlich sind, sind es untereinander. 

Zwei Untergruppen §, und §, einer Gruppe © heiBen in 
bezcug auf & dhnliche, konjugierte, gleichberechtigte oder dgqut- 
valente Untergruppen von ©, wenn es in © wenigstens ein 
Element R gibt, daB die Gruppen 6, und RH, R-* in ihren 
Elementen tibereinstimmen. Die gegebene Definition ist in §, 
und §, symmetrisch gebavt; denn aus §, = RH, R-' folgt 
§, = R-16,R = R-'H,(R-4)-1, und wegen des Gruppen- 
charakters von @ ist R-+ als reziprokes Element von R in @© 
enthalten. 

Statt in bezug auf @ dhnlicher oder konjugierter Unter- 
gruppen spricht man auch kurz von dhmlichen oder konjugierten 
Untergruppen von ©. Dabei ist folgendes zu beachten: Ist § 
eine Gruppe, die © als Untergruppe enthilt, so kénnen zwei 
Untergruppen §, und §, von & miteinander sehr wohl in bezug 
auf % dhnlich sein, ohne daB es in bezug auf © der Fall ist; 
zwei solche Grappen §, und §, sind als uhnliche oder kon- 
jugierte Untergruppen von. %, nicht aber als ahnliche oder 
konjugierte Untergruppen von © 2u bezeichnen. 

Jede Untergruppe einer Gruppe © ist in bezug auf & mit 
sich selbst uhnlich. Zwei uhnliche Untergruppen einer Gruppe ©, 


ro 


Z 
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die in bezug auf © einer dritten Untergruppe von © &hnlich 
sind, sind es auch untereinander. Transformiert man eine 


_ Untergruppe § der Gruppe G durch ein vollstindiges Rest- 


system der Gruppe & nach dem Modul §, so erhalt man alle 
mit § in bezug auf © dhnlichen Untergruppen von G, diese 


_ brauchen nicht alle voneinander verschieden zu sein. Ist § 


im besondern eine Untergruppe von © von endlichem Index, 


_ So ist die Anzahl der verschiedenen in bezug auf @ &hnlichen 
_Untergruppen jedenfalls endlich. 


Auch fiir die emzelnen Elemente einer Gruppe ist der Be- 
griff der Ahnlichkeit zu definieren: Zwei Elemente A und B 


einer Gruppe © heifen in bezug auf G dihmlich, konjugiert, 
- gleichberechtigt oder dquivalent, falls es in & wenigstens ein 


Element C gibt, daB A—CBC-? wird. Wie aus B=C-!AC 


_=C~1A(C—1)-! folgt, ist die gegebene Definition, da © in- 


folge seines Gruppencharakters neben jedem Element C auch 
das reziproke C-* enthélt, in A und B symmetrisch. Von 


dem Produkt CBC~' sagt man: es ist durch Transformation 


aus B hervorgegangen. 

Jedes Gruppenelement ist mit sich selbst uhnlich. Sind A, 
und A, zwei beliebige Elemente einer Gruppe ©, so sind die 
zwei Produkte A,A, und A,A, = A,(A,A,)A;! miteinander 
in bezug auf @ éhnlich. 

Zwei Gruppenelemente von ©, die in bezug auf © mit 
einem dritten Ahnlich sind, sind es auch untereinander. Hieraus 
folgt:- Alle mit einem Element einer Gruppe @ in bezug auf 
@ uhnlichen Elemente bilden eine Klasse ahnlicher Elemente, 
so daB zwei Elemente derselben Klasse stets untereinander 
ahnlich sind. Die Elemente einer Gruppe lassen sich also in 
Klassen konjugierter Elemente einteilen. (Frobenius, Journ. f. 
Math. 100, 181 (1887).) 

Sind C, und C, zwei in © enthaltene Elemente, die beide 
bewirken, daB C,AC>1= B und C,AC>1=B wird, so ist 
0-10,4 = ACz1C,, d. h. das in & befindliche Element C7*C, 
ist mit A vertauschbar. Hieraus folgt: Sind A und B zwei 
in bezug auf die Gruppe © shnliche Elemente von @, d. h. zwei 
Elemente derselben Klasse, so sind alle in @ enthaltenen Ele- 
mente X, die bewirken, daB XAX-'=—B wird, von der 
Form C,%, wobei @ das System aller mit A vertauschbaren 
Elemente von © bedeutet. 

Ist A irgendein Element einer Gruppe G, so bilden alle in © 
enthaltenen, mit A vertauschbaren Elemente*cine Gruppe. 
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Das System % ist also eine Gruppe, und man kann die 
Gruppe G mit Galois nach dem Modul & zerlegen: 


G = BG, + BG, + BG, +¢-: 


Hieraus ergibt sich: Die Klasse der mit einem Element A 
einer Gruppe © in bezug auf dieses dhnlichen Gruppenelemente 
bestcht aus den Elementen: A, G,AG;1, G,AGz, ..., die 
siimtlich untereinander verschieden sind. G,=1, Gy, Gs,..-— 
bedeuten ein vollstiindiges Restsystem der Gruppe © nach dem 
Modul &; hierbei ist B die Gruppe aller in © enthaltenen, mit 
dem Element A vertauschbaren Elemente. Ist also im besonderen 8 
im bezug auf &G von endlichem Index j, so gibt es innerhalb © 
genau j mit A dhnliche Gruppenelemente. 

Unter Umstiinden kann auch ein Element A einer Gruppe @ 
mit allen Elementen von © vertauschbar sein; in diesem Fall 
_fallt @ mit G zusammen. Derartige Elemente sind nur mit 
sich selbst iihnlich, die Zahl 7 ist gleich 1. Solche Elemente 
einer Gruppe G, die mit jedem Element von © vertauschbar 
sind, heiBen invariante, ausgezeichnete oder isolicrte (H. Weber, 
Algebra 2, 133) Gruppenelemente. Das Hinheitselement ist in- 
variantes Element jeder Gruppe. 


Ist eine Untergruppe § von & mit allen ihren in bezug 
auf @ ahnlichen Untergruppen identisch, so heiBt § eine in- 
variante (Lie, Math. Ann. 25, 77 (1885), nach der dortigen 
Angabe zuerst eingefihrt Arch. for Math. og. Naturw. 3, 457 
(1878)) oder eine ausgezeichnete (Lie, auf den dieser Aus- 
druck zuriickgefithrt wird, lehnt ihn Math. Ann. 25, 77 (1885) 
ab, die englische : Becichiue »self- conjugate sibproaps ist 
als Ubersetzung von ,,ausgezeichneter Untergruppe“ von Cole, 
Am. J. math. 9, 51 (1887) eingefiihrt worden) oder ein Nor- 
gs (H, Webor. Algebra 2, 12) oder ein eigentlicher Teiler 
von ©. 

Eine invariante Untergruppe § von © kann auch dadurch 
defimert werden, dap alle Elemente von © mit § vertauschbar 
sind, also fiir ede Element G von & die Gleichung GH = OG 
statifinden muf. | 

Der Begriff der invarianten Untergruppe ist einer der 
wichtigsten der ganzen Gruppentheorie; man verdankt ihn 
Galois. Er spricht, wenn die Zerlegungen 
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B= 96,4964 56,4. 
G=G6,9+6,9+649+--- 


identisch sind, von einer décomposition propre (uvres, p. 26); 
G,=1, G,, G,, ... bedeuten ein vollstindiges Restsystem der 
Gruppe © nach dem Modul §. Ankniipfend an die Galois- 
sche Ausdrucksweise ist die Bezeichnung ,,eigentlicher Teiler‘ 
(Dedekind, Math. Ann. 48, 548 (1897)) entstanden. 
i. Das Einheitselement ist eine invariante Untergruppe jeder 
Gruppe. Der Durchschnitt aller mit einer Untergruppe 9 
‘einer Gruppe & in bezug auf & ahnlichen Gruppen ist 
eine invariante Untergruppe von & 
Ist § eine Untergruppe von G, & eine Untergruppe von 
und & invariante Untergruppe von @, so ist ® auch in- 
variante Untergruppe von §. 

Sind §, und §, zwei invariante Untergruppen von §, so 
ist ihr Durchschnitt D eine invariante Untergruppe von 9, §, 
“und §,. 

Die Gesamtheit der invarianten Elemente einer Gruppe © 
bildet eine invariante Untergruppe von ©; nach de Séguier, 
Groupes abstraits, 8. 57 heiBt sie die Zentrale von G. Nur 
bei einer kommutativen Gruppe, bei dieser aber auch stets, fallt 
die Zentrale einer Gruppe © mit der ganzen Gruppe zusammen. 


rand 


Jede invariante Untergruppe $ einer Gruppe & bestimmt, 
wenn § nicht das Einheitselement ist, eine neue Gruppe. Sie 
heiBt die Quotientengruppe von © und & oder die zu J in beeug 
auf © komplementire Gruppe. Sie wird mit G/3_ bezeichnet. 
Man sagt: @ ist aus den zwei Gruppen ©/3 und J zusammen- 
gesetet. Man bezeichnet ©/S auch als Faktorgruppe. Die 
Quotientengruppe G/ ist von ©. Jordan, Bull. soc. math. 1, 

46 (1873) eingefitihrt und von Hélder (Math. Ann. 34, 33 
(1889)) von neuem aufgestellt worden. Die Quotientengruppe 
©/% wird auf folgende Weise gefunden: Man zerlege die 
Gruppe & mittels der invarianten Untergruppe YJ in ein System 
yon Nebengruppen: 


G=3G6,+ 34,+ 36,+---, 


wobei G,=1, G,, Gs, ... ein vollstindiges Restsystem der 
Gruppe @ nach dem Modul 9 bilden. Man betrachte die 
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Nebengruppen ©, = YG, («=1,2,3,.... Die Systeme ©, bilden, wenn 
man sie komponiert, eine Gruppe; ibr Einheitselement ist @,. 
Das Produkt ©,- ©, zweier Nebengruppen enthalt genau die 
gleichen Elemente wie eine bestimmte Nebengruppe ©,,, so daB 
6,- ©, =, wird; die Produktbildung ist fiir die Systeme © 
Doria sohlieblich sind ©, = JG, und BG_" reziproke Ele- 
mente der Gruppe 6/3. 

Enthilt eine Gruppe G auBer dem Einheitselement keine 
invariante Untergruppe, so heiBt die Gruppe © einfach. Tine 
nicht einfache Gruppe heiBt zusammengesetet. Zu jeder zu- 
sammengesetzten Gruppe © gibt es wenigstens eine Quotienten- 
gruppe ©/S. Der fundamentale Begriff der einfachen Gruppe 
ist von Galois eingefithrt worden. Er spricht von einer ,,groupe 
indécomposable“ (Cwvres, p. 26). 

Eine invariante Untergruppe x einer Gruppe &, die in 
keiner gréSeren invarianten Untergruppe von & enthalten ist, 
heiBt eine grifte invariante oder eine invariante Maxinal- 
Untergruppe oder ein gréfter Normalteiler oder eine ausgezcich- 
nete Maximal-Untergruppe von &. 

Eine Gruppe § ist dann und nur dann eine griB8te in- 
variante Untergruppe einer Gruppe @, wenn die Quotienten- 
gruppe &/% einfach ist. 

Sind 3, und J, zwei gripte invariante Untergruppen von &, 
so ist der Durchschnitt D von 3, und &, sowohl grépie in- 
variante Untergruppe von 3, als auch von %. Die Faktor- 
gruppen G/3, und 3,/D sind holoedrisch isomorph (vgl. unten); 
das gleiche trifft fir die Faktorgruppen ©/3, und 3,/D eu. 

Die Gruppe @/®D ist das direkte Produkt der zwei 
Gruppen 3,/D und $,/D. (Vgl. hierzu Hélder, Math. Ann. 34, 
36 (1889), Frobenius, Sitzwngsb. d. Bal. Akad. (1895), 169). 
Der Begriff der gré8ten invarianten Untergruppe einer Gruppe 
findet sich bei C. Jordan, Journ. de math. (2) 14, 139 (1869), 
Tratté, p. 41. 

Eine invariante Untergruppe % einer Gruppe © heiBt eine 
charakteristische Untergruppe von ©, wenn § nicht nur in G, 
sondern auch in jeder méglichen erweiterten Gruppe invariant 
ist, die G als invariante Untergruppe enthalt. Der Begriff 
der charakteristischen Untergruppe stammt von Frobenius, 
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 183. 
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___. Zwei Gruppenelemente A und B bestimmen stets eindeutig 
ein drittes A~'B-1AB; dieses heiBt der Kommutator von A 
und B. Die Gesamtheit der Kommutatoren einer Gruppe © 
bildet im allgemeinen fiir sich keine Gruppe. Da aber nicht 
nur die Kommutatoren, sondern auch alle aus ihnen durch 
Produktbildung entstehenden Elemente ebenfalls in der Gruppe © 
enthalten sind, so erzeugen die Kommutatoren, wenn man sie 
auf jede Weise komponiert, eine Gruppe &, die nur Elemente 
aus @ enthalt. & heiBt die Kommutatorgruppe oder die erste 
_ derivierte (abgeleitete) Gruppe von &. Die Gruppe R ist nicht 
mur eine invariante, sondern sogar eine charakteristische Unter- 
gruppe von ©. 

Ist die Kommutatorgruppe & einer Gruppe © mit © 
identisch, so heiBt @G eine perfckte Gruppe. Jede einfache 
Gruppe ist a fortiori eine perfekte Gruppe. 

Die Kommutatorgruppe & einer Gruppe @ enthalt min- 
_destens so viel verschiedene Elemente wie irgendeine Klasse 
konjugierter Elemente, wenn man ® in Klassen konjugierter 
~ Elemente einteilt. IJst R die Kommutatorgruppe einer Grappe ©, 
so ist G@/R eine komnwtative Gruppe. Ist & irgendeine in- 
yariante Untergruppe von ©, so ist ©/3 dann und nur dann 
eine kommutative Gruppe, wenn & die Kommutatorgruppe & 
yon @ zur Untergruppe hat. 

Eine charakteristische Higenschaft einer kommutativen 
Gruppe ist, daB ihre Kommutatorgruppe das Einheitselement ist. 

Die Kommutatorgruppe hat ihren Ausgangspunkt in Lies 
Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Lie-Engel, Theorie der 
Tramsformationsgruppen 3, 678 und 770. Von dort, a. a. O., 
S. 679 stammt auch die Bezeichnung ,,perfekte Gruppe“. Als 
Literatur iiber die Kommutatorgruppe ist zu nennen: G. A. 
Miller, Quart. Journ. 28, 266 (1896), Bull. Am. M. 8. 4, 135 
(1898), Am. J 20, 277 (1898), G. Frobenius, Sitzwngsb. d. 
Berl. Akad. (1896), 1348, Dedekind, Math. Ann. 48, 553 
(1897). 


Zwei Gruppen @© und G’ heiBen holoedrisch isomorph, ein- 
fuck isomorph, eimstufig isomorph oder kurz isomorph, wenn sich 
ihre Elemente G,, G,,... und G,, G,... derartig gegenseitig 
eindeutig zuordnen lassen, daf, wenn zwei Elemente G; und G;, 
der Gruppe G@’ den Elementen G, und G, der Gruppe & ent- 
sprechen, das Produkt G;G, stets dem Produkt G,G, zu- 
geordnet ist. 
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Sind @ und G’ isomorphe Gruppen, so ist jeder Unter- 
gruppe von © eine Untergruppe von ©’ isomorph zugeordnet, 
den Elementen von & entsprechen in G’ Elemente der nimlichen 
Ordnung, dem Kinheitselement von @ ist das Einheitselement 
von &’ zugeordnet. 

Zwei zu einer dritten isomorphe Gruppen sind es nach der 
Definition des Isomorphismus auch stets untereinander. Jede 
Gruppe kann daher als Reprasentant aller mit ihr iso- 
morphen Gruppen aufgefaBt werden. Hine spezielle Art des 
Isomorphismus ist die Ahnlichkeit. Zwei ahnliche Gruppen sind 
stets isomorph. 

Man spricht von einem Se ischen Isomorphismus, auch 
mehrstufigen Isomorphismus zwischen zwei Gruppen © und G@’, 
wenn zwischen ‘ihren Hlementen folgende Beziehung statthat: 
Jedem Element aus © entspricht ein und auch nur ein Element 
aus ©’, jedem. Element aus @’ sind hierdurch ein oder auch 
mehrere Elemente aus & zugeordnet; stets, wenn zwei Elemente 
Gf und G, aus &’ den Elementen G, und G, aus G entsprechen, 
soll das Produkt G/G, dem Produkt GG, ‘eayeorde ce sein. 

Diejenigen Hlomerte von ©, die ae Einheitselement von 
@G’ entsprechen, bilden eine invariante Untergruppe § von ©. 
Zerlegt man die Gruppe & mit Hilfe der, invarianten Unter- 
gruppe 3: 

G=3G,+396G,+ 36; +>->, 


wobei G,, G,, Gs, ... ein vollstindiges Restsystem der Gruppe G 
nach dem Modul & bilden, und entsprechen die Elemente 
G,, Gj, Gs, ... von &’ den Elementen G,, G,, Gz, ..- von G, 
so ist mit ihnen ©’ erschépft und allen Elementen des Systemes 
3G, aus G entspricht das Element Gj. Die Faktorgruppe G/3 
ist mit G' holoedrisch isomorph. 

Die Gruppe © heiBt mehrstufig oder mehrfach (multiply) 
isomorph zu ©’ (so bei H. Weber, Algcbra 2, 18 sowie bei 
W. Burnside, Theory of groups, 8.36, nach Netto, Substitutionen-. 
theorie, 5. 97, wo der Ausdruck smebrstufiger Tsomorphismus® 
eingefiihrt ist, wiren ©’ und © zu vertauschen), G’ hei8t mero- 
edrisch isomorph zu ©. Enthilt § unendlich viele Elemente, so 
sagt man: © ist mit G’ oo-stufig isomorph. Ist § eine end- 
liche Gruppe der Ordnung 4, so spricht man von einem i-stufigen 
Isomorphismus. Der holoedrische und meroedrische Isomorphis- 
mus sind, und zwar unter dieser Bezeichnung, eingefiihrt von 
C. Jordan, Trait, p. 56. 
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c Eine noch weitergehende Definition des Isomorphismus als die 
eben gegebene erhilt man nach Capelli, Giorn. di mat. 16, 33 
(1878), wenn tan die Bedingung fallen 148t, daB jedem Ele- 
ment aus © nur ein einziges Element aus ©’ entsprechen soll. 
Zwei Gruppen heifen allgemein isomorph, wenn fir sie eine der- 

_artige wechselseitige Beziehung der Elemente definiert ist, daB8 
jedem Element der einen Gruppe eines oder mehrere der andern 
Gruppe entsprechen, und falls den Elementen G, und G, aus & 

die Elemente G,; und G, aus G’ entsprechen, auch G,G, und 

_ GG, entsprechende Elemente sind. Sind %,, bezw. 9/ die Systeme 

von Elementen aus & bezw. &’, die dem Einheitselement aus & 

~ bezw. aus & entsprechen, so sind $, und &/ nicht mehr notwendig 

Gruppen, sondern Halbgruppen (Dickson, Trans. Am. M. S. 6, 
207 (1905)). Ist eine der Halbgruppen %, oder Q/ eine Gruppe, 
so ist es auch die andere. Sind §, und 9/ Gruppen, so sind sie 

-invariante Untergruppen von & bezw. @’ und die Quotienten- 
gruppen @/S, und &’/3, sind holoedrisch isomorph. (Vel. 
Frobenius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 169, de Séguier, 

Groupes abstraiis, S. 66.) 

Irgendein System © von Elementen A, B, C,..., die 
untereinander komponiert werden kénnen, bildet eine Halbgruppe 
(de Séguier, Groupes abstraits, S. 8, Dickson, Trans. Am. 
M. S. 6, 205 (1905)), wenn es die folgenden vier voneinander 
unabhingigen Postulate erfiillt: 

1. Das Produkt irgend zweier Elemente von © gehért © an. 

2. Die Produktbildung ist assoziativ. 

3. und 4. Sind G, X und Y irgend drei Elemente aus © 
und ist GX=GY oder XG=YG, so soll in jedem der beiden 
Falle die Gleichheit Xx = Y stattfinden. 

_ Eine Halbgruppe mit einer endlichen Anzahl von Elementen 
ist eine Gruppe. (Vgl. die Definition einer endlichen Gruppe 
bei H. Weber, Math. Ann. 20, 302 (1882), Algebra 2, 3, Fro- 
benius, Journ. f. Math. 100, 179 (1887).) Eine Halbgruppe 
braucht nicht das Einheitselement und nicht zu jedem Element 
das reziproke zu enthalten. Fir eine Halbgruppe © gilt die 
symbolische Gleichung 6? < ©, wihrend fiir eine Gruppe 6? = © 
ist; es gibt auch Halbgruppen, fiir die G? = © ist. 

Fiir jede Art des Isomorphismus, der hierbei seiner Natur 
nach unbestimmt gelassen wird, biirgert sich nach F. Klein, 
Math. Ann. 41, 22 (1893) mehr und mehr die Bezeichnung Homo- 
morphismus ein; man beschrinkt das Wort ,,lsomorphismus“ dann 
auf den holoedrischen Isomorphismus. Bezcichnet man im Fall 
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des meroedrischen Isomorphismus die Gruppen wie friher mit & 
und @’, so sagt man: © ist zu @’ mehrfach homomorph, G’ ist 
mit © meroedrisch homomorph. (Vgl. hierzu Burkhardt, Enzykl. 
d. math. Wiss. 1, 217, de Séguier, Groupes abstraits, 8. 66.) 


LaBt man die Elemente einer Gruppe & einfach isomorph sich 
selbst in anderer Reihenfolge entsprechen, so bezeichnet man 
eine solche Zuordnung als einen Lsomorphismus der Gruppe m 
sich selbst. Man spricht auch von einem Automorphismus (Fro- 
benius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1901), 1324), oder von einem 
Holomorphismus (G. A. Miller, Bull. Am. M.S. (2) 9, 112 (1902)). 
Ein Automorphismus einer Gruppe © entsteht beispielsweise, 
wenn jedem Element G, aus © das Element B-'G, B zugeordnet 
wird, wobei B irgendein festes, nicht invariantes Element aus 
@ bedeutet. Ein Automorphismus, der sich auf die eben ge- 
schilderte Art erzeugen léBt, heiBt ein inmnerer Automorphismus 
oder ein kovredienter Isomorphismus. Existieren noch andere 
Automorphismen, so werden sie als dufScre Automorphismen oder 
kontragrediente Isomorphismen bezeichnet. 

Die Gesamtheit der Automorphismen einer Gruppe hat 
selbst Gruppencharakter; diese Gruppe heiBt die Isomorphismen- 
gruppe (i-group bei englischen Autoren). Die imneren Auto- 
morphismen bilden eine invariante Untergruppe der Isomorphismen- 
gruppe. Ist © die Zentrale von G, so ist die Gruppe der inneren 
Automorphismen von & holoedrisch isomorph mit der Gruppe G/G. 

Sind G,, G,, G,,... die Elemente einer Gruppe © und 
entspricht G, bei einem Automorphismus der Gruppe © das Ele- 
ment G, von @, so kann: 


es Gs-Gaa.e 

GGG ) 

als Permutation aufgefaBt werden; sie bezieht sich auf unend- 

lich viele oder auf eine endliche Anzahl von Symbolen, je nach- 

dem © eine unendliche oder eine endliche Anzahl von Elementen 

besitzt. Die Isomorphismengruppe besteht aus ‘der Gesamtheit 

aller dieser Permutationen. : 
Die Hervorhebung der Wichtigkeit der Isomorphismengruppe 

beginnt mit Holder, Math. Ann. 43, 313 (1893) und E. H. Moore, 

Bull. Am. M. S. (2) 1, 61 (1895), die voneinander unabhingig 


auf die Isomorphismengruppe kamen. (Vgl. Moore, ebenda 
(2) 2, 33 (1896).) Die Unterscheidung zwischen kogredienten 


§ 2. Allgemeines iiber abstrakte Gruppen. 193 


na kontragredienten Isomorphismen hatte Klein bereits bei 
dem speziellen Fall der Ikosaedergruppe in seinen Vorlesungen 
fiber das Ikosaeder, S. 232, gewonnen. Von Lehrbiichern vgl. 
aiber die Isomorphismengruppe: Burnside, Theory of groups. 
S. 221ff. 


Alle Elemente einer Gruppe @ kénnen unter Umstinden 
dadurch entstehen, daB man eine endliche Anzahl von Gruppen- 
_elementen S,,5,,...,S, auf jede mégliche Weise untereinander 
komponiert. In aesen a _onet man: die Gruppe © wird von 
~den q Elemenien S,, S., .. erzeugt. Die Elemente S,,S,, ... S, 
heiBen ein System erz: ee Elemente der Gruppe. Enthiilt 
das System S,, S,,..., S, keine tberfliissigen Elemente, d. h. 
ist kein Bloment Ss, G= i 2,...,9) durch an eoeon aus den 
(q—1) tibrigen S zu erhalten, so heifen S,, S,,..., 8, ein 
System unabhingiger erzeugender Elemente der Gruppe &. Jede 
Gleichung, die zwischen ausschlieBlich unabhingigen erzeugenden 
Elementen von & und der Einheit besteht, heiBt eine fundamentale 
Definitionsgleichung der Gruppe; sie laBt sich stets in der Form: 


f(S) =S2 8+. S2e= 1 


X¢ 


voraussetzen; hierbei sind 4,,/4,,...4, ausschlieBlich positive 
Zahlen und a@,,@,...,@, Zahlen aus der Reihe 1,2,..., 4, 
die beliebig hiufig auftreten kénnen (r2q). Die Gesamtheit 
fundamentaler Definitionsgleichungen, bei denen diejenigen, die 
aus den anderen folgen, fortgelassen werden kénnen, heiSt ein 
System definierender Gleichungen oder die Gleichungen dcr Gruppe. 
Durch ein System unabhingiger erzeugender Elemente und ein 
System definierender Gleichungen ist das Gesetz der Multipli- 
_kation irgend zweier Gruppenelemente bekannt und hiermit die 
Gruppe villig eindeutig definiert. Da jede Gruppe neben jedem 
Element das reziproke enthalten mu, findet zwischen den. er- 
zeugenden Elementen einer Gruppe stets wenigstens eine De- 
finitionsgleichung statt. 

Eine zyklische endliche Gruppe der Ordnung » wird durch 
ein Element S, und die Gleichung S,”= 1 festgelegt, eine un- 
endliche zyklische Gruppe ist durch zwei unabhingige Elemente 
S,, 8, und die Definitionsgleichung S,S, = 1 bestimmt. 

Jede endliche Gruppe 148t sich durch eine endliche Anzahl 
yon Elementen erzeugen, nicht aber jede unendliche Gruppe. 
Unsere gewoéhnlichen rationalen Zahlen bilden bei Ausschlu8 der 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. iad 
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Null beztiglich der Multiplikation eine kommutative Gruppe; wie 
aus dem Euclidschen Satz von der Existenz unendlichvieler Prim- 
zahlen folgt, kann diese Gruppe nicht durch eine endliche An- 
zahl von Elementen erzeugt werden. In der Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen spielen Gruppen, die durch 
eine endliche Anzahl von Elementen erzeugt werden, eine fun- 
damentale Rolle. Vgl. L. Schlesinger, Handbuch der Theorie 
der Differentialgleichungen, 2,, Leipzig 1897, S. 11. 

Die denkbar einfachste Gruppe, die von g unabhangigen 
Elementen S,,S,,..., 5, erzeugt wird, ist die unendliche Gruppe 
@, bei der zwischen den Elementen die einzige Gleichung 
S,S,...S,=1 besteht. @ sei eine Gruppe, die von den g 


unabhingigen Elementen S,, 5, .. +) 8, erzeugt wird. Befriedigen 


diese auBer der Relation S,S,...S8,=1 noch das System der 
definierenden Gleichungen 7,(S)=1, f,(S)=1, ..., f,(S)=1, 
so ist die Gruppe G mit der Gruppe G©/ 3 holoedrisch iso- 
morph. Die Gruppe % entsteht, wenn man alle Operationen 
R-'f,(8)R @=1,2,...,») der Gruppe @ auf jede Art kom- 
poniert; R bedeutet jedes Element aus ©. Diese Untersuchungen 
stammen vor W. Dyck, Math. Ann. 20, 1 (1882) u. 22, 70 
(1883), ihnen parallel gehen geometrische Darstellungen einer 
Gruppe durch Einteilung von Bereichen in gleichartige Gebiete. 
Von Lehrbiichern vgl. W. Burnside, Theory of groups, 8. 255 
bis 310. 


§ 3. Abstrakte endliche Gruppen. 


Besonders weitreichend werden viele Sitze des vorigen Para- 
graphen, wenn man sie auf endliche Gruppen anwendet. Um 
die Ordnung g einer endlichen Gruppe & zum Ausdruck zu bringen, 
schreibt man &,. : 

Fundamentalsatz fiir endliche Gruppen ist der Satz von 
Lagrange (Réflexions sur la résolution algébrique des équations 
(1770), Guvres 3): Jede Untergruppe © einer endlichen Gruppe © 
ist selbst eine endliche Gruppe und die Ordnung h von © ist ein 


Dwisor der Ordnung g von ©. Der Quotient j = 4, den man 


mit (G, ) bezeichnet, heist der Index der Untergruppe % von ©. 
; Der Satz von Lagrange ist eine unmittelbare Folge der Zer- 
legung der Gruppe © in ein System von Nebengruppen. (Vel. 
Gleichung (1’) auf S. 183.) Aus dem Satz von Lagrange folgt: 
Eine endliche Gruppe enthilt nur Elemente von endlicher Ord- 


= ry Be % : ; 
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nung, und die Ordnung jedes Elementes ist ein Divisor der 
 Gruppenordnung. 

Bei einer endlichen Gruppe © mit den Untergruppen §, 
und §, erreicht die Zerlegung von & nach dem Doppelmodul 
(©,, ,) stets ihr Ende. Die Gleichung (1) auf 8.182 nimmt 
die Form an: © = §,6,9, + §,6,9, + +--+ 9:G,,. Es 
wird: (G, $1) == (De, Ey) ts (De, Dz) ee el (De, 2). (G, §,) 


ist der Index ie der Untergruppe $, von G; (,, D,) ist der 


_Index = der Untergruppe D; von ,; hierbei ist D, @=1,2,...9 


7 

der Durchschnitt der zwei Gruppen , und G;',G,. (Satz von 
Frobenius, Jowrn. f. Math. 101, 281 (1887), Sitzwngsb. d. Berl. 
Akad. (1895), 167, H. Weber, Algebra 2, 23.) 

Auch die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente einer end- 
lichen Gruppe & der Ordnung g ist endlich. Zerfallen die Ele- 
mente von ®& in & Klassen konjugierter Elemente, so mégen die 
einzelnen Klassen v,, v9,..., v, verschiedene Elemente enthalten; 
dann ist g=v,+ ve +--:+-,. Sind die Zahlen v,, v,,..., % 
in der Folge 1, << v, <---<v, geordnet, so ist v,= 1, da das 
Einheitselement als invariantes Element fiir sich allein eine Klasse 
bildet. Ist A, ein Element der 7 Klasse, so hat die Gruppe &,, 
die aus den mit A, vertauschbaren Elementen von © besteht, die 
Ordnung £. Die Klasse der mit A; ahnlichen Elemente besteht 
aus den vy, Elementen: A,, G,A;Gyz+, G,A;G;', ... G, AG", 
wobei die Elemente G,=— 1, G,, Gz, .. +1. ein vollstandiges 
Restsystem der Gruppe © mod %, vorstellen. Mit Hilfe der an- 
gegebenen Resultate beweist man einen der wichtigsten Sitze 
der Theorie der endlichen Gruppen, nimlich den Satz von Sylow 
(Math. Ann. 5, 586 (1872), eine Ableitung, die von Permutationen 
keinen Gebrauch macht, hat zuerst Frobenius, Journ. f. Math, 
100, 179 (1887) gegeben, ferner ebenda 101, 282 (1887)): 

Ist © eine Gruppe der Ordnung g und die Zahl g durch 
die 1 Potenz der Primzahl p teilbar, so besitzt G stets cine Unter- 
gruppe der Ordnung p’. 

In dem speziellen Fall 1 = 1 findet sich dieses Theorem 
bereits bei Cauchy in den Exercices d'analyse 3, 250 (1844). 

Ist p™ die hidchste Potenz einer Primzahl p, die in g ent- 
halten ist, so bezeichnet man die Untergruppen der Ordnung p” 
einer Gruppe © der Ordnung g als Sylowsche Untergruppen von & 


(G. A. Miller, Bull. Am. M. S. (2) 9, 543 (1908). 
iB < 
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Von seinen Untergruppen hat Sylow bewiesen: Alle Sylow- 
schen Untergruppen der Ordnung p™ einer Gruppe & sind mit- 
eimander innerhalb © dhnlich; thre Anzahl @ ist eine Zahl der 
Form po’ +1, also kongruent 1 (mod p). Ist S irgendeine 
Sylowsche Untergruppe von & der Ordnung p™, so hat & die 
Ordnung p”-@-1; hierbei ist r nicht durch p teilbar und p™-r 
die Ordnung dir grépten Untergruppe von ©, deren Elemente 
mit der Gruppe © vertauschbar sind. 

Jede Untergruppe von & der Ordnung p! ist in einer der o 
dihnlichen Sytowschen Untergruppen von © der Ordnung p™ ent- 
halten. 

Den von Sylow nur fiir die Anzahl 9 der Sylowschen 
Untergruppen einer Gruppe & bewiesenen Satz hat Frobenius 
(Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 981) dahin erweitert: Die An- 
zahl der Untergruppen von © der Ordnung p', wobei g auch 
durch eine hihere Potenz von p als die l” teilbar sein kann, ist 
stets = 1 (mod. p). Die Gruppen der Ordnung p' sind, wenn 
l<m ist, nicht notwendig mitemander dahnlich. | 

Uber die Sylowschen Siitze vgl. man noch Rrobezinan 
Sitzwngsb. d. Berl. Akad. (1895), S. 170, sowie von Lehrbiichern: 
H. Weber, Algebra 2, 135, W. Siwade Theory of groups, 
S. 90, de Séguier, Groupes abstraits, S. 79, ferner G. A. Miller, 
Rull. Am. M. 8. (2) 14, 91 (1907), Proc. Lond. M. S. (2) 2 
142 (1905). 

Im Zusaznmmenhang mit seiner Erweiterung des Sylowschen 
Satzes gelangte Frobenius (Sitzwngsb. d. Berl. Akad. (1895), 981, 
ebenda (1903), 987) zu folgendem Fundamentalsatz ther die 
Potenzen emes Elementes einer endlichen Gruppe: 

Die Anzahl ¢ der Elemente X einer Gruppe &,. deren n® 
Potenz, also X", gleich einem beliebig vorgegebenen Element A von 
® ist, ist durch den gripten gemeimsamen Divisor d von » und v 
teilbar, wenn v die Anzahl der mit A vertauschbaren Gruppen- 


elemente, also £ die Zahl der mit A dhnlichen Gruppenelemente 


von & ist. Die Zahl t kann auch den Wert Nuli haben. 

Ist A ein invariantes Element, also im besonderen das Ein- 
heitselement EH, so ist v gleich der Gruppenordnung g. Ist g 
durch » teilbar, so wird fiir ein invariantes Element die Zahl 
d=n. Die Gleichung X" = EH wird stets durch X = E be- 
friedigt; daher ist ftir diesen Fall 1-0. Folglich ergibt sich: 

Ist die Ordnung g einer Gruppe & durch die Zahl n teil- 
bar, so ist die Anzahl i derjenigen Elemente der Gruppe G, deren 
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_ Ordnung in n aufgeht, ein Vielfaches von n. Ist die Ordnung - 
. einer Gruppe © durch n teilbar, so ist die von den t Elementen, 
welche der Gleichung X” = E geniigen, erzeugte Gruppe entwedcr 

die Gruppe © oder cine charakteristische Untergruppe von ©, 
der en Ordnung cbenso wie die Zahl t durch n teilbar ist. 

Von Lehrbiichern vg]. Burnside, Theory of groups, 8. 110, 
de Séguier, Groupes abstraits, 8. 74. 
Ankniipfend an den Begriff der gréBten invarianten Unter- 
_ gruppe und die Sitze auf 8.188 erhilt man fiir endliche Gruppen 
_ besonders bemerkenswerte Satze: Ist G eine endliche Gruppe, 
so heift eine mit der Einheit endende Reihe von Gruppen: 6, 
~ ©,, G, G, ..., 1, von denen jede Gruppe G, (=1,2,3,-..) eine 
_ groBte invariante Untergruppe der voraufgehenden G,_, ist, eine 

Kompositionsreihe oder eine Reihe der Zusammensetzung der Gruppe 
G. Fir die Faktorgruppen @/6,, ©,/G,, G,/G,, ... beweist 
man: Bestizt cine endliche Gruppe zwei verschiedene Kompositions- 
_ rethen, so sind, von der Reihenfolge abgesehen, die sich bei der 
— emen Reihe ergebenden Faktorgruppen den aus der anderen Reihe 
~ entspringenden holoedrisch iscmorph (Hilder, Math. Ann. 34, 37 
(1889)). Sind g, 9,, 9:,,.--, 1 die Ordnungen der Gruppen G, 


G,, G,, ..., 1, so heiBen die Zahlen ioc A om Oy. 


die numerischen Faktoren der Zusammenseteung oder die Indva- 
_reihe der Gruppe ©. Als Ordnungen der Faktorgruppen G/G,, 
@,/G,, ... sind, von der Reihenfolge abgesehen, die Zahlen 
€,, €, --- eindeutig bestimmt (C. Jordan, Traité, p. 41). Neben 
der Reihe der Zusammensetzung kann man fiir eine endliche 
Gruppe © auch eine Hauptreihe definieren (C. Jordan, Traite, 
p. 663). Die Gruppen: ©, §,, ,, .-., 1 bilden eine Hauptreihe, 
wenn jede Gruppe O,; @=1,2,3,--.) nicht nur eine invariante Unter- 
gruppe der vorangehenden §;_, (0) = G), sondern sogar in der 
Gesamtgruppe @ invariant ist und zwischen zwei sufeinander- 
folgenden Gruppen §,;_, und , es nie méglich ist, eine neue 
Gruppe einzuschieben, ohne da die Reihe ihren Charakter verliert. 

Wie auch immer die Hauptreihe ©, ,, Ha... +, 1 eimer end- 
lichen abstrakten Gruppe gewdhlt scin mag, stets He die Faktor- 
gruppen &/H,, D;/He, De/Hg, -.. bis auf die Rethenfolge dieselben, 
wenn man holoedrisch isomorphe Gruppen als nicht verschicden 
ansieht (Hilder, Math. Ann. 34, 38 (1889); daB die Zahlen- 
faktoren i z ; z , ++, abgesehen von der Reihenfolge, ein- 
deutig bestimmt sind, bereits bei ©. Jordan, a.a.0.). Jede 


a 
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der aus einer Hauptreihe hervorgehenden Faktorgruppen ©/§,, 

$,/Bs, He/Hs, - - . ist eine elementare Gruppe (Hélder, a. a. O.). 
Eine Gruppe heiBt nach Frobenius (Sitzwngsb. d. Berl. Akad. 

(4902), 358) elementar, wenn sie einfach oder das direkte Produkt 
mehrerer holoedrisch isomorpher einfacher Gruppen ist. Das 

charakteristische Kennzeichen einer elementaren Gruppe ist, daB 
sie keine charakteristische Untergruppe besitzt. 

Durch Einschieben von Gruppen kann man aus einer Haupt- 
reihe eine Kompositionsreihe konstruieren, hingegen geht nicht 
stets durch Unterdriicken von Gruppen aus letzterer eine Haupt- 
reihe hervor. Zu einer endlichen Gruppe © kann man stets 


eine derartige Kompositionsreihe ©, ©,, G, ..., G,, .-., 1 
finden, daB, so oft sich die numerischen Faktoren der Zusammen- 
setzung andern, also om von —%- verschieden ist, G, eine in- 


variante Untergruppe von & ist (vel. H. Weber, Algebra 2, 33). 
Zu einer endlichen Gruppe 1é8t sich auch eine: liickeniose Reihe 
charakteristischer Untergruppenkonstruieren (Frobenius, Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1895), 1027). 

Ist g eine gegebene Zahl, so existiert nur eine endliche An- 
gahl nicht isomorpher abstrakter endlicher Gruppen, welche die 
Ordnung g besitzen. Man kann sich daher die “Aufgabe stellen, 
alle nicht isomorphen abstrakten endlichen Gruppen der vor- 
gegebenen Ordnung g mit Angabe ihrer definierenden Gleichungen 
aufzuzihlen. Ist p eine Primzahl, so gibt es nur eine Gruppe 
p*" Ordnung, naémlich die durch A? =1 definierte zyklische 
Gruppe. Nicht isomorphe Gruppen der Ordnung p? existieren 
nur 2, die beide Abelsche Gruppen sind; solche der Ordnung p® 
gibt es 3 Abelsche und 2 nicht Abelsche (Hilder, Math. 
Ann. 43, 301 (1893)). Sind p und g voneinander verschiedene 
Primzahlen (p > q), so gibt es, wenn p — 1 nicht durch q teil- 
bar ist, nur eine Gruppe der Ordnung pq, diese ist zyklisch. 
Im anderen Fall gibt es noch eine zweite Gruppe der Ordnung pq; 
diese wird durch AP = 1, A2=1, A%-14,A,AP-* =1 defi- 
niert, wobei « eine beliebige Zah] bedeutet, die mod p zum Ex- 
ponenten g gehirt (Netto, Substitutionentheorie, 8. 184, Holder, 
a. a. O., S. 312). Zusammenfassende Angaben iiber die ver- 
schiedenen Typen nicht isomorpher abstrakter endlicher Gruppen 
bei Easton, The constructive development of group-theory, S. 77, 
vgl. zur Erginzung: G. A. Miller, Bull. Am.|M. 8. (2) 14, 89 
(1907). 


Nie emt 


Rip 


- 674 (1903)). 
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Ist die Zahl k der Klassen konjugierter Elemente einer end- 
lichen abstrakten Gruppe gegeben, so gibt es nur eine endliche 
Anzahl nicht isomorpher endlicher abstrakter Gruppen, welche die 
vorgegcbene Klassenzahl k besitzen (Landau, Math. Ann. 56, 


Die Isomorphismengruppe einer endlichen Gruppe der Ord- 
nung g ist héchstens von der Ordnung (g — 1)! und erreicht 


- diesen Maximalwert nur fiir g9 =1, 2, 3 und die nicht zyklische 


Gruppe der Ordnung 4. Eine Besprechung der Untersuchungen 
tiber die Isomorphismengruppe bei G. A. Miller, Bull. Am. 
M. 8. (2) 14, 124 (1907). 


§ 4. Auflésbare, einfache und zusammengesetzte Gruppen. 
Kine endliche Gruppe hei8t auflésbar (C. Jordan), wenn 


ihre Indexreihe aus lauter Primzahlen besteht. H. Weber (Al- 
gebra 1, 647) bezeichnet die auflésbaren Gruppen als mefazyhlisch. 


Eine Gruppe ist dann und nur dann aufldésbar, wenn die 
Ordnungen der Faktorgruppen, die irgendeine Hauptreihe der 
Gruppe liefert, Primzahlen oder ihre Potenzen sind. 

Eine Gruppe ist dann und nur dann auflésbar, wenn fir 
ihre sukzessiven Kommutatorgruppen folgendes eintritt: Bildet 
man die Kommutatorgruppe der Gruppe, von dieser wiederum 
die Kommutatorgruppe usw., so gelangt man schlieBlich zur 
Binheit (C. Jordan, Traité, 8. 395; G. A. Miller, Quart. J. 28, 
268 (1896)). - : 

Alle Gruppen der Ordnung p™ (p Primzaht) sind stets auf- 
Wsbar (Sylow, Math. Ann. 6, 588 (1872), Frobenius, Sitzwngsb. 
a. Berl. Akad. (1895), 173 u. 982, W. Burnside, Theory of 
groups, Chap. V, de Séguier, Groupes abstraits, Chap. IV.) 

Die Gruppen der Ordnung p”™ und diejenigen, die das 
direkte Produkt von ihnen sind, erschépfen sémtliche Gruppen, 
bei denen sich jede Untergruppe in eine der verschiedenen Kom- 
positionsreihen, die man zu der gegebenen Gruppe konstruieren 
kann, einordnen laBt. Solche Gruppen’ heiBen spcetelle Gruppen. 
(W. Burnside, Theory of groups, 8.115, A. Loewy, Math. Ann. 
55, 67 (1902), de Séguier, Groupes, absiraits, 8. 87). 

Satz von Frobenius (Siteungsb. d. Berl. Akad. (1893), 342, 
(1895), 1043, Hélder, Galt. Nachr. (1895), 211, H. Weber, 
Algebra 2, 140): Jede Gruppe, deren Ordnung ein Produkt 
lauter verschiedener Primzahlen ist, ist aufldsbar. 
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Es gilt folgender allgemeiner Satz (Frobenius, Sitzwngsb. — 
d: Berl. Akad. (1895), 1041): Ist G eine Gruppe der Ordnung 
g = pap... pin, wobei py <Py<-+:+<p, threr Gripe nach 
geordnete Primzahlen bedeuten, und sind sdmtliche im ®G ent- 
haltene Sylowsche Gruppen $B, der Ordnungen pji @=1,2%...2-1) 
ausnahmslos kommutative Gruppen vom Range 1 oder 2 (vgl. 
S. 203), so ist © eine duflésbare Gruppe. Eine Ausnahme kann 
nur eintreten, wenn p, = 2, py = 3, B, den Rang 2 hat und © 
eine Untergruppe besitet, deren Ordnung in 243 aufgeht und 
mit der Tetraédergruppe der Ordnung 12 isomorph ist. 

Haben die Exponenten 4,,4,,...,4,_, die Werte 1 oder 2, 
so sind die Gruppen %, ((=1,2,...,»—1) sicher kommutative Gruppen 
vom Range 1 oder 2. Mithin folgt: Jede Gruppe der Ordnung 
pape... pin, bei der py < py <+-+ <p, threr Gripe nach ge- 
ordnete Primzahlen sind, jeder der Eaponenten h,, 4g, -- +) 4n—a 
den Wert 1 oder 2 besitet, i,, eine beliebige ganze positive Zahl 
bedeutet, ist auflosbar; cine Ausnuhme kann nur p, = 2, py = 3, 
_ A, = 2 bilden. 

Satz von W. Burnside (Proc. Lond. M. S. (2) 1, 388 
(1904) u. (2) 2, 432 (1905)): Die Gruppen der Ordnung p* g® 
(p und q verschiedene Primzahlen) sind auflésbar. (Spezialfalle 
sind friiher von Frobenius, Burnside, Jordan behandelt 
‘worden, vgl. H. Weber, Algebra 2, 145 und Frobenius, Acta 
math. 26, 189 (1902), siehe auch Cole, Trans. Am. M. S. 5, 
214 (1904)). Der Beweis des Burnsideschen Satzes ergibt sich 
aus seinem (Proc. Lond. M. S.(2) 1, 392) Theorem: Jede endliche 
Gruppe, bei der die Anzahl von Elementen in einer Klasse kon- 
jugierter Elemente eine Primzahlpotenz ist, kann nicht einfach sein. 

Jede Gruppe, deren Ordnung das Produkt von drei Prim- 
zahlen ist, ist auflésbar. Uber Gruppen, deren Ordnungen das 
Produkt von 4 und 5 Primzahlen sind, vgl. unten. 

Jede Gruppe der Ordnung p*qr, wobei p,q; r beliebige ver- 
schiedene ungerade Primzahlen bedeuten, ist auflisbar (Burnside, 
Proc. Lond. M. 8. 33, 266 (1901), Frobenius, Sitzwngsb. d. 
Berl. Akad. (1901), 1329). 

Folgende Sitze von Frobenius erweisen eine Gruppe als 
zusammengesetzt: < ; 

Ist dic Gruppe jin einer Gruppe © der Ordnung hn ent- 
halten und ist sie darin mit » verschiedenen Gruppen konjugiert, 
von denen je zwei teilerfremd sind, so enthdlt © eine und nur — 
cine, demnach charakteristische Untergruppe der -Ordnung x 
(Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1901), 1226). 
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Enthalt die Ordnung g ciner Gruppe © die Primzahl p in 
_ der ersten Potenz und ist p —1 und g tcilerfremd, so enthdlt & 


_eme und auch nur eine, demnach charakteristische Untergruppe 
der Ordnung ° (Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1901), 849). 


Were ene ovangen ebenda, vgl. ferner J. Schur, Sitzungsb. 
_ d. Berl. Akad. (1902), 1013. 

EKinfache, nicht isomorphe Gruppen, deren Ordnungen zu- 
sammengesetzt und kleiner als 2000 sind, gibt es nur sechs, 


-nimlich je eine der Ordnungen: 60, 168, 360, 504, 660 und 


* 


1092 (Galois (1—60), Guvres, p. 26, Hilder, die eimfachen 
_ Gruppen im ersten und zweiten Hundert der Ordnungszahlen, 
_ Math. Ann. 40, 55 (1892), Cole (200—600), Am. J. math. 14, 
878 (1892) aa 15, 303 (1893), W. Burnside (660—1092), 
_ Proc. Lond. M. §. 26, 325 (1895), Ling and G. A. Miller 
- (1092—2001), Am. J. math. 22, 13 (1900)). Diese sechs Gruppen 


sind mit Gruppen des unendlichen Systems einfacher Gruppen 


holoedrisch isomorph, das die vcrallgemeinerte endliche Modular- 


— vp" (p?™ —1) ; 
gruppe der Ordnung ~—~—,---—" (d = 1 oder 2, je nachdem die 


Primzahl p = 2 oder griBer als 2 ist) fiir die Werte p” = 5 


(oder 2”), 7, 3°, 2°, 11, 13 (vgl. §7) liefert. Die einfache Gruppe 
der Ordnung 60 wird durch zwei unabhingige Elemente S,_ 
und S, erzeugt; Si —1, 8? =1, (S,S,)* =1 sind die Definitions- 
ech racer der (inne: 

Unter allen Gruppen, deren Ordnungen das Produkt von 4 
oder 5 Primzahlen sind, sind nur die vier Gruppen der Ord- 
nungen 60, 168, 660 und 1092 einfach (Frobenius, Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1895), 1041, tiber Gruppen, deren Ordnungen 
das Produkt von 4 Primzahlen ist, vgl. auch Glenn, Trans. 
Am. M. S. 7, 137 (1906)). = 

Ein Verzeichnis der bekannten einfachen Seamer gibt 
Dickson, Linear groups, S. 309. In dieser Liste nicht auf- 
gefiihrt ist das spiter bekannt gewordene unendliche System 
einfacher Gruppen der Ordnung p®? (p®? — 1) (p??— 1), das 
fiir jede Primzahl p > 2 und jéde ganze Zahl g>1 und fir 
p= 2 und sas ganzzahlige q > 1 existiert (Dickson, Trans. 
Am. M. 8. 2, 389 (1901), Math. Ann. 60, 137 (1905)). Fur 


jede Zahl ce Form = (pm Gn 1) « pe @r— (pm @r-*) — 1) 


pmar—%) ... (pm — 1) p™, wobei p eine beliebige, von 2 ver- 
schiedene Spat, r und m beliebige ganze positive Zahlen, 


202 Kapitel III. Algebraische Gruppentheorie. 
xr > 2 bedeuten, existieren sogar zwei einfache, nicht iso- 
morphe Gruppen der angegebenen Ordnungszahl (Dickson, 
Linear groups, 8. 309). Abgesehen von der abstrakten Gruppe — 
der Ordnung se die mit der alternierenden Permutationsgruppe 
‘(vgl. § 6) isomorph ist, entstammen die bekannten Systeme ein- 
facher Gruppen der Theorie der Kongruenzgruppen (vgl. § 12); die 
einfache Gruppe niedrigster Ordnung, die sich keinem System ein- 
_ordnen 14Bt, ist von der Ordnung 7920; sie 1iBt sich als vierfach 
transitive Permutationsgruppe des Grades 11 darstellen (Cole, 
Quart. Journ. 27, 48 (1895), de Séguier, Journ. de math. (5) 8, 
291 (1902)). Die weiteren bekannten einfachen Gruppen, die 
sich bisher keinem System einordnen lassen, sind zwei Gruppen 
der Ordnungen 95040 und 244823040, die mit den zwei von — 
Mathieu (Journ. de math. (2) 6, 270 (1861), (2) 18, 25 (1873)) 
entdeckten fiinffach transitiven Permutationsgruppen der Grade 12 
und 24 (W. Burnside, Theory of groups, 220, Frobenius, 
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1904), 567) holoedrisch isomorph 
sind, sowie zwei gréS8te Untergruppen der letzten Gruppe, die 
als Permutationsgruppen der Grade 22 und 23 darstellbar sind 
(G. A. Miller, Bull. de la soc. math. 28, 266 (1900)). Eine 
einfache Gruppe ungerader, zusammengesetzter Ordnung 
ist nicht bekannt. (Uber den Stand dieser Frage vgl. Rietz, 

Am. J. math. 26, 1 (1904).) 
Nicht auflésbare abstrakte Gruppen, deren Ordnungen < 480 
ist, gibt es nur die folgenden 25 nicht isomorphen: 


Ordnung: 60 | 120 | 168 | 180 | 240 | 300 | 336 | 360 | 420 
Anzahl: -4.[° 3. 21, | 4 [8] bleed 


(Hilder, Math. Ann. 46, 420 (1895)). 


§ 5. Abelsche Gruppen. Hamiltonsche Gruppen. 
Die Quaternionengruppe. 


Jede Gruppe, die nur aus vertauschbaren Operationen be- 
ateht, heiBt eine Abelsche oder kommutative Gruppe (vgl. 8. 174). 
In jeder endlichen abstrakten Abelschen Gruppe © kann man 
stets ein System erzeugender Elemente A,, A,,..., A, der Ord- 
mungen 9, 99,--+, J, Gerartig auswihlen, da8 das Produkt 
% 99-+++Gq gleich der Ordnung von & ist und jedes Element von 
® ein und auch nur einmal in der Form A Alt... Aho er- 
scheint, wenn h,, h,,..., h, alle ganzzahligen Werte von 0 bis 


me 
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(9, —1, bzw. 0 bis g, — 1 usw., 0 bis g, —1 annehmen. Ein 


System von Elementen, das sich zu einer solchen Darstellung 


_ eignet, heiBt eine Basis der Abelschen Gruppe; die erzeugenden 
_ Elemente der Basis hei8en Basiselemente. 


Eine Basis einer Abelschen Gruppe kann verschiedenartig 
gewahlt werden; auch die Anzahl der Basiselemente ist nicht 


fiir jede Gruppe die gleiche. Bei jeder endlichen Abelschen 


lassen sich die Basiselemente derartig wihlen, daB ihre Ord- 
nungen Primzahlen oder ihre Potenzen sind. Die auf diese 


_ Weise gewonnenen Primzahlpotenzen heiBen die Invarianten 
der Gruppe. Zwei Abelsche Gruppen sind dann und nur 


se 


_ dann holoedrisch isomorph, wenn sie die gleichen Invarianten 


_ haben. 


Eine Abelsche Gruppe von Primzahlpotenzordnung 


 p™(m => 1) mit den Invarianten p%, p%,...p% (a, +a, +--+ «== m) 
— heiBt vom Typus (a,, a,..., %;). Da alle Abelschen Gruppen 


VF 


mit denselben Invarianten isomorph sind, existieren bei gege- 
benem p und m nur soviel verschiedene Abelsche Gruppen der 


~Ordnung p™, als es verschiedene additive Zerlegungen der Zahl 


m gibt. 

Bei jeder endlichen Abelschen Gruppe kann man eine 
Basis auch derartig wihlen, daB die Ordnungszahl jedes vorauf- 
geherden Basiselementes A, entweder durch die Ordnungszahl 
des folgenden A,,, teilbar oder ihr gleich ist. Auf diese Weise 
erhalt man die kleinste Anzahl von Basiselementen; diese kleinste 
Anzahl erzeugender Elemente der Abelschen Gruppe heiBt der 
Rang der Abelschen Gruppe. Der Begriff der Invarianten wurde 
allerdings in anderer Fassung von Frobenius u. Stickelberger 
(Journ. f. Math. 86, 236 (1879)) eingefithrt; die obige Defini- 
tion geht auf H. Weber zuriick. Vgl. H. Weber, Algebra 2, 
38 ff, Ist m eine beliebige ganze Zahl, so bilden die (m) ganzen 
positiven Zahlen, die kleiner als m und relativ prim zu m sind, 
wenn man sie multiplikatiy verkntipft und die sich bei der Mul- 
tiplikation ergebenden Zahlen stets mod m nimmt, eine Abel- 
sche Gruppe der Ordnung y(m). . 

Wegen unendlicher Abelscher Gruppen vgl. H. Weber, 
Math. Ann. 48, 435 (1897) und de Séguier, Groupes abstraits, 
8. 97. 


Jede endliche Gruppe, deren simtliche Untergruppen in- 
variant sind, heiBt eine Hamiltonsche Gruppe. (Dedekind, Math. 
Amn. 48,548 (1897), G. A. Miller, C. R. 126, 1406 (1898), 
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“Bull. Am. M.S. (2) 4, 510, (1898), E. Wendt, Math. Ann. 59, 


187 (1904), 60, 319 (1905)). Eine besonders wichtige Hamil- 
tonsche Gruppe ist die Quaternionengruppe; hierunter versteht 
man die Gruppe 8" Ordnung, die durch die zwei unabhingigen 
Elemente i, und i, erzeugt wird und deren definierende Gleichungen: 
#= 1, 22 = 1, i,i,i,73 = 1 lauten. Fir die Zusammensetzung 
der Quaternionenecinheiten (vgl. S. 16 und setze i,4, = 4, und 
#? = — 1) gelten genau die gleichen Kompositionsregeln wie fiir 
die Quaternionengruppe. Die Quaternionengruppe besitzt drei 
Untergruppen vierter und eine zweiter Ordnung. 

Jede Hamiltonsche Gruppe, die keine Abelsche Gruppe 
ist, ist das direkte Produkt einer Quaternionengruppe, einer 
Abelschen Gruppe, deren simtliche Elemente die Ordnung 2 
haben, und einer Abelschen Gruppe ungerader Ordnungszahl. 
Umgekehrt ist jede derartige Gruppe eine Hamiltonsche Gruppe. 
Verallgemeinerungen der Hamiltonschen Gruppen: G. A. Miller, 
Math. Ann. 60, 597 (1905), Arch. f. Math. (3) 11, 76 (1906), 
Wendt, Math. Ann. 62, 381 (1906). 

Jede Untergruppe einer Abelschen Gruppe ist wiederum 
Abelsch. Es gibt auch nicht-Abelsche Gruppen, deren simt- 
liche Untergrupppen Abelsche Gruppen sind; ihre Ordnung ist 
nie durch mehr als zwei verschiedene Primzahlen teilbar (Miller 
and Moreno, Trans. Am. WM. S. 4, 398 (1903)). Eine Gruppe, 
deren Kommutatorgruppe nur aus invarianten Elementen besteht, 
heift mefabelsch (W. B. Fite, Trans. Am. M. S. 3, 331 (1902)). 


§ 6. Permutationen. Symmetrische und alternierende 
Gruppe. 

Diejenige Operation, die » Symbole (man sagt auch Ziffern, 
Zahlen, Buchstaben, Marken) durch die gleichen Symbole in 
der nimlichen oder einer anderen Anordnung ersetzt, heiBt 
eine Permutation oder Substitution (in engerem Sinn). Be- 
zeichnet man die zu vertauschenden Symbole mit 1, 2, 3, ..., » 
-und irgendeine Anordnung von ibnen mit a,,0,...,@,, $0 
schreibt man die Permutation, die 1 durch «,, 2 durch ag, ..., 
ne seas Sear 
): (Cauchy, Gurres (2) 
Oy 9 as coe a, 


1,67, manche Autoren schreiben umgekehrt nach Cauchys 


spiteren Arbeiten, Gores (1) 9, 281 ee . oo a) / Haufig 
-. Mn 


nm durch «, ersetzt, ( 


“f , / a 
a 


Z 
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bezeichnet man eine Permutation abgekiirzt mit einem einzigen 


Buchstaben A. 


Jede Permutation kann auf m! Arten geschrieben werden, 
indem man entweder den Zihler oder den Nenner beliebig an- 
ordnet und nur den Zusammenhang zwischen den tibereinander- 


_ stehenden Symbolen nicht stért. Ist a,,a,,...,@, irgendeine 
_ Anordnung der Zahlen 1,2,...,”, so kann man die Permutation 


1 AS Sa ea 
A= ( ) auch gleichwertig ( 


Ces Ud 
1 2 n 5 
schrei- 

Oly Oy Og... O a a a, 


n CR eae fib 


ben. Bei einer Permutation la8t man hiéufig die sich nicht 
_ Sndernden Symbole fort. 


WY 


Die Anzah] » der Symbole, auf die sich die Permutation 
bezieht, heiBt der Grad der Permutation; die Anzahl der Sym- 
bole, die durch von ihnen verschiedene ersetzt werden, heiBt 


die Klasse der Permutation. 


Aus zwei Permutationen 


5 a nee bab re aN Cyn ig Mare 
Us CS aoa es B, B,.-- B, Ba, Ba, + + + Be, 


_ entspringt eine dritte 


bi ey 

ee 
B Oy B CPP rs B an 

das Produkt von A und B. Man schreibt C= AB. (Manche 
Autoren bezeichnen umgekehrt das so gebildete Produkt C mit BA.) 
Eine Permutation heiBt zyklisch oder zirkular, wenn sich 
alle ihre Symbole oder bei Fortlassung der sich nicht Aindernden 
die iibrigen so anordnen lassen, daB das erste Symbol durch 
das zweite, das zweite durch das dritte, usw., das letzte durch 
das erste ersetzt wird. Hine zyklische Permutation hat bei 

Fortlassung der unveraindert bleibenden Symbole die Form: 


eC Di graces Oh na 2 CG < a 


Oy Mg... &, Oly 


Man bezeichnet sie mit (a, o,..., o,), indem man die Symbole 
in der Reihenfolge, in der das eine fiir das andere tritt, in 
eine Klammer hintereinander setzt. Die zyklische Permutation 
1aBt sich daher auf m Arten schreiben: 


(a, , 05, - . 3) oe (ig) gy +: +4 yy Oy) = v6 6 (Oy O45 Ogg + 19 Mn 4) 


Eine Permutation, bei der nur zwei Symbole vertauscht 
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werden, also eine zyklische Permutation (a, 6), heiBt eine Trams- 
position. 

Jede Permutation kann, abgesehen von der Reihenfolge, auf 
eine und auch nur auf eine Weise als ein Produkt zyklischer 
Permutationen, die kein Symbol gemcinsum haben, dargestelit 
werden. Diese zyklischen Faktoren heiBen die Zykeln der betr. 
Permutation. 

Hine zyklische Permutation oder eine solche, bei der jeder 
Zyklus, abgesehen von den eingliedrigen, die gleiche Anzahl von 
Symbolen enthilt, heiBt eine reguldre Permutation. 

Jede Permutation n® Grades mit r Zykeln, wobei die ein- 
gliedrigen mitzurechnen sind, kann durch n — r Transpositionen 
ersetzt werden. (Vgi. 8. 44.) Jede Permutation kann auf un- 
unendlich vicle Weisen als Produkt von Transpositionen dar- 
gestellt werden; dabei ist sie entweder das Produkt einer stets 
geraden oder eimer stets ungeraden Anzahl von Transpositionen. 

Hine Permutation hei8Bt gerade, von der ersten Klasse oder 
eigentlich, wenn sie aus einer geraden Anzahl von Transposi- 
tionen gebildet werden kann; im anderen Fall heiBt sie wn- 
gerade, von der zweiten Klasse oder uneigentlich. 

Ist A eine gegebene Permutation n*" Grades, so ist die 
Anzahl der Arten, auf die sich A als Produkt von w Trans- 
positionen darstellen 1iBt, gleich 


Qh? + ef? +--+ Gh%5 


hierbei hingen f,, f,,---, f, nur von m allein ab und sind 
ganze Zahlen, ¢,,¢,,...,@ sind rationale, von m und der ge- 
gebenen Permutation, aber nicht von w abhingige Zahlen; 
die mit den Gruppencharakteren der symmetrischen Gruppe 
(vgl. § 10) in Zusammenhang stehen. (A. Hurwitz, Math. Ann. 
39, 7 (1891), 55, 53 (1903), Netto, ebenda 56, "482 (1903), 
Pechonias Sussunaab: d. Berl. Akad. (1903), 357.) 

Die nl verschicdenen Permutationen von n Symbolen bilden 
bei ihrer Komposition eine endliche Gruppe, die symmetrische . 
Gruppe der Ordnung n! (Der Name von C. Jordan, Journ. 
de math. (2) 16, 883 (1871)). 

Die fir ondliche Gruppen allgemein definierten Begriffe 
kénnen fiir die symmetrische Gruppe verwendet werden. Ihre 
Einheti, die mit 1 bezeichnet wird, ist die identische Permutation 


Laks acne 7) 
6 23 a, die alle Elemente ungeindert l&é8t. Die zu 
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: ee 


reziproke oder inverse Permutation lautet 
Oy Oy Og... Oy 

Ol, Oy Og... O 

at ( i 5 a, Die Ordnung einer Permutation ist die 
kleinste positive Zahl a, fiir die A* = 1 wird. 

Die Ordnung irgendeiner Permutation ist das kleinste ge- 
meimsame Vielfache dir Anzahl von Symbolen ihrer eineclnen 
Zykeln. Im besonderen ist die Ordnung einer reguliren Per- 
mutation gleich der Anzahl von Symbolen irgendeines ihrer 
‘Zykeln. 
. Ist A irgendeine Permutation der Ordnung n und d der 
gropte gemeinsame Teiler der positiven ganzen Zahlen x und n, 


so hat die Permutation A* die Ordnung + ist A zyklisch, so 
n 


ist A? regulér und zerfillt in d Zykeln von je a Symbolen. 
Jede regulire Permutation ist die Potenz einer zyklischen Per- 
mutation. 

Auch eine geringere Anzahl als die Gesamtheit aller Per- 
mutationen der symmetrischen Gruppe der Ordnung »/ kann 
fiir sich eine Gruppe bilden. Jede solche Untergruppe der sym- 
metrischen Gruppe heift eine Permutationsgruppe. Die Anzahl 
der Elemente, auf die sich die Gruppe bezieht, heiBt ibr Grad, 
die Anzahl der Permutationen, die sie enthalt, ihre Ordnung. 
Die Ordnung jeder Permutationsgruppe des Grades n ist ein 
Divisor von n! : 

Enthalt eine Permutationsgruppe eine Permutation der 
Klasse % und (abgesehen von der in jeder Gruppe vorhandenen 
Identitét) keine von niedrigerer Klasse, so hei®t die Permuta- 
tionsgruppe von der Klasse k. (C. Jordan, Journ. de math. (2) 
16, 408 (1871)). 

Alle geraden Permutationen von n Symbolen bilden eine 


Permutationsgruppe der Ordnung uae die alternicrende Gruppe. 


Enthalt eine Permutationsgruppe des Grades n die n—2 
gyklischen Permutationen zweier fester Symbole mit den tibrigen, 
also gz. B. (1, 2, 3), (1, 2, 4),... (1, 2, m), so ist sie entweder die 
alternicrende oder die symmetrische Gruppe. 

Enthilt eine Permutationsgruppe des Grades n die n— 1 
Transpositioncn eines festen Symbols mit den ibrigen, also z. B- 
(1, 2), (1, 3),..., (1, #), 80 ist-sie die symmetrische Gruppe. 
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Die abstrakte Gruppe, die durch die » — 1 unabhingigen 
Elemente A,(i = 1, 2,...,-- 1) mit den Gleichungen 


= Aj? == ++: = Al; = 1, 
A,A, = A,A,(i = 1,2,...,0 -- 3; j= +2, i+3,.... n—1), 
A,A,,,4, = Aj 4,4; 454119 = 1, 2, -- — 2) 


j+1 
Matter! wird, ist mit der symmetrischen Gruppe holoedrisch oe 
morph. Analoge Definition einer abstrakten Gruppe der Ordnung ~— ~ 5 


die mit der alternierenden Gruppe des Grades » holoedrisch 
isomorph ist, durch »— 2 unabhingige Elemente. (E. H. Moore, 
Proc. Lond. M. 8. 28, 357 (1897), Dickson, Linear groups, 
8. 287. 

Hele Permutationen A und B von nm Elementen heiSen 
konjugiert, dhnlich oder gleichberechtigt — schirfer ausgedriickt: 
konjugiert in bezug auf die symmetrische Gruppe —, falls 
irgendeine Permutation C des namlichen Grades existiert, daB 
A=C"'BC ist. Zwei Permutationen sind dann und nur dann 
in bezug auf dic symmetrische Gruppe konjugiert, falls sie gleich- 
viele Zykeln mit gleichvielen Elementen besitzen. Die Permu- 
tation C-!BC wird dadurch erhalten, daB man die Permutation 
C in den Zykeln der Permutation B ausfiihrt. Teilt man die 
symmetrische Gruppe in k Klassen konjugierter Elemente, so 

wl sees n! 

umfaBt die 0 Klasse ieee o 
aus w Zykeln mit einem Element, 6 Zykeln mit zwei Elementen, 
y ZLykeln mit drei Hlementen, ... bestehen. Die Anzahl k& der 
Klassen konjugierter Elemente der symmetrischen Gruppe des 
Grades n ist gleich der Zahl der ganzzahligen positiven Lé- 
sungen a, 6B, y,... der Gleichung » =a + 28+ 3y+- 
wobei «, 6, 7,... auch Null sein kénnen. (Cauchy, Oeuvres. 
(1) 9, 289). 

Zwei Permutationen A und B, die einer Permutations- 
gruppe © angehéren, heifen in bezug auf © Konjugicrt,. éhnlich 
oder gleichberechtigt, falls in © eine Permutation C  existiert, 
dab A=C'BC wird. Z. B. zwei Permutationen, die aus 
lauter Zykeln verschiedener ungerader Ordnungen bestehen und 
in bezug auf die symmetrische Gruppe shnlich sind, brauchen 
es nicht in bezug auf die alternierende Gruppe zu sein. (Fro- 
benius, Sirungsh: d. Berl. Akad. (1901), 303.) 

Tae Permutationsgruppen 6, und §, gleichen Grades 


Permutationen, die 


ya! be 
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heiBen dhnlich, konjugiert, auch gleichberechtigt, falls eine Per- 
mutation & des nimlichen Grades existiert, daB §, = RH, R71 

wird. (Betrachtet man eine Permutationsgruppe als eine Gruppe 
linearer homogener Substitutionen, so kann man den Begriff der 
Ahnlichkeit zweier Permutationsgruppen weitergehend mittelst 

einer ttberfiihrenden linearen homogenen Substitution definieren, 
ohne da eine tiberfiihrende Permutation zu existieren braucht. 
W. Burnside, Proc. Lond. M. 8. 34, 159 (1902).) 

Ist § eine Untergruppe der Permutationsgruppe & und 
sind alle Permutationen G von © mit § vertauschbar, so ist 
§ eine invariante Untergruppe von ©&. 

E Die symmetrische Gruppe hat die alternierende Gruppe -zur 
invarianten Untergruppe des Index 2. 

| Die alternierende Gruppe von mehr als vicr Symbolen ist 
einfach (0. Jordan, C. R. 60,773 (1865), Kronecker, Monatsb. 
d. Berl. Akad. (1879), 208). Die alternierende Gruppe G,; 
des Grades 4 besitzt eine invariante Untergruppe ©, des In- 
dex 3; sie ist zugleich invariante Untergruppe der symmetrischen 
—Gruppe:@,, und besteht aus der Identitiit und drei Paaren 
fvon Transpositionen (1, 2) (3, 4), (4, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3), 
‘von denen jede mit der Identitét eine invariante Untergruppe 
von ®, bildet. Die symmetrische Gruppe von 4,3 und 2 Sym- 
bolen ist eine auflésbare Gruppe und besitzt die Indexreihe 
2, 3, 2, 2 bezw. 2,3 bezw. 2. 


§ 7. Transitive, intransitive, primitive und imprimitive 
‘Permutationsgruppen. Regulare Gruppen. Gruppen vom 
Primzahigrad. Metazyklische Gruppe. Modulargruppe. 


Eine Permutationsgruppe heiBt transitiv, wenn ihre Per- 
mutationen irgendein Symbol in jedes tiberzufiihren gestatten; 
eine transitive Permutationsgruppe besitzt Permutationen, die 
jedes Symbol in jedes iiberfiihren. Hine Permutationsgruppe 
nm Grades ist dann und nur dann transitiv, wenn sie » Permu- 


: eee te aay a Poy tes 
ee der Form: eae Tags hd aa el 
enthalt. 

Eine Permutationsgruppe heiBt intransitiv, wenn die in ihr 
enthaltenen Permutationen wenigstens ein Symbol nicht in jedes 
beliebige iiberfiihren. Bei jeder intransitiven Gruppe @ kénnen 
die Symbole so in m Teile ,,Systeme der Intransitivitat: 

yp Figg cons Oy, Og, = 205 yy Ogg 22}: 2 My Mlgy > 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 14 
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zerlegt werden, daB die Permutationen der Gruppe die Symbole 
jedes Teiles transitiv untereinander vertauschen und nicht in 
diejenigen eines anderen iiberfiihren. Jede Permutation einer 
intransitiven Gruppe ist das Produkt P,P,...P,, von Permu- 
tationen P,(i=1,2,...,m), von denen jede nur die Symbole 
aus einem System enthilt. Die Permutationen P,, die nur die 
Symbole des, 1°" Systems der Intransitivitét enthalten, bilden 
eine transitive Permutationsgruppe $§,. Die Permutationsgruppen 
B,, Bo,---, B, heiBen die transitiven Komponenten (Konsti- 
tuenten) von ©. Uber intransitive Permutationsgruppen vgl. 
Bolza, Am. J. math. 11, 195 (1889), Burnside, Theory of 
groups, 8. 159. 

Lassen sich die Symbole einer transitiven Permutations- 


gruppe des Grades » in m Systeme von je =~ Symbolen ver- 


teilen, so da8 die Permutationen der Gruppe die Symbole eines 
Systems entweder nur durcheinander oder durch simtliche eines 
anderen Systems ersetzen, so heiBt die Gruppe imprimitiv. Die 
m Systeme werden Systeme der Imprimitivitdt genannt. Eine 
transitive Gruppe, deren Symbole sich nicht so einteilen lassen, 
heiBt primitiv. 

Die Einteilung der Permutationsgruppen in die drei Klassen: 
intransitive, imprimitive und primitive geht auf Ruffini zuriick. 

Ist © cine transitive Permutationsgruppe des Grades n und 
bilden die Permutationen von &, die ein bestimmtes Symbol un- 
getindert lassen, eine Gruppe , so ist G imprimitiv, wenn eine 
von & und & verschiedene Permutationsgruppe IM existiert, die 
H enthdlt und in & enthalten ist. LExistiert kein solches M, so 
ist $ primitiv. (Dyck, Math. Ann. 22, 94 (1883), Frobenius, 
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 179.) 

Jede invariante Untergruppe’ einer primitiven Permutations- 
gruppe ist transitiv. (Satz von Jordan, Traité, 41.) Die Ord- 
mung emer auflisbaren primitiven Permutationsgruppe ist eine 
Primzahlpotenz. (Galois, Cuvres, p. 11.) 

Besitzt eine imprimitive Permutationsgruppe eine invariante 
intransitive Untergruppe, so sind ihre Systeme der Intransitivitdt 
Systeme der imprimitivitat der gegebenen Gruppe. Besitzet eine 
imprimitive Gruppe © m Systeme der Imprimitivitét, so werden 
diese durch die Permutationen von © nach einer transitiven 
Gruppe ©, des Grades m permutiert, die mit der Faktorgruppe G/$ 
holoedrisch isomorph ist. Die invariante Untergruppe 3 von G, 
die der Identitat von ©, entspricht, ist intransitiv und lapt die 


_ 
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m Systeme ungedndert. Die Gruppe < kann auch unter Um- 
stiinden die Identitdt sein. 

Bei eimer imprimitiven Permutationsgruppe kénnen sich die 
Symbole verschiedenartig im Systeme der Imprimitivitét zerlegen 
lassen (vgl. tiber imprimitive Gruppen die mit zahlreichen Lite- 
raturangaben versehene Arbeit von Kuhn, Am. J. math. 26, 45 
(1904)). 
| Die transitiven Permutationsgruppen werden in einfach und 
mehrfach transitive unterschieden. (Mathieu, Journ. de math. 
(2) 5, 13 (1860).) Eine Permutationsgruppe heiBt k-fach tran- 
sittv, wenn ihre Permutationen irgend k fest gewahite Symbole 
in k beliebige andere tberzuftihren gestatten. ine A-fach tran- 
sitive Gruppe besitzt eine Permutation, die k beliebig ausgewdhlte 
Symbole in k beliebige andere iiberfiihrt. Kine mehrfach tran- 
sitive Gruppe ist stets primitiv. 

Die Ordnung einer k-fach (k >1) transitiven Permutations- 
gruppe vom Grade n ist gleich n(n —1)(n—2)...(n—k+1)m, 
worin m die Ordnung einer Untergruppe bedeutet, deren Permu- 
tationen k beliebig ausgewahlte Symbole ungedndert lassen. 

Ist die Gruppe (n — k)®”" Grades, die von allen denjenigen 
Permutationen einer wenigstens k-fach transitiven Permutations- 
gruppe n””" Grades gebildet wird, die k bestimmte Symbole un- 
gedndert lassen, noch w-fach transitiv, so ist die Gruppe n®™ 
Grades (uw + k)-fach transitiv. (Frobenius, Journ. f. Math. 19%, 
290 (1887).) 

Hine Permutationsgruppe des Grades n, die nicht die alter- 
nierende Gruppe ithres Grades enthdlt, kann micht mehr als 
G Sa 1)- fach transitiv sein"), die alternierende Gruppe ist (n — 2)- 
fach, die symmetrische Gruppe n-fach transitiv. 

Enthdlt cine k-fach transitive Permutationsgruppe nicht die 
alternierende Gruppe ihres Grades, so ist thre Klasse (vgl. 8. 207) 
>2k— 3: Besitet also eime k-fach transitive Permutations- 
gruppe, abgesehen von der Identitdét, Permutationen, die weniger 
als 2k — 2 Symbole vertauschen, so ist sie die alternierende oder 
symmetrische Gruppe. 

Enthdlt eine k-fach transitive Permutationsgruppe des Grades 
n nicht die alternicrende Gruppe thres Grades, so ist thre Klasse 
>4n—1, wenn k>1, >4n—1, werm k>2 und Djn—1, 


1) Fir die fiinffach transitive Mathieusche Permutationsgrappe 
des Grades 12 (vgl. S. 202) wird dieses Maximum erreicht. 
, 14° 
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wen k > 3. (Bochert, Math. Ann. 40, 179 (1892); engere 
Grenzen: Math. Ann. 49, 133 (1897), C. Jordan, Journ. de 
_ math. (5) 1, 35 (1895), Maillet, Mem. prés. par divers savants 
a Vacad. ie sciences 32, (1902)). | 

In jeder eangiioen Permutationsgruppe des Grades n gibt 
es wenigstens n — 1 Permutationen, die alle Symbole vertauschen. 
Eine transitive Permutationsgruppe, bei der die Ordnung gleich 
dem Grade m ist, heiBt reguldr. Eine solche enthdlt, abgesehen 
von der Identitat, nur Permutationen, die alle Symbole vertauschen ; 
sie lipt sich auch als eine transitive Permutationsgruppe des 
Grades und der Klasse n charakterisieren. Jede regulére Gruppe, 
deren Grad eime zusammengeseizte Zahl ist, ist imprimitiv. 

Zu jeder reguldéren Permutationsgruppe des Grades n existiert 
eine mit thr holoedrisch isomorphe derselben Symbole, sie umfapt 
alle Permutationen und auch keine anderen als diejenigen, die 
mit jeder Permutation der ersten Gruppe vertauschbar sind. Der 
Durchschnitt der zwei Gruppen ist die Zentrale jeder von beiden. 

Bei einer transitiven Permutationsgruppe © des Grades n 
und der Klasse n — 1 bilden die n —1 Permutationen, die alle 
Symbole umsetzen, zusammen mit der identischen Permutation eine 
charakteristische Untergruppe. Eine derartige Gruppe © kann 
nur dann prinutiv sein, wenn n eine Potenz einer Primzahl und 
die in & enthaltene Untergruppe % der Ordnung n eine elemen- 
tare ist. Unter diesen Bedingungen ist © siets dann und nur 
dann primitiv, wenn N eine minimale invariante Untergruppe 
von & ist. (Frobenius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1901), 1226, 
(1902), 458.) 

Eine Permutationsgruppe des Grades r+k, die nicht die 
alternierende Gruppe thres Grades enthali, kann, wenn r irgend- 
eine Primzahl ist, fiir k > 2 nicht mehr als k- fach transitiv sein. 
(C. Jordan, Bull. de la soc. math. 1, 41, G. A. Miller, Bull. 
Am. M. 8. 4, 142 (1898).) 

Fir transitive Permutationsgruppen vom Primzahlgrade p 
gelten folgende Sitze: 

Eine transitive Permutationsgruppe vom eS ad ist 
stels primitiv. 

Ist der Grad einer transitiven Pabacahonsmege G eine 
Primzahl p, so ist ihre Ordnung = pq(ip +1), wo ¢ ein Teiler 
von p—1 ist und ip +1 die Anzahl der verschiedenen in & 
enthaltenen Untergruppen 38 der Ordnung p bedeutet; diese Unter- 
gruppen sind sdmtlich konjugiert. Alle mit ciner belicbigen der- 
artigen Gruppe SS vertauschbaren Elemente von & bdilden cine 
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_Untergruppe der Ordnung pq von &. (Mathieu, Journ. de 
math, (2) 6, 304 (1861).) ' 

Enthailt eme transitive Permutationsgruppe © vom Prim- 
zahigrade p iwgendeine invariante Untergruppe 3, so ist G/3 
eme czyklische Gruppe. (G. A. Miller, Bull. Am. M. S. 4, 141 
(1898).) 

Die Permutationen 


fe 1 2 : p—l 

; a ea 

-wobei ¢=0,1,2,.... p—1,B=—1, 2,..., p —1 und die 
-im Nenner den Pere wianen stehenden Zahlen immer durch 
‘ihre kleinsten Reste mod p zu ersetzen sind, bilden eine Permu- 
tationsgruppe des Grades p und der Or ties p(p»—1). Sie 
ist zweifach transitiv und auflésbar. Jede auflésbare transi- 
tive Permutationsgruppe vom Primzahlgrad p ist entweder diese 
Gruppe oder eine ihrer Untergruppen. (Galois, uvres, p. 47.) 
Die fragliche Gruppe der Ordnung p(p—1) heiBt nach 
Kronecker (Monatsb. d. Berl. Akad. (1879), 217) metazyhklisch, 
bei H. Weber, Algebra 1, 666 die volle lineare Gruppe. Man 
stellt ihre Permutationen ,,analytisch“ dar durch die Relation 
|z,az-+8|, welche, wenn z die Werte 0,1,2,..., p—1 
durchlauft, die Verkniipfung der im Zihler der Permutation 
stehenden Symbole mit den unter ihnen befindlichen des Nen- 
ners angibt. Die Gruppe wird erzeugt durch die zwei Per- 
mutationen |z,2-+1| und |z,yz|, wobei g eine primitive 
Wurzel der Primzahl p ist. Verallgemeinerung dieser Gruppe 
zu einer zweifach transitiven Permutationseruppe des Grades p” 
und der Ordnung p™(p"—1) mit p™” konjugierten zyklischen 
Untergruppen der Ordnung p”™— 1, indem fiir die Primzahl p 
die p™ Zahlen des GF[p™] treten. Mathieu, Journ. de math. 
(2) 5, 39 (1860), (2) 6, 262 (1861) (eine weitere Verall- 
gemeinerung), Burnside, Theory of groups, 8.155, de Séguier, 
Journ. de math. (5) 8, 263 (1902). 

Jede transitive Permutationsgruppe vom Primzahlgrade p ist 
entweder in der metazyklischen Gruppe enthalten cder wenigstens 
zweifach transitiv. W. Burnside, Proc. Lond. M. 8.33, 163 (1901), 
Quart. J. 37, 215 (1906), J. Schur, Math. Ver. 17, 171 (1908). 

Die nctaits zyklische Gruppe und ae e Untergruppen deren es 
fiir jeden Divisor q von p—1 eine gibt, sind die emzigen tran- 
sitiven Permutationsgruppen vom Primzahigrad p mit einer ein- 
zigen Untergruppe (A= 0) der Ordnung p. Die Zahl 4 mu8 


: 
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immer Null sein, wenn q=1 ist oder, wenn fiir g=2, die 
Primzahl p von der Form 4¢ + 3 ist. i 

Fir 4 =1 gilt der Satz: 

Es gibt nur vier transitive Permutationsgruppen, deren Grad 
eine Primzahl p ist und die p + 1 Untergruppen der Ordnung p 
enthalten, die alternierende und die symmetrische Gruppe des 
Grades 5, deren Ordnungen gleich 60 und 120 sind, und die 
beiden einfachen Gruppen der Grade 7 und 11, deren Ordnungen 
gleich 168 und 660 sind. (Sylow, Videnskabsselskabels Skrifter 
I (1897), Frobenius, Sitewngsb. d. Berl. Akad. (1902), 352.) 


Die Permutationen in p + 1 Symbolen, die mit.0,1,2,. ., 
y — 1, co bezeichnet seien, 


Op de BP -be & By 0 tp Dye ae 
bilden, wenn p eine ungerade Primzahl, a, 6, 7, 0 beliebige 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,...,@—1 sind, deren Deter- 
minante a3 — By + O ist, und die im Nenner der Permutation — 
stehenden Zahlen mod p gencmmen werden, eine Gruppe; hier- 


On aek 2 3 : pA co 
(¢ e+f 2a+f6 30+6 (p—1)e+8 «) 


bei ist unter in iiblicher Weise die Zahl x zu verstehen, die 


durch ba” = a(mod p) bestimmt wird, und fir b = 0, a + 0 ist 
+ = 0oO zu setzen. 
Die definierte Permutationsgruppe des Grades p +1 hat 
die. Ordnung p(y? — 1) und ist dreifach transitiv. Tbre Per- 
mutationen ho yanalytisch dargesteilt durch die Relation — 
a2 
Z, mete Is ad — By +0; diese gibt, wenn ¢ die Werte 0, 1, 
2a Ae a 1, co durchliéuft, die Verkniipfung der im Zihler der 
Permutation stehenden Symbole mit den unter ihnen befindlichen 
des Nenners an. Die Gruppe der Ordnung p(p* —1) hat eine in- 
variante, eweifach transitive Untergruppe des Grades p +-1 und der 
ae ; »(p* —1). Ihre Permutationen werden definiert durch 
a2 : : 
yg g | mit der Bedingung ad — By=1 (mod p). Die Gruppe 
der Ordnung $p (p? — 1) ist fiir p> 8 einfach. Die letztere 
Gruppe ergibt sich als Galoissche Gruppe bei den Transforma- 
tionsgleichungen der elliptischen Funktionen (Modulargleichungen) 
und heift daher die- Modulargruppe. Sie ist bereits von Galois, 


5 a ee ee 


§ 7. Modulargruppe. eal 


- Euvres, p. 28, behandelt. Die Bestimmung der Untergruppen 
~ der Modulargrappe bei Gierster, Math. Ann. 18, 319 (1881), 
. Klein-Fricke, ‘Modular funitionen 1, 411, Weber. Algebra 

284. 
Ist p eme Primzahl, so gibt es nicht mehr als eine transi- 

- twe Gruppe des Grades p+ 1 und der Ordnung 4p(p? — 1); 
nur fiir p=T7 gibt es zwei solche. Hs gibt nicht mehr als eine 
transitive Gruppe des Grades p + 1° und der Ordnung p(p?.— 1). 
_ (Frobenius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. AD 353, 359.) 


: (ad — By + 0) 
| Bdstiierts Gruppe des Grades p + 1 iabt th zu einer dreifach 
 transitiven Permutationsgruppe IL des Grades p™ +1 und der 
Ordnung p™(p?™ —1) verallgemeinern, indem man sich statt 
der Primzahl p des Galoisschen Feldes GF([p™] bedient. Als 
die p” + 1 zu vertauschenden Symbole hat man die mit 0, 1, 
2,...,p™ — 1 numerierten Zahlen des GF[p™] unter Zarit 
EB des Symbols oo zu verstehen, «, 6, y, 0 durchlaufen die Zahlen 
des GF [p”], unter + ser die durch b& =a definierte Zahl & 
des GF [p™| verstanden. Ist p = 2, so ist die Gruppe LZ mit 
der Gruppe ZL, der Permutationen | z ae ; ad —py=+1 
identisch. Fir p> 2 hat die Gruppe ZL die Gruppe L, des 


mm 2m 
a Ah ais 


Die durch die Permutationen le, 


Grades p” + 1 und der Ordnung 5 ; 
oar , «0 — By = + 1 definiert wird und 


zweifach transitiv ist, zur invarianten Untergruppe. Die Per- 
mutationsgruppe L, des Grades p*-+1 und der Ordnung 


Permutationen | z 


ee) bezw. 27(2?" — 1) heiBt die verallgemeinerte end- 


liche Modulargruppe. (Mathieu, Journ. de math. (2) 5, 39 (1860), 
E. H. Moore, Math. papers of the Chicago Congress (1893), publ. 
1896, S. 208, The decennial publications of the university of Chicago, 
Vol. IX (1903), W. Burnside, Proc. Lond. M.S. 25 113 (1894), 
Wiman, Stockholm Akad. Bihang 26 (1899), J. Schur, Journ. 
f. Math. 132, 113 (1907), Dickson, Linear groups, 8. 260, 
H. Weber, Algebra 2, 310.) Die veraligemeinerte Modular- 
gruppe ist, abgesehen von den zwei Fallen p™ = 2 und p™ = 3, 
eine einfache Gruppe. Sie hat stets Untergruppen des Toes 
p™ +1, aber nur fiir p™ = 2, 3, 5, 7, 37, 11 solche von niederem 
Indea, niimlich vom Index 2, 8, 5, 7, 6, 11. (Fir m=1 bereits 


= im,’ = ’ i's 
wed : ip tas 
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bei Galois, Gwvres, p. 29.) AuBer fiir p” = 5, 7, 9, 11 ist aie - 


verallgemeinerte Modulargruppe mit keiner Permutatiosgruppe 
niedrigeren Grades als mit einer des Grades p” + 1 holoedrisch 
isomorph. In den Ausnahmefiillen, wo ihre Ordnung 60, 168, 


360 und 660 ist, kann sie auch als Permutationsgruppe in 5, ~ 


7, 6 und 11 Symbolen dargestellt werden und ist dann 3-, 2-, 
4- und 2-fach transitiv. 

Die Gruppe L der Ordnung p”(p?™ — 1) hat die oben S. 213 
behandelte verallgemeinerte metazyklische Gruppe |z, ez + 6| 
der Ordnung p”(p”—1) zur Untergruppe. (G. A. Miller, 
Quart. J. 34, 232 (1908).) 


§ 8. Permutationsgruppen hoéchster Ordnung bei 
gegebenem Grad. Die zu den Permutationsgruppen zu- 
gehorigen Funktionen. Die symmetrischen und alter- 

nierenden Funktionen. 


Die Ordnung einer Permutationsgruppe n‘*" Grades ist stets 


ein Teiler von m!, jedoch kann nicht jeder Teiler von m! die 


Ordnung einer Permutationsgruppe nm‘? Grades sein. 

Die Aufgabe, Untergruppen der symmetrischen Gruppe von 
méglichst kleinem Index zu bestimmen, wird als Bertrandsches 
Problem (Bertrand, J. éc. polyt. Cah. 30, 123 (1845)) bezeichnet. 
Der Index einer intransitiwen Untergruppe der symmetrischen Gruppe 
n®" Grades ist gleich oder gréper als n und nur dann gleich n, wenn: 
die Permutationsgruppe ein Symbol fest lépt und die iibrigen n—1 
Symbole auf alle (n —1)! Arten permutiert. Der Index einer im- 
primitiven Untergruppe der symmetrischen Gruppe von n Symbolen 
st ummer grofer als n, abgesehen von n=A4. Fiirn=A cxistieren 
drei dihnliche imprimitive Gruppen 8°" Grades, also vom Index 3, 
von denen cine durch die zwei Permutationen (12) (3) (4), (18) (24) 
erzeugt wird. Ausgenommen fiir n= 6 gibt es keine primitive 
Permutationsgruppe in n Symbolen, deren Ordnung > (n — 1)! 
ist. Fir n= 6 gibt es primitive Permutationsgruppen des In- 
dex 6, also von der Ordnung 120; eine solche wird durch die 
auf S. 214 besprochene der Primzahl p = 5 entsprechende Gruppe 
(p + 1)*" Grades der Ordnung p(y? — 1) geliefert. (Vgl. Jos 
Serret, Journ. de math. 15, 1 (1850), Algcbre supérieure 2, 287, 

Pion can, Traité, 67, H. Weber, Algebra 2, 154.) 

Hine Autaihiuee aller Permutationsgruppen einschlieBlich 
der intransitiven, deren Ermittlung sich stets auf transitive 
niedrigeren Grades zuriickfiihren la8t, ist bis zum Grade m = 11 
geleistet; bei den imprimitiven Permutationsgruppen ist man 


ee 
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bis zum Grade n= 15, bei den primitiven') bis » = 18 ge- 
gangen. Literatur in der nicht abgeschlossenen Arbeit von 
_E.N. Martin, Am. J. math. 23, 285 (1901). Zur Erginzung: 
Miller and Ling, Quart. J. 32, 342 (1901), Kuhn, Am. J. 


math. 26, 45 (1904). Vgl. auch die Zusammenstellung bei 


Easton, The constructive development of group-theory, p. 77. 


Hat man eine rationale Funktion (a,,%,..., ”,) der 
n Variablen x,,%,,...,%, und fiihrt auf sie siimtliche »! Per- 


-mutationen der » Zahlen 1, 2,..., m aus, so bildet die Gesamt- 
- heit aller Permutationen, bei denen sich die Funktion g nicht 
_ andert, eine Permutationsgruppe & n'™ Grades; sie heiBt die 
_ Gruppe der Funktion. Umgekehrt gehiren zu jeder Pernwutations- 
— gruppe & n* Grades in den Zahlen 1, 2,..., n eine und sogar un- 


endlich viele rationale Funktionen der n Variablen x,, %,. + -, Lp» 
die nur bei den Permutationen aus G und keinen anderen un- 


— gecndert bleiben. 


Eine rationale Funktion (#,, %,...,%,), die bei den 


- Permutationen der symmetrischen Gruppe © @ verschiedene 


Werte annimmt, heiBt o-wertig. Ist © die Gruppe der Funk- 
tion gm, hat G die Ordnung g und geht m durch die Permu- 
tationen von © in die 9 verschiedenen Werte o, = @, @2, 3, -+ +) Po 


! 
liber, so ist 9 = lg also gleich dem Index der Untergruppe © 


von ©. (Lagrange.) Die 9 Funktionen 9,, 9,,--.., gp, heiBen 
ein System (in bezug auf ©) konjugierter Funktionen. 

Jede Permutation aus © permutiert die @ Funktionen unter- 
einander. Geht y, (@=1,2,-..,9) durch eine Permutation A von 
S in gy, tiber und ist G, die Gruppe der Funktion ,, so geht 
, nur durch die Permutationen der Nebengruppe ©, A in , 
tiber und A~1@,A ist die zu g, gehdrige Gruppe. Zu kon- 


“jugierten Funktionen gehiren innerhalb G chnliche Permutations- 


gruppen. 

Da, abgesehen von » = 4, die symmetrische Gruppe auBer 
der ‘alternierenden Gruppe des Index 2 keine invariante Unter- 
gruppe besitzt, haben fiir @ > 2, abgesehen von » = 4, die zu 
einem System 0 konjugierter Funktionen zugehdrigen Permutations- 


1) Primitive Permutationsgruppen ungerader Urdnung, deren 
Grad < 243 ist, existieren, abgesehen yon Untergruppen der meta- 
zyklischen Gruppe, nur 10 der Ordnungen: 25.3, 27.13, 27.39, 81.5, 
121.3, 121.15, 125. 31, 125. 93, 169.7, 169.21. Der erste Faktor gibt 
hierbe: den Grad der betr. Permutationsgruppe ‘an. H. L. Rietz, 
Am. J. math. 26, 30 (1904). 
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gruppen keine andere gemeinschaftliche Permutation als die 
Einheit. 

Abgesehen von n= 4, ist eine weniger als n-wertige Funk- 
tion von n Variablen 1- oder 2-wertig. (Folge des oben be- 
sprochenen Bertrandschen Problems.) 

Fir »=4 gibt es dreiwertige Funktionen, naimlich das 
System konjugierter Funktionen: 


9, = {(% + %) —(% +%)}*, P= { (a + ay) — (a +%)}*, 
y= {(% + %4) — (@, + 5) }?. 


Die drei zu diesen Funktionen zugehérigen thnlichen G, haben 
die in der symmetrischen Gruppe G,, vierten Grades vorhandene 
invariante ©, (vgl.S. 209) gemeinsam. Hierauf beruht Lagranges 
Auflésung der Gleichung vierten Grades (Lagrange, Ewores 3, 
266, vgl. das Kapitel tiber Algebra § 8). 

Die einwertigen rationalen Funktionen von » Gréfen heiBen 
symmetrisch. Jede rationale symmetrische Funktion ist der Quo- 
tient eweier ganzer rationaler symmetrischer Funktionen. 

Unter der symmetrischen Funktion Jz av... a%m ist der 
Gliederkomplex zu verstehen, der gefunden wird, wenn man 
xi x32... an allen Permutationen der symmetrischen Gruppe 
unterwirft und die Summe aller dieser Ausdriicke bildet, dabei. 
aber mehrfach auftretende fortliBt. Anders ausgedriickt: 


Y, YY, 4 
Di2y ay... arn 


ist die Summe des Systems der mit wpa}... 2%n konjugierten 
Funktionen. 

Bei S)at ai? ...a%n kann man das Glied, dessen Exponen- 
ten den Ungleichungen v, >, >v,... >, geniigen, zum An- 
fangsglied wihlen. Ist dies geschehen, so bezeichnet man 
Dv} vy... xn nur durch Angabe der Exponenten (v,, v2,...,7,) 
{G. Cramer, Introduction & Vanalyse des lignes courbes, Genf 
1750, p. 666, Vandermonde, Reésolution des équations (1771), — 
deutsche Ausg., Berlin 1888, 8. 9). Man nennt (v,, »,..., v,) 
eine typische, einfuche oder eintypige symmetrische Funktion. Von 
zwei typischen symmetrischen Funktionen (1, 2,.-.., v,) und 
{v;',%,--.%,) heiBt die erste von héherer Ordnung als die 
zweite, wenn in der Zahlenreihe v,;— 11, ¥g— Vg) .- + Yq — Vp. 
die erste nicht verschwindende Differenz positiv ist, also ent- 
weder v, >,’ oder vy = 1%’, vg > vy oder 4, =, vp = 9, 
Vg > vg, usw. (GauB, Zweiter Beweis des’ Fundamentalsatzes 


f 
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der Algebra (1815), Ges. Werke 3, 36, Ostwalds Klassiker der 
exakten Wiss. Nr. 14, herausg. von Netto, S. 40.) 

Die typischen Seaerechen Funktionen niedrigster Ord- 
nung sind: 


8,= (1,0, 0,..., Wess hea ee 
S, = (1,1, 0,0,...,0) = Siaa, = 2,2, + a2, +: 

; HB %_ Tt Xg%g b+ + Wy 1 %qy 
8; = (1, 1,1, 0,..., 0) = a, %_%, = 0, %_%y + 2%", +: 
2 T ®q 9 Un 12 qy 
Se Gd ee os ee ee a 


Die m Funktionen S,, S,,..., 8, hei®en die elementaren sym- 
metrischen oder die symmetrischen Grundfunktionen. . 
Jede symmetrische ganze Funktion G(a,, %,..., %,) 1iBt 


sich als eine Summe typischer symmetrischer Funktionen der 
Form (1, %,...; ¥,) mit von den Gréfen 4, %,.--, % Un- 


abhingigen Zahlenkoeffizienten M,, ...,  darstellen, 


Y, 
G=D U,,,.. af CnC ae 
Es ist (Waring, Meditationes algebraicae (1782), 3. ed., p. 13) 
(U4 5 Yen +7 M%,) = SH 28g... Sn + Gy; 


hierbei bedeutet G, eine symmetrische Funktion, die sich nur 
aus typischen symmetrischen Funktionen miedrigerer Ordnung 
als (1, ¥%),..., v,) zusammensetzt. Hieraus ergibt sich der 
Hauptsatz (Cramer, Vandermonde, Waring, a.a.0., Gau8, 
Ges. Werke 3, 36, Ostwalds Klassiker der exakten Wiss. Nr. 14, 
S. 40, Cauchy, Exercices de math. 4 (1829), Cuvres (2) 9, 132, 
Kronecker, Ges. Werke 1, 323, 2, 290): 

Jede ganze symmetrische Funktion der Groen %,, £y,..., Lp 
mit ganzzahligen Koeffizienten ist auf eine und auch nur auf 
eine Weise als ganze ganzzahlige Funktion der symmeirischen 
Grundfunktionen S,, S,,..., 8, darstellbar. 

Im besonderen drficken. sich die ganzen Potenzsummen 


S00, 07-1, O) = a Yat ar 


in der Form 


ite > [Jatitiet-- Oe Sie... Sin 


aus; hierbei ist das Summenzeichen rechter Hand iiber alle po- 


os 26. ee PP oo ee ent as 
a sia cS ie oe 
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sitiven ganzen Zahlen einschlieBlich O zu erstrecken, die der 
Gleichung 1, +24, + 34, ++-++ 1, =v geniigen (Waringsche 
Formeln, Miscellanea analytica (1762), vgl. Saalschtitz, Biblio- 
theca math. (3) 9, 65 (1908)) Als Umkehrung ergibt sich 
(Waring, Miscellanea analytica): 


yr tatiate +4, 1 we) 

By =>" 14 rae yt A,14,! ie baa : S183" eae 73 
hierbei ist 4, + 224, +°-++ v4,=-v. 

Die Darstellung der typischen symmetrischen Funktionen 
durch die ganzen Potenzsummen wird durch die ebenfalls so- 
genannten Waringschen Formeln gegeben (Waring, Miscellanea 
analytica (1762)). Sie lauten 


(Vag a0, Ose yO) Sets Sos See (v, + V9), 
(v1, %4, 0, 0,...,0) = 45%, —452,,, usw. 


Diese Formeln hat Faa di Bruno, Linleitung in die Theorie 
der bindren Formen, deutsch von Walter, Leipzig 1881, S. 8 
in die Form folgender symbolischer Determinante gebracht: 


| So ue"t Senos ese 
yh 
aie Me et Pe mi gaa es 
(1s Maye ees My 0,0,0...,0) =| : : : : 3 
| 


S*k 8" SK 6. Sy, 


nach der Entwicklung sind die Exponenten der s durch Indices 
za ersetzen. Sind unter den GrdBen v,, ve, ..., % gleiche 
vorhanden, so ist fiir je 7 gleiche die rechte Seite durch 7! zu 
dividieren. 

Uber symmetrische Funktionen vergleiche auch das Kapitel 
tiber Algebra § 5. 


Eine Funktion der m Variablen x,, a, ..., 2%, heiBt alter- 

nierend, wenn sie bei allen Permutationen der m Zahlen 1, 2, 
.., nur ihr Vorzeichen &ndert. 

_ Jede alternierende Funktion ist von der Form GA, wobei 
G eine symmetrische Funktion und & das Differenzenprodukt der 
n Variablen a,,%,..., ©, bedeutct (vgl. S. 68). 

Jede zweiwertige Funktion ist von der Form G, + G,A, 
wober G, und G, symmetrische Funktionen und A eine alter- 
merende Funktion bedeutet. Umgekchrt ist jede Funktion. der 
angegebenen Form zweiwertig. 


rae 


TS a ee ce ale 


— wobet G,, Ge, ..., Go symmetrische Funktionen von x, %,,.-., 2, 
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Ist p(a,,%).-+, t,) eine o-wertige Funktion, so. sind Q 


und die mit » konjugierten Funktionen Wurzeln einer Gleichung 


e””" Grades: 
e+ G, 8-14 Gaem-tpeee G,=0, 


bedeuten. : 


Ist © die Gruppe der rationalen Funktion p (a,, 4, ...,%,) der 
n Variablen i,,%,..., 2, und bleibt die ebenfalls rationale Funktion 
W (ay, y,+++,%,) bei allen Permutationen von & ungedndert, so ist 
eine rationale Funktion von go mit Koeffizienten, die symmetrische 
Funktionen von &,, %,..+,%, sind (Lagrange, Guvres 3, 374 


(1770)). Ist %, die zu w gehérige Gruppe’) und o -- der 
Index der Untergruppe G, von §,, so geniigt » einer Gleichung 


— 6%" Grades 


- wober Gy, Gy,...,G 


2o+ G,e-14+ Ge? +---+E,=0, 


« rationale Funktionen von w und den sym- 
metrischen Funktionen von %,, %,..., 0, bedeuten. Die’ Wurzeln 
der Gleichung co*" Grades sind die mit  ,jin bezug auf die 
Gruppe  konjugierten Funktionen“, d. h.. die verschiedenen aus 
Q(X, ,X,-..,%,) hervorgehenden Gripen, wenn man m den Permu- 
tationen der Gruppe  unterwirft. 

Sieht man %,, %,... %, als die Wurzeln einer _,,all- 
gemeinen“ Gleichung n°? Grades an, d. h. einer solchen, deren 
Koeffizienten willkiirliche GréBen sind und deren Galois- 
sche Gruppe demnach die symmetrische Permutationsgruppe 
n® Grades ist, so erhilt man die obigen Sitze als Spezialfalle 
derjenigen Sitze, die in der Galoisschen Theorie (vgl. Algebra) 
fiir irgendwelche Gleichungen mn" Grades mit beliebigen spe- 
ziellen Koeffizienten hergeleitet werden. 

Uber die zu einer Permutationsgruppe zugehérigen Funk- 
tionen sei noch verwiesen auf den Artikel ,,Rationale Funktionen 
der Wurzeln; symmetrische und Affektfunktionen“ von Vahlen 
in der Encyklopidie der math. Wiss. 1, 449. 


1) Die Gruppe § enthalt © als Untergruppe oder ist mit & 
identisch. Um die. 6 verschiedenen mit y in bezug auf die Gruppe 
© konjugierten Funktionen zu finden, geniigt es, die Funktion 
Y (85, %5,-++,%,) je einer Substitution aus den o Nebengrppen zu 
unterwerfen, die man erbilt, wenn man die Gruppe © nach dem 
Modul & zerlegt. 
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§ 9. Lineare homogene Subastitutionsgruppen. Reduzi- 
bilitat. Endliche und unendliche Gruppen. Invarianten 
endlicher Gruppen. 

Ein System & von Matrices gleichen Grades m von nicht 
verschwindenden Determinanten bildet eine Gruppe, wenn es 
von der Vollstindigkeit ist, da8 das Produkt irgend zweier 
sowie die reziproke zu jeder in © enthaltenen Matrix der Ge- 
samtheit © angehért. Da zu jeder Matrix eine lineare homo- 
gene Substitution und umgekebrt (vgl. 8. 82) gehért, so spricht 
man yon einer Gruppe linearer homogener Substitutionen. (Hine 
weitergehende Definition, die nicht das Nichtverschwinden der 
Determinanten der Matrices fordert, bei Frobenius u. J. Schur, 
Sitzungsb. der Berl. Akad. (1906), 209.) Die Zahl nm heiBt der 
Grad der Substitutionsgruppe. 

UmfaBt G die Gesamtheit aller linearen homogenen Sub- 
stitutionen von nicht verschwindenden Determinanten, so heibt 
® die allgemeine limeare homogene Gruppe, von der jede lineare 
homogene Substitutionsgruppe Untergruppe ist. 

Die Gruppen linearer homogener Substitutionen lassen sich 
in reduzible und irreducible einteilen. Eine Gruppe & linearer 
homogener Substitutionen m" Grades heiBt reduzibel, wenn 
irgendeine Matrix P von nicht verschwindender Determinante 
existiert, daB die Matrix jeder Substitution der mit @ abn- 
lichen Gruppe 2% = P@P-* die Gestalt 


BO 
SASt 


hat, wo die den verschiedenen Substitutionen von YM zugehdrigen 
Matrices R saémtlich von gleichem, aber von niedrigerem als 
n°" Grade sind. In dem Fall schreibt man auch: die Gruppe 
W hat die Form 

Ww, 0 

Us, Use, 
wobei W,, die Gesamtheit aller Matrices R, %,, aller Matrices S$ 
und Y,, aller Matrices T reprisentiert. ,, und %,, definieren 
mit © und % homomorphe Gruppen. Jede nicht reduzible 
Gruppe heiBt irreduzibel. 

Jede Gruppe © linearer homogener Substitutionen 1iBt sich 
miftteist einer Matrix P von nicht verschwindender Determinante 
in eine ahnliche Gruppe 2% = P@P-* transformieren, daB die 
Matrix jeder Substitution von YM die. Form hat: 


2 < 
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Rig 0m Or ren O 


Ms, Mg. O 0 
M3; Age gg 0 
M1 Ge Ag. Os 


und simtliche in der Diagonale stehenden Matrices a,,, Qg,, ..-, 


a;, irreduzible Gruppen definieren. Die Gruppen Q4;, Mg, ..-, Gy, _ 
heiBen die irreduziblen Bestandteile, die sich bei der Darstellung 


von & in der Form UX ergeben. 


Wie auch immer eine Gruppe © linearer homogener Sub- 
stitutionen unter Hervorhebung threr irreduziblen Bestandteile im 
eine chnliche Gruppe transformiert wird, so lassen sich die irre- 
duziblen Bestandteile, die sich bei irgendeiner Darstellung er- 
geben, den irreduziblen Bestandteilen, die sich bei irgendeimer 


anderen Darstellung ergeben, eineindeutig so zuordnen, dap zwet 


zugeordnete irreduzible Teilgruppen gleichviele Variablen haben 
und dhnliche Gruppen sind. (A. Loewy, Trams. Am. MW. 8. 4, 
44 (1903)). Dieser Satz laBt sich auf folgende Weise verall- 
gemeinern (Frobenius und J. Schur, Sitewngsber. d. Berl. Akad. 
(1906), 215): Zwei holoedrisch isomorphe Gruppen linearer homo- 
gener Substitutionen besitzen dann und nur dann die ndmlichen 
irreduziblen Bestandteile, wenn die Spuren') je zweier einander 
entsprechender Substitutionen der beiden isomorphen Gruppen tiber- 
einstimmen. : 

Eine Gruppe © linearer homogener Substitutionen heiBt voll- 
stiindig reduzibel, wenn man wenigstens eine Matrix P von nicht 
verschwindender Determinante finden kann, daB die zu G a&hn- 


liche Gruppe & = PG P-* die besondere Form { a,;, dyg, .--, 0,;}2 


Be eae @) Oe, 20 
(Ue Sat br NUS Rea 


1) Unter der Spur einer Linearen homogenen Substitution ver- 
steht man die Summe der Wurzeln der charakteristischen Funktion 


der betreffenden Substitution. 


= eae ug 2 


ey => 2 fe - 
294 Kapitel III. Algebraische Gruppentheorie. 


hat, also abgesehen von der Diagonale, die lauter irreduzible 
Gruppen enthilt, nur Nullmatrices stehen. Auch die irreduziblen 
Gruppen (i = 1) werden zu den vollstindig reduziblen Gruppen — 
gerechnet. 

Nicht jede Gruppe linearer homogener Substitutionen ist voll- 
stdndig reduzibel. Jede Gruppe G linearer homogener Substitu- 
tionen ]48t sich durch eine Substitution A von nicht verschwin- 
dender Determinante in eine ahnliche Gruppe G©* = AGA-* 
iiberfithren, bei der die Matrix jeder Substitution die Form: 


Gh 9) 0 ) 
G4 GH 0 0 
Gi GS GH 0 


Gir Gio Gis ... Gin 


hat und Gi, GS, ..., Gi, aufeinanderfolgende grépte voll- 
stiindig reduzible Gruppen bedeuten.  Betrachtet man dhnliche 
Gruppen linearer homogener Substitutionen als nicht verschieden, 
so sind die Gruppen G4, G8, ..., Gru threr Reihenfolge nach 
als erste, zweite usw. bis uw” vollstindig reduzible, zu © gehdrige 
Gruppen eindeutig bestimmt und von der Wahl der tiberfiihrenden 
Matrix A unabhdngig. Zu jeder Gruppe linearer homogener 
Substitutionen gehirt daher cine homomorphe vollstdndig reduzible 
Gruppe { Git, GS,..., Giu} desselben Grades. Sieht man dhn- 
liche Gruppen als nicht verschieden an, so ist diese ebenso wie 
thre irreduziblen Bestandteile') eindeutig bestimmt. (A. Loewy, 
Trans. Am. M. 8. 6, 504 (1905), Stickelberger, ebenda 7, 
509 (1906), J. Schur, erscheint ebenda 10 (1909), A. Loewy, 
Math. Ann. 64, 267 (1907).) Die Gruppe © ist dann und nur 
dann vollstindig reduzibel, wenn uw = 1 ist. 

Eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Variadblen 
ist dann ud nur dann irreduzibel, wenn aus ihr ein System 
von n® Substitutionen A,(j = 1, 2,...,") mit Koeffizienten a® 
G,h=1,2,...,n; 7 =1,2,..., ”®) ausgewdhlt werden kann, 
daB die Determinante: 


_ 4) Die irreduziblen Bestandteile der Gruppe & sind die Gesamt- 
heit der irreduziblen Bestandteile der vollstandig reduziblen Gruppen 
CrP Geen es; Coe : 

% 

‘ 


Ni 
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ay ay... ahh 
Bo ain, -a@) 5 
ay) af... alt) 


ist. Anders ausgedriicki: Eine Gruppe n® Grades ist dann und 
nur dann irreduzibel, wenn unter ihren Matrices n® linear unab- 
_ hangige (vgl. S. 86) existieren. (W. Burnside, Proc. Lond. M. S. 
(2) 3, 430 (1905), Frobenius und J. Schur, Sitzwngsb. d. 
Berl. Akad. (1906), 209, Taber, Math. Ann. 64, 357 (1907).) 
Die irreduziblen, auch transitiv genannten Gruppen linearer 
homogener Substitutionen lassen sich in primitive und imprimi- 
tive einteilen. ine irreduzible Gruppe linearer homogener Sub- 

_ stitutionen heiBt imprimitiv, wenn sie in eine derartige ahnliche 
_ Gruppe transformierbar ist, da® die Variablen in m Systeme 


Von je Variablen zerfallen und alle Variablen eines Systems 


entweder nur in lineare homogene Funktionen der Variablen 
-des gleichen oder eines anderen Systems iibergehen. (Blich- 
feldt, Trans. Am. M. 8S. 4, 388 (1903), 6, 230 (1905)). 

Zu den reduziblen Gruppen gehéren auch die kommuta- 
tiven Gruppen linearer homogener Substitutionen; fiir sie gilt 
folgendes Theorem: Jede kommutative Gruppe linearer, homo- 
gener Substitutionen, die durch q Elemente erzeugt wird, ist re- 
duzibel, und jeder ihrer. irreduziblen Bestandteile ist eine Gruppe 
im einer einzigen Variablen. Anders ausgedriickt: Die Matrices 
aller Substitutionen einer solchen Gruppe lassen sich durch eine 
und dieselbe Matrix in dreieckige Form transformieren, so daB 
rechter Hand von der Diagonale ausschlieBlich Nullen auftreten. 
(Frobenius, Sttzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 601, J. Schur, 
ebenda (1902), 120, H. Weber, Algebra 2, 176, Dickson, 
Quart. J. 40, 167 (1909).) Die Anzahi der linear unabhdngigen 
Matrices einer kommutativen Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen n®”" Grades ist hichstens 


nm? 
e]+4 
. pn? Fale ian eee 
wobei ka die grépte in mi enthaltene ganze Zahi ist. (J. Schur, 
Journ. f. Math. 130, 66 (1905).) 
Die Gruppen linearer homogener Substitutionen werden in 


endliche und umendliche unterschieden. Kine Gruppe & linearer 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 15 


— ~ 
~ ~ 
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homogener Substitutionen heiBt von der endlichen Ordnung g, 
wenn sie nur die endliche Anzahl g linearer homogener Sub- 
stitutionen umfaBt. 

Bei jeder endlichen Gruppe © linearer homogener Substi- 
tutionen ist jede einzelne Substitution von endlicher Ordnung. ~ 
Umgekehrt: WeiB man, daB alle Substitutionen eincr Gruppe 
linearer homogener Substitutioncn von niedrigerer als g*” Ordnung. 
sind, wobei q irgendeine positive Zahi ist, so ist die Gruppe 
endlich. Eine unendliche Gruppe Vinearer homogener Substitutionen 
mup wenigstens eine Substitution wunendlich hoher Ordnung enthalten. 
(A. Loewy, Math. Ann. 53, 225 (1900), 64, 264 (1907), 
W. Burnside, Proc. Lond. M.S. (2) 3, 435 (1905).) 


Eine lineare homogene Substitution ist dann und nur dann 
von endlicher Ordnung, wenn thre charakteristische Funktion blop 
fir Einheitswurzeln verschwindct und sdmtliche Elementartetler- 
exponenten gleich 1 sind. Die. Matrix einer jeden linearen ho- 
mogenen Substitution n”" Grades von endlicher Ordnung s ist 
daher mit der zerlegbaren Matrix {&,&,..-.,&,} Ghnlich (vgl. 
S. 92), wobci ef = 1 @=1,2,-.,») ist. (Frobenius, Journ. f. 
Math. 84, 16 (1878), Sitzungsb. .d. Berl. Akad. (1896), 607, 
C. Jordan, Journ. f. Math. 84, 112 (1878), vgl. auch H. Weber, 
Algebra 2, 186.) 


Jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen fiithrt 
eine definite Hermitesche Form (d. h. eine Hermitesche Form ~ 
(vgl. S. 128), die nur verschwindet, wenn simtliche Variablen 
gleich Null gesetzt werden) in sich tiber. (A. Loewy. C. BR. - 
123, 168 (1896), E. H. Moore, Math. Ann. 50, 213 (1898).) 
Die verwandten Untersuchungen von L. Fuchs, Sitzwngsb. d. 
Berl. Akad. (1896), 753 sind fehlerhaft; vgl. die Bemerkungen 
von Schlesinger zu diesem Aufsatz in Fuchs’ Ges. Werken 3 
(erscheint nachstens). 


Jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen ist 
volistandig reduzibel. (H. Maschke, Math. Ann. 52, 363 (1899), — 
W. Burnside, Acta math. 28, 377 (1904), J. Schur, Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1905), 414, A. Loewy, Trans. Am. M. 8. 6, 
509 (1905).) 

Bisher ist keine endliche Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen g” Ordnung bekannt, die nicht einer solchen ahn- 
lich ist, deren Koeffizienten ausnahmslos dem Zahlkérper der — 
g” Kinheitswurzeln angehéren. (Uber die erzielten Resultate 
vgl. Maschke, Math. Ann. 50, 492 (1898), W. Burnside, 


* 
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_ Proc. Lond. M. 8. (2) 3, 239 (1905), J. Schur, Sitzwngsb. d. 
Berl. Akad. (1906), 164.) 

_ Jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen von 
Primzahlpotenzordnung ist einer Gruppe mit Substitutionen der 
Form (sog. Monomialgruppe) x; = a,4,, @=1,2,...7) dhnlich, wobei 
G,,4,,...,@, Konstante sind und i,,4,,...,4, bis auf die 
Reihenfolge die Zahlen 1, 2,...,” bedeuten. (Blichfeldt, 
Trans. Am. M. S. 5, 313 (1904).) 

Satz von C. Jordan (Journ. f. Math. 84, 91 (1878)): 
Jede endliche Gruppe © linearer homogener Substitutionen 
in n Variablen besitzt eine invariante kommutative Untergruppe 


~ von der Beschaffenheit, daB der Quotient 1 = 4 der Ordnungen 


von & und & kleiner als eine nur durch n allein bestimmte Zahl 
ist. Neuer Beweis mit Bestimmung einer oberen Grenze fiir A 
= Blichfeldt, Trans. Am. M. 8. 4, 387 (1903), 5, 310 (1904), 

» 230 (1905). ae Ordnung g = ie kann belicbig. groBe Werte 
3 pees (vgl. J. Schur, Sitzwngsb. d. Berl. Akad. (1905), 77). 

Hine ganze homogene Funktion @(x, 2, ...”,) der m Variablen 
X14, %_, ---, % (Form) heiBt eine Invariante einer Gruppe & 
linearer homogener Substitutionen, wenn sie bis auf einen yon 
den Variablen z,, 7,,..., Z, unabhingigen Faktor ungeandert 
bleibt, falls man die x, allen Substitutionen der Gruppe unter- 
wirft. Man unterscheidet zwischen relativen und absoluten In- 
varianten einer Gruppe &. Die Faktoren, mit denen sich eine 
relative Invariante einer Gruppe © linearer homogener Substitu- 
tionen von der endlichen Ordnung g multiplizieren kann, sind 
ausnahmslos g® Einheitswurzeln. Sind alle Faktoren, mit denen 
sich eine relative Invariante D(a,,%,...,%,) einer G mullti- 
pliziert, e” Einheitswurzeln und ist wenigstens ein Faktor auch 
keime miedrigere als e” Einheitswurzel, so heipt ® eine Invariante 
der Gruppe & vom Index e; die Gruppe & enthdlt alsdann eine 
invariante Untergruppe 3, und der Index von & in bezug auf 
& ist gleich e. 

Ein System von Formen heipt endlich, wenn sich jede Form 
des Systems als ganze rationale Funktion einer endlichen An- 
zahl yon Formen, die ebenfalls dem System angehéren, dar- 
stellen la8t. Diese endliche Anzahl von Formen, durch die sich 
jede Form des Systems in ganzer rationaler Weise ausdriicken 
1aBt, heibt ein volles Formensystem. 

Das System aller Invarianten jeder endlichen Gruppe linearer 
homogener Substitutionen ist endlich. Das System aller absoluten 

15* 
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Tnvarianten jeder endlichen Gruppe linearer homogener Subsiiiu-— 
tionen ist endlich. (Hilberts Satz von der Endlichkeit des In- 
variantensystems einer endlichen Gruppe, Hilbert, Math. Ann. 
36, 473 (1890), H. Weber, Algebra 2, 218.) 

Unter den Invarianten jeder endlichen Gruppe linearer 
homogener Substitutionen, die relative Invarianten besitzt, kann 
man m Invarianten #,, W,,..., H, derartig auswahlen, da8 jede 
Invariante der Gruppe von der Form: ©,¥, + ©,8,+---®,%, 
wird, wobei @,, ®,..., ®,, absolute Invarianten sind. 

Ist @ die symmetrische Gruppe ©,, von » Symbolen, so 
bilden die symmetrischen Grundfunktionen S,, 8,,..., S, ein 
volles System absoluter Invarianten, das Differenzenprodukt A 
ist eine relative Invariante vom Index 2 und bildet mit S,, 
S,,..-, 8, ein volles System aller Invarianten von ©,, (Hieraus 
ergeben sich auch die Satze auf S. 219 u. 220.) 

Als Aufgabe der Algebra kann angesehen werden: Man 
soll die Unbekannten %,, 2,, ..., %, finden, wenn die Invarianten 
S,, S,,..., 8, gegeben sind. Es handelt sich um die Bestim- 
mung der Wurzeln der Gleichung: 

2” — S,2"-1 4 Se"? — Sya"—3.--(— 1)"S, = 0. 


Klein (Math. Ann. 15, 253 (1879), Lhe Evanston Colloquium, 

Lectures on mathematics, New York 1894, S. 72) hat dieses 
Problem dahin erweitert: Fiir unbekannte a1, %,..-,%, seien 
die Werte eines volien Systems absoluter Invarianten einer endlichen 
linearen homogenen Substitutionsgruppe © in Ubereinstimmung 
mit den zwischen ihnen bestchenden Relationen’) gegeben: man 
soll %,, %,.--, Z, bestimmen. Die Bestimmung der Variablen 
Ly, Uy, .--, &, hiingt von emer Normalgleichung ab, deren 
Galoissche Gruppe mit & holoedrisch isomorph ist. (Vgl. 
H. Weber, Algebra 2, 228.) 


§ 10. Dsratellung einer endlichen sbstrakten Gruppe als 
Permutationsgruppe und als Gruppe linearer homogener 
Substitutionen. 

Jede Permutationsgruppe, die mit einer gegebenen end- 
lichen abstrakten Gruppe holoedrisch oder meroedrisch isomorph 
ist, bezeichnet man als eine Darstellung der abstrakten Gruppe 


_ 1) Zwischen n-+-1 Invarianten einer © n‘™ Grades mu8 stets 
eine rationale Gleichung bestehen, wie sich durch Elimination der 


m Variablen ®, G=1,2,...,n) aus den ~-+ 1 homogenen ganzen Funk- 
tionen ergibt. 


te eee ea ee 
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als Permutationsgruppe. Sind G,, Gg,..., G, die Elemente einer 
endlichen abstrakten Gruppe © und ordnet man dem Element G, 
entweder die Permutation 


oe Cs Gene. “ 
\G,4, GG, ... GG, 


(, Gy Gee, Sho Gs) 
GaAG ORG ca Ga lke ws c-1a,) 


oder 


Bt, 80 hat man zwei mit & holoedrisch isomorphe regulére Per- 
_ mutationsgruppen. Jede Permutation der einen Gruppe ist mit 
jeder der anderen vertauschbar. (Cayley, Am. J. math. 1, 52 
(1878), Coll. math. papers 10, 403, Frobenius u. Stickel- 
_berger, Journ. f. Math. 86, 230 (1879), Dyck, Math. Ann. 
22, 84 (1883).) 
| Hai die Gruppe © der Ordnung g die Gruppe § der Ord- 
nung h zur Untergruppe und ist & die grifte in © enthaltene 
invariante Untergruppe von ©, so ist G©/Y als holoedrisch iso- 


morphé transitive Permutationsgruppe } in 4. Symbolen dar- 


stellbar. Ist die grépte in % enthaltene invariante Untergruppe 
von © die Einheit, so ist eine holocdrisch isomorphe Dar- 
stelling von & selbst. In diesem Fall ist } eine primitive Per- 
mutationsgruppe, wenn es keine Gruppe U gibt, die in © ent- 
halten ist und § enthdlt; existiert cine derartige Gruppe U, so 
ist } imprimitiv. (Dyck, Math. Ann. 22, 94 (1883), Fro- 
benius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 179.) 

Jede einfache Gruppe ist als holoedrisch isomorphe primitive 
Permuiationsgruppe darstellbar. Kine so)-ie Darstellung erhialt 
man nach dem vorigen Satz, indem man § als Maximalunter- 
gruppe von @ wahit. 

Uber die Darstellbarkeit einer endlichen abstrakten Gruppe 
als Permutationsgruppe vgl.: W. Burnside, Proc. Lond. M. S. 
34, 159 (1902), G. A. Miller, Giornale di mat. 38, 63 (1900). 


Sind G,, G,,..., @, die g Elemente einer endlichen ab- 
strakten Gruppe ©, so heiBen g Matrices (lineare homogene 
Substitutionen) gleichen Grades (G,), (Ge), . - -, (Gg), die bei 
ihrer Komposition den g? Relationen: (R)(S) = (RS) geniigen, 
wenn R und § alle Elemente aus @ durchlaufen, eine Dar- 


a. = an eg ay ete = igre 
os , Sed is 


~ 
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‘stellung der Gruppe © durch lineare homogene Substitutionen ; 
hierbei brauchen die Matrices (G,), (@),---, (@,) nicht simt- 
lich untereinander verschieden zu sein. ¥ orecwend a die Deter- 
minanten der Matrices (G), (Gy), ..+, (G,) nicht, so definieren 
(G,), (@_), --., (G,) eine mit der abstrakten Gruppe © homo- 
morphe Gruppe: linearer homogener Substitutionen. 

Die Anzahl verschiedener, d. h. nicht umtereinander dhn- 
licher, mit der Gruppe © homomorpher’ irreduzibler Gruppen 
linearer homogener Substitutionen ist endlich und gleich der 
Zahl k von Klassen konjugierter Elemente von &. Der Grad 
jeder dieser Substitutionsgruppen ist ein Divisor der Ordnung der 
Gruppe ©. 

Bildet das System yon Matrices mn” Grades (G,), (G4), 
..+, (@,) eine Darstellung der abstrakten Gruppe © und be- 
deuten %@, @=1,%--49) g unabhingige Variable, so heiBt die 


Matrix JS (R)xp (R=6y6y...,6,) die dieser Darstellung ent- 
R 


sprechende Gruppenmatrix oder eine zur Gruppe © gehérige 
Matrix. Die zu einer irreduziblen Gruppe linearer homogener 
Substitutionen gehérige Gruppenmatrix heiBt eine irreduzible 
Gruppenmatrix. Ist X irgendeine Gruppenmatrix und A eine 
konstante Matrix von nicht verschwindender Determinante, so 
ist die ihnliche Matrix AXA-! ebenfalls eine Gruppenmatrix. 
Sieht man dhnliche irreduzible Gruppenmatrices als nicht ver- 
schieden an, so gibt es entsprechend den & verschiedenen mit 
einer abstrakten Gruppe © homomorphen irreduziblen Gruppen 
linearer homogener Substitutionen genau k irreduzible zur 
Gruppe & gehorige irreduzible Gruppenmatrices. 

Jede Gruppenmatrix X des Grades n und des Ranges r 
lapt sich in eine dhnliche Gruppenmatria: { U,,U,,---, Um Na ,} 
(vgl. die Symbolik auf S. 92) transformieren, so dap U. Pee HE 

-, U,, irreduzible Gruppenmatrices bedeuten und N,_, die 
Nallmatrer des Grades n—r ist. Wenn man dhnliche arre- 
duzible Gruppenmatrices als nicht verschieden ansieht, entspricht 
auf diese Weise jeder Gruppenmairia ein bis auf die Reihen- 
folge eindeutig bestimmtes System irreduzibler Gruppenmatrices 
U,, U,,..., U,,; dieses enthdlt nur Matrices aus den k zur 
Gruppe © gehirigen irreduziblen Gruppenmatrices und diese 
eventuell auch mehrfach. 


Die Koeffizienten irgendeiner Gruppenmatrix 


X =D (R)xe = |x| (k=1, 2 ...,n) 


a 
i 
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sind lineare homogene Funktionen der Variablen UG, UG.) +++) %G, « 


Ist Yor) Yoqr +++) YG, ein zweites System g unabhingiger Va- 


riablen, und setzt man 


= = Dtsys-o (BR, S = G,, Gy, ..., G,), 


so besteht die Gleichung Z = XY, falls Y und Z die Matrices 
bedeuten, die aus X hervorgehen, wenn man die Variablen xp 


- durch yr bzw. Zz ersetzt. 


Jede Permutationsgruppe lat sich als eine Gruppe linearer 
homogener Substitutionen auffassen. Infolgedessen gehdren zu 
den am Anfang dieses Paragraphen besprochenen Darstellungen 
der abstrakten Gruppe © durch zwei regulare Permutations- 
gruppen auch zwei Gruppenmatrices, namlich 


X= ||ter1¢,|| und X= | ae,67 ||. 


Die Matrix X,, deren Zeilen und Kolonnen man erhdlt, indem 
man fiix G; und G, der Reihe nach die Elemente G,, G,,..., G, 
setzt, heiBt die reguldre Gruppenmatrix. Die zu X, transponierte 
Matrix X,’=||xe;1¢,| heiBt die antistrophe Matrix. Ist Y,’ 
die aus X,’ hervorgehende Matrix, wenn man die Variablen 


tas CG.) 2.5 to, AUICH Ye, YG, +6, Yo, ersetzt, so besteht die 


Gleichung Y,’X, = X, Y,'. Die Elemente G,, Gg,..., G, eimer 
endlichen abstrakten Gruppe © lassen sich als die g Hinheiten 
eines Systems héherer komplexer Zahlen auffassen. Daher findet 
man auch die regulire Gruppenmatrix X, und die Matrix Y,’ 


- durch Spezialisierung der Matrices G und §’ auf 8. 99. - 


Die Determinante der reguléren Gruppenmatrix X, ist nicht 
identisch Null; daher transformiert sich X, in { U,,U,,..., Um}, 
und es tritt keine Nullmatrix auf. Hat man die reguldre 
Gruppenmatrix, so sind unter U,, U,,..., U,, sdmtliche k 
irreduziblen Gruppenmatrices, und zwar jede so oft, als thr 
Grad angibt, enthalten. Die Bestimmung aller Darstellungen 
einer endlichen abstrakten Gruppe durch ganze lineare homogene 
Substitutionen ist daher mit der Aufgabe identisch, die reguldre 
Gruppenmatriz in irreduzible Bestandteile zu zerfdllen. 

Bilden (G,), (@,), .... (@,) eine Darstellung der endlichen 
Gruppe © und ist 7(R) die Spur der Substitution (A), d. h. 
die Summe der Wurzeln der charakteristischen Funktion der 
Substitution (R), so heiBt das System der g Zahlen 7(), das 
hichstens & untereinander verschiedene enthélt, wenn (HR) die 
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Matrices (G,), (G_), .--, (@,) durchliuft, der Gruppen nara 


der dieser Darstellung oder ihrer zugehérigen Gruppenmatrix 
entspricht. Ein einer irreduziblen Gruppenmatrix entsprechender 
Gruppencharakter heiBt ein einfacher Gruppencharakter. Unter 
den Zahlen eines einfachen Gruppencharakters befindet sich auch 
die der Hinheit (Z) der Gruppe zugeordnete Zahl y(£), die den 
Grad der irreduziblen Gruppe angibt. 

Zwei Darstellungen einer erdlichen Gruppe © durch lineare 
homogene Substitutionen von nicht verschwindenden Determinanten 
sind dann und nur dann dhnlich, wenn sie denselben Gruppen- 
charakter besitzen. (Spezialfall des oben §. 223 angegebenen 
- Satzes iiber isomorphe unendliche Gruppen linearer homogener 
Substitutionen von Frobenius u. J. Schur, Sitzungsb. d. Berl. 
Akad. (1906), 215.) 

Hingehend untersucht ist die Darstellung der syrametrischen 
und alternierenden Gruppe durch Gruppen linearer homogener 
Substitutionen (Frobenius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1900), 
516, (1903), 328). Jede Gruppe linearer homogener Substitu- 
tionen, die der symmetrischen Permutationsgruppe in n Sym- 
bolen -homomorph ist, laBt sich durch eine lineare Transformation 
der Variablen in eine dihnliche Gruppe mit ganzzahligen rationalen 
Koeffizienten iiberfiihren. (J. Schur, Sitzungsb. d. Berl. Akad. 
(1908), 664.) 

Das Problem, die Darstellungen einer endlichen abstrakten 
Gruppe durch lineare homogene Substitutionen zu finden, -ist 
zuerst von Frobenius, Sitgwngsb. d. Berl. Akad. (1896), 985 u. 
1343, (1897), 994, (1899), 482, (1903), 328, 401 und Molien, 
eas: d. titer for sch. Gesellsch. zu Dorpat (189 7), 259 durch- 
gefitihrt worden. Vgl. besonders die elementare Darstellung von 
J. Schur, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1905), 406, ferner W. Burn- 
side, Acta math. 28, 369 (1904), Proe. Lond. M. 8. (2) 1, 
117 (1904), H. Weber Algebra 2,193. In dem Problem 
alle mit einer abstrakten Gruppe homomorphen Gruppen 
linearer homogener Substitutionen zu bestimmen, ist im_be- 
sonderen das von F. Klein (Z'he Evanston Colloquium, Lectures 
on mathematics, New York 1894, 8. 73) sogenannte Normal- 
problem entkzlten, das die Bestimmung aller mit einer Gruppe 
isomorphen linearen homogenen Substitutionsgruppen niedrigsten 
Grades verlangt. 
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| § 11. Kollineationsgruppen. Darstellbarkeit einer end- 

lichen abstrakten Gruppe als Kollineationsgruppe. Die 

verschiedenen Typen endlicher Kollineationsgruppen in 
einer, zwei und drei Variablen. 


Aus zwei linear gebrochenen Substitutionen: 
Ay: &, is 1 1° Ais § wet We Gin—158 21 Gin 
any fe ot ane é+ Sha Onn—15n-1 sip ann 
PB, = BEES O Ee Peon kl Tt Oe 
M Oni § as One be + - seh Onn—1En—-1 + Onn 
in » — 1 Variablen Soe penee eindeutig eine dritte, ihr Produkt 
C, = A,B: 


C:§= C$ ei 8° +: *: + Cin 1Sn=1 Cin 
‘ Cai ei =e nab Poet Onan T Cran 


(=1,2,...,n—1) 


(¢=1,2,....n—1) 


(¢=1,2,....n—1), 


s=n 


-wobei ¢, bbe (4, k=1,2,...42). 


Neociindet die Determinante |a,,| @#=1,2,-..») nicht, so 
existiert zu A, eine reziproke Substitution: 


pgm Arsh t Analy tt An seb rh ne Gets, cn 
A; :E/= A,,§ + 4,,6  +-- +A, ipeek (ae we (¢=1,2,...,n—1), 


wobei die GrdBen A,, — Seal die Unterdeterminanten von 


| a, U;, | io = 152,605 2) ees Den Grad m der Matrix |\a,,' be- 
zeichnet man als den Grad der Substitution A,. 

Eine Gesamtheit ©, linear gebrochener Substitutionen von 
gleichem Grad und nicht verschwindenden Determinanten bildet 
eine Gruppe, wenn sie von der Vollstandigkeit ist, daB das 
Produkt irgend zweier sowie die reziproke zu jeder in @, ent- 
haltenen Substitution ebenfalls der Gesamtheit ©, angehért. 
Eine Gruppe linear gebrochener Substitutionen heiBi eine Kolli- 
neationsgruppe oder projektive Gruppe. UmfaBt die Gruppe &, 
die Gesamtheit aller linear gebrochenen Substitutionen von 
gleichem Grad und nicht verschwindenden Determinanten, so 
heiBt @, die allgemeine projcktive Gruppe (vgl. S. 175) oder die 
Pil cnoate Kollineationsgruppe, von der jede Gruppe linear ge- 
brochener Substitutionen Untergruppe ist. Im besonderen ge- 
hért zu den Untergruppen der allgemeinen projektiven Gruppe 
die allgemeine lineare unhomogene Substitutionsgruppe in n — 1 


= 


RIN 


: ~ = a4 . : 
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Variablen, auch die volle lineare Gruppe in n —1 Variablen 
genannt; sie besteht aus allen Substitutionen: 


Eom 518, + Aigbe tet + Oinusbn-1t Gn  C=N%--o 8D 


mit nicht verschwindenden Determinanten | a@,,| @*=1,%.-s-1). 
Ordnet man den Substitutionen <A: 


s , , wes 
Ly = yy Xy + Ajg%y +++ + A, Ly (¢ =1, 2,.-.)) 


einer Gruppe © linearer homogener Substitutionen die linear 
gebrochenen Substitutionen A,: 


eats es byt 9 be” + in B-1 + Gin Gert Se 


Bee Gy Ey" ae Ons ba. ae eg a Gyn—18n-1 a ann 
zu, so erhalt man eine mit © homomorphe Kollineationsgruppe 
G,, die zu © zugehirige Kollineationsgruppe ©,. Ist I die 
Gruppe aller in & etwa enthaltenen Ahnlichkeitstransformationen: 
L,= ve, (@=1,%,..52), so sind G/F und 6, holoedrisch iso- 
morph. 

Nicht jedée Kollineationsgruppe ©, n*" Grades kann als 
lineare homogene Gruppe der gleichen Ordnung in n Variablen 
dargestellt werden; hingegen kann jede Kollineationsgruppe der 
Ordnung g in n—1 Variablen aus ciner homomorphen Gruppe 
linearer homogener Substitutionen der Determinante +-1 und der 
Ordnung ng in n Variablen abgeleitet werden. Man erhilt sie, 
indem man jeder linear gebrochenen Substitution mit der Matrix 
\|@,.|| @*=1,2,--4) die 2 Matrices || o|| @,4,5=1,2,....) entsprechen 

bed ¥ 
V/\ a; x | 
wurzeln durchliuft und |a,,| die Determinante der Matrix 
\|a;,'| G*=1,2,--.) bedeutet. 

Zwei Kollineationsgruppen ©, und G, heiBen dhnlich, kon- 
jugiert, gleichberechtigt oder dquivalent, wenn eine Kollineation 
P, von nicht verschwindender Determinante existiert, so daB 
P, 6, P71 = G, ist. 

Die Kollineationsgruppe ©, heiBt irreduzibel, wenn es die zu- 
geordnete homomorphe lineare homogene Substitutionsgruppe ist. 

Hat man irgendeine abstrakte endliche Gruppe §, so kann 
man sich analog der Aufgabe, alle Darstellungen von § durch 
ganze lineare homogene Substitutionsgruppen zu finden (vgl. 
8. 229), das Problem stellen, alle mit § homomorphen Koilli- 
neationsgruppen zu bestimmen. Hierzu hat man zuerst eine 
Darstellungsgruppe D der abstrakten Gruppe § aufzusuchen. 


1éBt; hierbei ist «Y) = ¢; , wobei g alle m”" Kinheits- 


Wehe es Chat Lae oo ¥, of 


Die abstrakte Gruppe D heiBt eine Darstellungsgruppe von §, 
_-wenn sie die Gruppe héchster Ordnung ist, die erstens eine aus 
invarianten Elementen von ®D bestehende Untergruppe ®t be- 
_ sitzt, so daB die Faktorgruppe D/M und die Gruppe § ho- 
_ loedrisch isomorph sind, zweitens die Kommutatorgruppe von D 
alle Elemente von $% enthilt. Fir eine abstrakte Gruppe § 
_ kénnen auch mehrere nicht isomorphe Darstellungsgruppen exi- 
stieren. Die endliche kommutative Gruppe I ist durch die 
Gruppe § eindeutig bestimmt; die Gruppe It heiBt der Multi- 
_ plikator der Gruppe $. Hieraus folgt im besonderen, daB alle 
- Darstellungsgruppen einer Gruppe § von der gleichen Ord- 
_-nung sind. 
3 Bestimmt man alle irreduziblen Darstellungen irgend einer 
_ abstrakten Darstellungsgruppe D von § durch ganze lincare homo- 
gene Substitutionen und bildet man zu jeder auf diese Weise er- 
_haltenen irreduziblen linearen homogenen Substitutionsgruppe die 
eugehorige linear gebrochene Gruppe, so ist diese mit $ homo- 
morph. Sicht man dhnliche Kollineationsgruppen als nicht ver- 
schieden an, so findet man auf die angegebene Art alle mit 
_homomorphen irreduziblen Kollineationsgruppen. Der Grad jeder 
mit einer abstrakten endlichen Gruppe  homomorphen irreduziblen 
Kollineationsgruppe ist ein Divisor der Ordnung von §. 

Das Problem, alle mit einer abstrakten endlichen Gruppe 
homomorphen Kollineationsgruppen zu bestimmen, ist von 
J. Schur, Journ. f. Math. 127, 20 (1904), 132, 85 (1907) 
durchgefihrt worden. Hierin ist im besonderen die Bestimmung 
aller mit einer abstrakten Gruppe isomorphen Kollineationsgruppen 
niedrigsten Grades enthalten (Kleinsches Normalproblem). 

Bedenkt man, daB bei jeder Permutation die Summe der 
Variablen x, +2, +---+ 4, ungeindert bleibt und geht von 
der sich infolgedessen ergebenden Gruppe linearer homogener 
Substitutionen in » — 1 Variablen zu der zugehérigen Kollinea- 
tionsgruppe in m — 2 Variablen tiber, so folgt, daB jede Permu- 
tationsgruppe n‘" Grades mit einer Kollineationsgruppe » — 1°" 
Grades, also einer solchen des Raumes R,_, homomorph ist. 
Fiir die symmetrischen und alternierenden Permutationsgruppen 
gilt das Theorem (Wiman, Math. Ann. 52, 243 (1899)): 

Die symmetrische Gruppe Gp: und die alternierende Gruppe 
Wn: sind mit Kollineationsgruppen n—1*" Grades holoedrisch 

2 
isomorph, nur fir die Uy, die G4, die Us, die Wer, die Ser 
ry 2 2 


~ 
~~ 
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und die %r, existieren holoedrisch isomorphe Kollimeationsgruppen 
niedrigeren pales Die Us, ist mit der Tetraedergruppe, die 
G,, mit der One pipe und die Us mit der Ikosaeder-~ 
gruppe des R, (vgl. unten), die ey at der Valentinergruppe 
_des R, (S. 242), die Gg, und 8r mit Kollineationsgruppen 
des R, holoedrisch isomorph. Dab die Se, und Wz, mit Kolli- 


2 
neationsgruppen unseres FR, holoedrisch isomorph sind, vgl. bei 
Klein (Math. Ann. 28, 499 (1887)). Die Aufzihlung der be- 
sonderen Kollineationsgruppen des Ft, und R,, die mit symme- 
trischen und alternierenden Permutationsgruppen holoedrisch iso- 
morph sind, findet man bei H. Maschke, Math. Ann. 51, 253 
(1899). 

Betrachtet man dhnliche Kollineationsgruppen als nicht ver= 
schieden, so gibt es firn > 7 im R,_, nur cine einzige mit Ga 
bezew. Un, holoedrisch isomorphe Kollineationsg gruppe; eime Aus- 


2 
nahme bildet nur der Fall n= 9, bet dem im R, zwei mit der 
alternierenden Gruppe von 9 Buchstaben isomorphe Koilineations- 
gruppen existieren. (Wiman a.a. 0.) 


Sieht man dhnliche, Kollineationsgruppen als nicht verschieden 
an, so existieren nach dem Jordanschen Satz (vgl. S. 227) fir 
einen gegebenen Grad n nur eine endliche Anzahl endlicher 
Kollineationsgruppen von wesentlich verschicdenem Typus. 

Es gibt fiinf verschiedene Typen endlicher bindrer Kolli- 
neationsgruppen, d. h, solcher des R,. 

1. Die <yklische Gruppe C,. Sie hat als Kollineationsgruppe 
die Ordnung g und geht aus einer r linearen homogenen Substitutions- 
gruppe der Determinante + 1 hervor, die durch die lineare 
homogene Substitution S, mit der Matrix: 


leas t 
[22 OF aes ee 
i ai ee tae 
[SOs ON Beets 


erzeugt wird. 
2. Die Diedergruppe Do,. Sie hat als Kollineationsgruppe 
die Ordnung 2g und geht aus einer linearen homogenen Sub- 


Ae 
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stitutionsgruppe der Determinante + 1 hervor, die durch zwei 


it 


lineare homogene Substitutionen 
ae 

Aa | 
ee 


0 e 9 


S,= ’ S, = 


erzeugt wird. 


3. Die Tetraedergruppe Z,,. Sie hat als Kollineations- 
gruppe die Ordnung 12 und geht aus einer linearen homogenen 


Substitutionsgruppe der Determinante +1 hervor, die durch 
drei lineare homogene Substitutionen: 


3 i—i|| 

= : : ’ Sy = ae ’ 3 = : . : | 
6) Sata elas 1+¢} 

2 2 \ 


erzeugt wird. 
4. Die Oktaedergruppe D.,. Sie hat als Kollineationsgruppe 


die Ordnung 24 und geht aus einer linearen homogenen Sub- 


stitutionsgruppe der Determinante -+ 1 hervor, die durch die 
zwei linearen homogenen Substitutionen: 

1 
Viz Ti V2 


a RG 


i tone ee 1 tes 
| s/2a iV23 | 


Vi 


_ erzeugt wird. 


5. Die Ikosaedergruppe Bg. Sie hat als Kollineations- 
gruppe die Ordnung 60 und geht aus einer linearen homogenen 
Substitutionsgruppe der Determinante + 1 hervor, die durch 
die zwei linearen homogenen Substitutionen: 


es 
ge F3 0 
: 0 


ees? ee 


erzeugt wird; ¢ ist eine primitive fiinfte Einheitswurzel. 
FaBt man die obigen fiinf Gruppen als Gruppen linearer 
homogener Substitutionen auf, ‘ DOR sie simtlich die 


! 
Ahnlichkeitssubstitution va und haben daher doppelt 


—1 
so hohe Ordnungen als die Palieeasonseeuppes C,, Dey, Bo, 
D,, und S,). Nur fiir die endlichen Gruppen ©, bei beliebigem g 


= 


= 


eos aS oF eS. aes 5 
nl oe : ee ie 
rs : 
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und die Deg bei wngeradem g existieren holoedrisch isomorphe 


lineare homogene Substitutionsgruppen in zwei Variablen. 
Fiir g = 2 wird die aus den Kollineationen 
, D 1 ; 1 
g=&, g=—6, =e Fue 
bestehende Diedergruppe D, als Vierergruppe bezeichnet. 
Fir g = 3 -ist die Diedergruppe D, Shnlich mit der an- 
harmonischen Gruppe. Diese liefert in der projektiven Geometrie 
die 6 zusammengehérigen Werte 


ee é 


E-f, b= 5, §=1-8, f= pp, §- 8p, Emp 


fiir das anharmonische Doppelverhaltnis von vier Punkten einer 
Geraden und ferner die 6 zusammengehérigen Werte des 


Legendreschen Moduls k* eines elliptischen Integrals erster 


Gattung. 

Tyo und Yeq sind mit den alternierenden Permutationsgruppen 
in 4 beew. 5 Symbolen holoedrisch isomorph. Die 0, ist mit 
der symmetrischen Permutationsgruppe in 4 Symbolen holoedrisch 
isomorph. 

Die Kollineationsgruppen Dg ., Big, Dog wnd Beq sind mit 
den endlichen Gruppen holoedrisch isomorph, welche die reguldren 
Kérper ,,Dieder, Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder“ mit .sich 
zur Deckung bringen (vgl. S. 176); hierbei gilt das regulire 
g-Eck, Dieder genannt, auch als regulirer Kérper. Die end- 
lichen Kollineationsgruppen des R, werden daher auch als 
Polyedergruppen bezeichnet. 

Saimtliche Substitutionen A der linearen homogenen homo- 
morphen endlichen Substitutionsgruppen der Determinante + 1 
des R,, aus denen die endlichen Kollineationsgruppen hervor 
gehen, lassen sich in die Form bringen: 


= (a + ib), + (ci + d)a,’, 
ty = (ci — d)a,’ + (a — ib)ay’, 


wobei a? + b?-+ cc? + d®@=1, i=VY—1 und a, b,c, d reelle 
GréBen bedeuten; dies folgt aus der symbolischen Gleichung 


A’ = A-} (vgl. S. 134 letzte Zeile), die besagt, daB alle end-— 


lichen Gruppen linearer homogener Substitutionen in zwei 
Variablen so transformierbar sind, daB sie die Hermitesche 
Form «,%, + %2%, in sich tiberfiihren. Die entsprechenden Kol- 
@ + 1b) + (ct + a) 
(ct — d)&' + (a — 10) 


lineationen & = 


stellen die samtlichen : 


eee et 
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-Drehungen einer Kugel um ihren Durchmesser dar, wenn man 
die Kugel nach Riemann als Tragerin der komplexen Variablen 
& interpretiert (Cayley, Math. is 16, 260 (1880), Klein, 
_Ikosaeder, 8. 34). 

Ein volles Invariantensystem fiir die oben angegebene lineare 
-homogene Substitutionsgruppe, aus der die Diedergruppe Day 
. hervorgeht, bilden die drei Formen: 


F, = %%, Fy = 4,9 + 2,9, Fy = 0,9 — 2%. 


Sie sind samtlich relative Invarianten der Gruppe. Zwischen 
ihnen besteht die Relation 4 7,29 = F,? — F,”. 

Ein volles Invariantensystem fiir die lineare homogene Sub- 
stitutionsgruppe, aus der die Tetraedergruppe %,, hervorgeht, 
bilden die Formen: 


fy = 0° + 2V— 3.0,7a," + 23%, 
f, = 0,4 — 2V— 34,20," + a4, 
fg = %1%q(a,* — a9"). 


Zwischen ibnen besteht die Relation: 


12V— 3f,2= ie te 


f; ist eine absolute Invariante der Gruppe, f, und f, sind re- 
lative Invarianten vom Index 3. Ein volles System absoluter 
Invarianten bilden fp, Hy = fy: fa, fe? 

Ein volles [ewe pacue yore fiir die lineare homogene Sub- 
stitutionsgruppe, aus der die Oktaedergruppe ©,, hervorgeht, 
bilden die drei Formen: 


fg = %,%_(a,* — a3"), 

A, = fife =m + May ay + 2°, 

K =4(f2 + fy’) = 9? — 33.0,8a4 — 33.a,*0,° + a," 
Zwischen ihnen hesteht die Relation: 

108 f,* = — K*. 
Die Form H, ist eine absolute haa Tice fg und K sind re- 
lative Invarianten vom Index 2. Tin volles System absoluter 
Invarianten bilden die drei Formen H,, f,” und f, - K. 
Ein volles Invariantensystem fiir die lmeare homogene Sub- 


stitutionsgruppe, aus der die Ikosaedergruppe hervorgeht, bilden 
die drei Formen: 


ek 


~~ 
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fig = %,%_(a" + 114,°a,° — 2"), 
Hyg = — (017° + 2) + 228 (a, a,° — a, 2,5) — 4940,%x,%, 
T =x, + 2, + 522 (4,%a,° — x,°a,”) 
— 10005 (x,72,'° + 2,7°a,*°). 
Zwischen ihnen besteht die Relation: 
T? + Hy? = 1728f,,°. 


Die drei Formen f,,, Hg) und 7 sind absolute Invarianten; — 
fir die Ikosaedergruppe existieren keine relativen Invarianten. 

Die Formen fy, fy, fe und fig und die aus ihnen durch 
lineare homogene Transformation hervorgehenden sind die einzigen 
bindiren Formen ohne vielfache Faktoren, deren vierte Uberschiebung 
(f, f)* verschwindet. (Wedekind, Habilit.Schr., Karlsruhe (1876), 
Brioschi, Amn. di mat. (2) 8, 24 (1877), Gordan, Vorlesungen 
tiber Invariantentheorie 2, 204.) 

H, ist die H essesche Determinante von fe, Hoy die von 
fig» fy Ue von fy und fy, die von fy, f, ist die Funktional- 
determinante von f, und fi, K von f, und Hz, T von Hyg 
und fio- 

Die Form f, entspricht den Ecken des Tetraeders, f,’ den- 
jenigen des Gegentetraeders, f, den Kantenhalbierungspunkten, 
die ein Oktaeder bilden. Ebenso liegt es bei den Invarianten 
des Oktaeders und des Ikosaeders; f, entspricht den Oktaeder- 
ecken, H, dem Polarwiirfel, K den 12 Kantenhalbierungspunkten, 
fig entspricht den Ikosaederecken, H,, den Ecken des reziproken 
Pentagondodekaeders und 7 den Kantenhalbierungspunkten. Die 
Hesseschen Determinanten entsprechen also den Mitten der 
Seitenflichen der betrachteten Polyeder, die Funktionaldeter- 
minanten den Mittelpunkten der Kanten der Polyeder. Setzt 

3 
man a = 9 und bildet sich i = 2, ‘igs =f, ists sae 
so ist Z Funktion von @ Die drei auf diese Weise definierten 
Gleichungen f(%) = Z vom Grade 12, 24 und 60 heiBen nach 
Klein die Tetraeder-, Oktacder- und Ikosaedergleichung. Die 
letztere Gleichung lautet ausfiihrlich: 


(— 0° — 1 + 228615 — 298.6 — 494 910)8 
— 17289°Z(9 + 119° —1)§ =0. 


als Funktion von Z aufgefaBt, hei®t die Jrrationalitit des 
Tetraeders bezw. des Oktaeders und Ikosaeders. 
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_ Wir vermerken noch die Untergruppen der Ikosaedergruppe. 
Sie sind zyklische Gruppen: fiinfzehn ©,, zehn ©, sechs ©,, 
Diedergruppen: fiinf D,, zehn D,, sechs D,, und 5 Tetraeder- 
gruppen 2,,. Gruppen gleicher Ordnung sind in bezug auf die 
_ Ikosaedergruppe konjugiert. 
Die endlichen Kollineationsgruppen des R, sind zuerst von 
F. Klein, Math. Ann. 9, 183 (1876), und zwar auf geometri- 
schem Wege durch Betrachtung der Drehungen einer Kugel um 
ihren Durchmesser und der der Kugel einbeschriebenen Polyeder 
bestimmt worden. Die erste algebraische Herleitung der end- 
lichen Kollineationsgruppen des R, gab Gordan, Math. Ann. 
12, 23 (1877). Auf die invarianten biniren Formen in un- 
homogener Gestalt war bereits H. A. Schwarz, Journ. f. Math. 
75, 323 (1873) bei der Bestimmung der Falle gelangt, in denen 
die GauBsche Differentialgleichung der hypergeometrischen Funk- 
tion durch algebraische Funktionen befriedigt wird. Vgl. die syste- 
_matischen Darstellungen bei Klein, Ikosacder, H.Weber, Algebra 
2, 269, Bianchi, Teoria dei gruppi, 8S. 99, Vivanti, Elementi 
della teoria delle funzioni poliedriche e modulari, Milano 1906. 

Die Aufzdhlung der endlichen ternéren Kollineationsgruppen, 
d. h. derjenigen des R, hat zuerst OC. Jordan (Journ. f. Math. 
84, 89 (1878)) unternommen; hierbei entgingen ihm eine von 
F. Klein (Math. Ann. 14, 428 (1879)) entdeckte Gruppe der 
Ordnung 168 und eine von Valentiner (Videnskabernes Sels- 
kabs Skrifter, 6. Raekke (1889), Kopenhagen) gefundene Gruppe 
der Ordnung 360. Wine erneute Bestimmung der endlichen 
terniren Kollineationsgtuppen gab Blichfeldt, Math. Ann. 63, 
552 (1907). 

Abgesehen von reduziblen Kollineationsgruppen und solchen, 
bei denen sich die Variablen der zugehirigen homogenen linearen 
Substitutionsgruppen bis auf konstante Faktoren nur untereinander 
permutieren (Monomialgruppen, Maschke, Am. J. math. 17, 168 
(1895)), gibt es, wenn dhmliche Kollineationsgruppen als nicht 
verschieden gelten, sechs verschiedene Arten endlicher terndrer Kol- 
lineationsgruppen, d. h. solcher der Ebene. 

1. Die Hessesche Gruppe, die als Kollineationsgruppe die 
Ordnung 216 hat und aus keiner niedrigeren terniren linearen 
homogenen Substitutionsgruppe als einer solchen der Ordnung 
648 herleitbar ist. Der Name. der Gruppe stammt daher, weil 
sie mit der Hesseschen Konfiguration zusammenhingt, die sich 
bei der Betrachtung des syzygetischen Bischels kf + 4A = 0 
ergibt, der von einer Kurve dritter Ordnung f= 0 und ihrer 

Pascai, Repertorium. I. 2. Anfl, 16 


me 
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Hesseschen Kurve A gebildet wird. Hine Invariante der Gruppe 
ist die Form, welche die vier Wendepunktdreiecke des Biischels 
bestimmt. Das volle Invariantensystem, das aus finf Formen 
besteht, findet man bei Maschke, Math. Ann. 33, 326 (1889). 

2. Eime invariante Untergruppe der Hesseschen Gruppe von 
der Ordnung 72 bezw. 216 bei homogener Schreibweise. 

3. Eine Untergruppe der Hesseschen Gruppe von der Ord- - 
nung 36 bezw. 108 bei homogener Sehreibweise. Die Hessesche 
Gruppe enthalt drei solcher Gruppen; sie haben eine in der 
Hesseschen Gruppe der Ordnung 216 invariante Untergruppe 
der Ordnung 18 gemein. Die Hessesche Gruppe ist daher mit 
der Tetraedergruppe &,, homomorph; nach ihr transformieren 
sich die Formen f und A. 

A, Die terndre Ikosaedergruppe, die als Kollineationsgruppe 
die Ordnung 60 hat und aus einer linearen homogenen ternéren 
Substitutionsgruppe derselben Ordnung 60 hervorgeht. 

5. Die Kleinsche Gruppe, die als Kollineationsgruppe die 
Ordnung 168 hat und aus einer linearen homogenen ternéren Sub- 
stitutionsgruppe derselben Ordnung 168 hervorgeht. Die Gruppe 
ist einfach und, da es nur eine einfache abstrakte Gruppe der 
Ordnung 168 gibt, holoedrisch isomorph mit der Modulargruppe 
fiir die Primzahl p = 7 (vgl. S. 201). Die Invariante niedrigsten 
Grades der homogenen Gruppe ist die ternére Form 

4° a, + ay°x, + 2,°a,. 

Die Gruppe besitzt nur absolute Invarianten. Das volle In- 
variantensystem besteht aus vier Formen. Die Gruppe ist gefunden 
von Klein, Math. Ann. 14,428 (1879), vgl. ferner Klein, Math. 
Ann. 15, 265 (1879), Gordan, ebenda 17, 217, 359 (1880), 
20, 515 (1882), 25, 459 (1885). Systematische Darstellungen 
bei Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, 692 u. H. Weber, 
Algebra 2, 497. 

6. Die Valentinersche Gruppe, die als Kollineations- 
gruppe die Ordnung 360 hat und aus keiner niedrigeren homo- — 
genen linearen terniren Gruppe als einer solchen der Ordnung 
1080 hervorgeht. Die Valentinersche Gruppe ist mit der 
alternierenden Permutationsgruppe in sechs Symbolen holoedrisch iso- 
morph. Sie enthilt zwei Systeme von je sechs konjugierten Iko- 
saedergruppen und zwei Systeme von je 15 konjugierten Oktaeder- 
gruppen. Die Invariante niedrigsten Grades der homogenen 
Gruppe ist von der Form: 


102,55 + 9a, (a,° + a,°) — 452,2a,%a5? — 1352, 25454 + 27 a6 


/ 


§ 11. Kollineationsgruppen in 3 Variablen. 243 


‘Das volle Invariantensystem der Gruppe besteht aus vier Formen 
und ist zuerst von Wiman, Math. Ann. 47, 531 (1896) auf- 
gestellt worden. Vgl. ferner Gerbaldi, Rend. Circolo di Palermo, 
12, 23 (1898), 13, 161 (1899), 14, 66 (1900), 16, 129 (1902), 
Math. Ann. 50, 473 (1898), Fricke, Gott. Nachr. vers 199: 
Math. Ver. 6, 55 (1896), L. Lachtin, Math. Ann. 51, 463 (1899), 
Gordan, Math. Ann. 61, 453 (19085). 

Die voilstindige Aufzdhlung der verschiedenen endlichen 
quaterndren Kollineationsgruppen, d. h. derjenigen unseres Ry, 
stammt von Blichfeldt, Math. Ann. 60, 204 (1905), Trans. 
Am. M. S. 6, 230 (1905). Vgl. ferner Autonne, Journ. de 
math. (5) 7, 351 (1901) u. Bagnera, Rend. Circolo di Palermo 
19, 1 (1905). Im R, gibt es allein 25 nicht ahnliche Kolli- 
neationsgruppen, die mit symmetrischen und alternierenden Per- 
mutationsgruppen holoedrisch isomorph sind (Maschke, Math. 
Ann. 51, 298 (1899)), hierunter je eine mit Gs, und Wy, iso- 


3 
morphe Gruppe. Besonders bemerkenswert sind unter den quater- 
‘niren endlichen Kollineationsgruppen: 

1. eine solche der Ordnung 11520, die aus einer homo- 
genen quaterniren linearen Substitutionsgruppe von viermal so 
hoher Ordnung hervorgeht, 

2. eine solche der Ordnung 25920, die sich aus einer 
homogenen quaterndren linearen Substitutionsgruppe von doppelt 
so hoher Ordnung ergibt. 

Nach der Kollineationsgruppe der Ordnung 11520, die 
F. Klein (Math. Ann. 2, 198 (1870), 4, 356 (1871)) durch 
liniengeometrische Betrachtungen gefunden hat, transformieren 
sich die Verhiltnisse der bei den hyperelliptischen Funktionen 
des Geschlechtes p = 2 auftretenden sogenannten Borchardt- 
schen Moduln. Die ©4599 ist holoedrisch isomorph mit der 
Galoisschen Gruppe der Gleichung 16%" Grades, welche die 
16 Knotenpunkte einer Kummerschen Flache bestimmt (Jordan, 
Traité, 313) und homomorph mit der symmetrischen Gruppe Sg. 
Ein volles Invariantensystem der homogenen Gruppe ist von 
Maschke, Math. Ann. 30, 496 (1887) aufgestellt worden. 
Weitere Literatur: Reichardt, Math. Ann. 28, 84 (1887), Nova 
Acta Leop. 50, 375 (1887), He8, ebenda 55, 100 (1891). 

Die Kollineationsgruppe p50) ist einfach. Sie ist holoedrisch 
isomorph mit einer invarianten Untergruppe des Index 2 der 
Galoisschen Gruppe G,,4) der Ordnung 51840 der Gleichung 
“ir die Bestimmung der 27 Geraden einer allgemeinen Fliche 

16* 


y, 
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dritter Ordnung; von dieser ©,,,,, hingt auck die Dreiteilung 
der hyperelliptischen Funktionen ab. (C. Jordan, Traité, 316 
u. 365, F. Klein, Journ. de math. (4) 4, 169 (1888), H. Burk- 
hardt, Math. Ann. 38, 161 (1891), 41, 313 (1893).) Das 
volle Invariantensystem der homogenen @;,.,)'), die mit der 
Kollineationsgruppe Go;o,. homomorph ist, bei H. Maschke, 
Math. Amn. 33, 317 (1889). Eine gruppentheoretische Unter- — 
suchung dieser vielfach behandelten Gruppe mit Literaturangaben 
bei Dickson, Trans. Am. M.8.5, 126 (1904), Proc. Lond. M.S. (2) 
1, 283 (1904), vgl. auch Dickson, Lincar groups, 8.303, W. Burn- 
side, Proc. Royal Soc. A%77, 182 (1906). -Vgl. auch S. 249. 

Erwiéhnt sei noch, daB nach den Untersuchungen von 
J. Schur, Journ. f. Math. 182, 135 (1907) tiber die Dar- 
stellungen der verallgemeinerten Modulargruppe als Kollineations- 
gruppen die einfache Gruppe der Ordnung 504. sich als Kolli- 
neationsgruppe in sechs und nicht weniger Variablen darstellen 1aBt, 
wiahrend die voraufgehenden einfachen Gruppen der Ordnungen 
60 und 168 als Kollineationsgruppen in einer bezw. zwei Va- 
riablen darstellbar sind. Es gilt folgender allgemeiner Satz: 
Ist p"™ > 3, aber von 9 verschieden, so gibt es, wenn p eine 


3 : : ee 
verschiedene irreduzible — 


ungerade Primzahl ist, im ganzen z 


Gruppen ganzer linearer homogener Substitutionen, die mit der 
verallgemeinerten endlichen Modulargruppe (vgl. 8. 215) der Ord- 
YEG in 8 
2 
m pew (ens 
ps des Grades p® + 1, serra Grades p”™ — 1 
m 4 


4 
und zwei des Grades eee Ebenso gibt es fir p™ > 3, 


nung isomorph sind, und zwar eine des Grades p™, 


m 
aber + 9, = = verschiedene irreduzible Kollineationsgruppen, 


die mit der verallgemeinerten Modulargruppe isomorph sind 


aoe Bp) 
und sich nicht als Gruppen von i gs a pengen linearen 
homogenen Substitutionen schreiben lassen. Unter diesen Gruppen 


nt ike 
haben a den Grad p™ +1, © : = den Grad p™—1 
pm 1 


2707, ea \ 
und zwei den Grad * ; =; hierbei ist e=(—1) ?- Es 


gibt 2™ verschiedene irreduzible Kollineationsgruppen, die mit 


1) Greco Und G,—,) sind natiirlich nicht isomorph; die erste. 
Gruppe hat eine invariante Untergruppe zweiter Ordnung, die zweite — 
eine invariante Untergruppe G,,59,- 


- 
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der verallgemeinerten endlichen Modulargruppe der Ordnung 

2™ (2?™ — 1) des GF [2”] fiir 2" > 4 isomorph sind, und zwar 
hat man eine Gruppe des Grades 2”, ferner 2"—-1 — 1 des Grades 
2” + 1 und 2”-1 des Grades 2"—1. Alle diese Gruppen lassen 
sich auch als ganze lineare homogene Substitutionsgruppen der- 
selben Ordnung 2”(2?” — 1) darstellen. (J. Schur, a. a. O., 
133 u. 134.) Die mit der gewéhnlichen Modulargruppe (m= 1) 


isomorphen Kollineationsgruppen des Grades = bezw. Be 
d. h. des R,_, bezw. R,_,, hat F. Klein, Math. Ann. 15, 275 


2 2 
(1879) aus der Transformationstheorie der elliptischen Funk- 
tionen gefunden. 


§ 12. Lineare Gruppen mit Koeffizienten aus einem 
Korper. Kongruenzgruppen. 
Die Gesamtheit aller Kollineationen A,: 
= a 518) + O59 So + + indy + inst 
3 On 181 +-Ongbe +--+ @nnbn +Onnst 
gleichen Grades » + 1 mit nicht verschwindenden Determinanten 
|a;,| @*=1,2,--..»+1), deren Koeffizienten simtlich ausnahmslos 
einem Kérper $2 angehéren, bildet eine Gruppe; sie heiBt die all- 
gemeine projcktive oder linear gebrochene Gruppe in n Variablen 
oder die allgemeinste Kollineationsgruppe (n + 1)” Grades mit 
Koeffizienten aus 2. Ist 2 ein endlicher Kérper (vgl. 5. 177), 
so ist die Gruppe selbst endlich; man spricht von der all- 
gemeinen projektiven oder linear gebrochenen oder allgemeimsten 
Kollineationsgruppe mit Koeffizienten aus dem GF[p™] (Galois- 
sches Feld der Ordnung p”) oder kiirzer von einer allgemeinen 
linear gebrochenen Kongruenzgruppe. 
Die Gesamtheit aller Substitutionen 
cS Ep Osby + Ogbe tes t+ ings F Ging CHUM +5) 
gleichen Grades mit nicht verschwindenden Determinanten 
|a,,| @*=1,2,..,”), deren Koeffizienten ausnahmslos einem Korper $2 
angehéren, bildet die allgemeine lineare wnhomogene Gruppe oder 
die allgemeine volle lincare Gruppe mit Koeffizienten aus 2. Sie 
hat die kommutative Gruppe: §,=§/+ 4;,4; @=%--»”) zur 
imvarianten Untergruppe. Die letztere Gruppe wird auch, wenn S2 
das GF[p™] ist, als arithmetische Gruppe bezeichnet. 
In der allgemeinen linearen unhomogenen Gruppe mit 
Koeffizienten aus 8 ist die allgemeine lineare homogene Gruppe 


(GST 25h ci gitt) 


a - > aa ~~ I Se 
<> ate a a 
& ; 
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mit Koeffizienten aus 2 als Untergruppe enthalten. Sie besteht 
aus der Gesamtheit aller Substitutionen: 

E = 0518) + Oygbs +++ + Onde gree 
mit nicht verschwindenden Determinanten | a,,| @#=1,%,--.7) und 
Koeffizienten aus $2. 

Ist 2 das GF[p™], so hat die allgemeine lineare homo- 
gene Kongruenzgruppe n®” Grades*) die Ordnung 
h= (p™" wes 1) (pm ae a2) . (p™" — p’™) Bey (pm — pm(n—2)) 
und die volle Gruppe die Ordnung h- p™” 
LaBt man in dem Symbol /)3...:; die m Indices die 
p™ Marken des GF[p™] durchlaufen und ersetzt & durch 
BO 8 + igh to + iS + ings CHR 9m, 
wobei die Koeffizienten a,, alle Zahlen des GF'[p™| mit nicht 
verschwindenden Determinanten |a,,| @4=1,2,--.») durchlaufen, 
so entspricht jeder linearen unhomogenen Substitution eine Per- 
mutation unter den p™” GréBen Iz:...¢. Die aus diesen 
Permutationen bestehende Gruppe ist mit der linearen unhomo- 
genen Substitutionsgruppe mit Koeffizienten aus dem GF[p™] 
holoedrisch isomorph. Anstatt ein Symbol J mit m Indices zu 
verwenden, kann man auch ein Symbol 7, mit nur einem Index 
£ verwenden, den man die p”™ Marken des GF|p™"] durch- 
laufen 1aBt. Ersetzt man § durch eine geeignet gewahlte ganze 
rationale Funktion w(f) von € mit Koeffizienten aus dem 


GF([p™"], so stellt ( ); wenn € die Zahlen des GF[p™"] 


wy (0) 
durchliuft, eine Permutation unter den p”” GréBen 1, dar. Auch 


eine aus derartigen Permutationen bestehende Permutationsgruppe 
des p™”" Grades laBt sich der linearen unhomogenen Substitutions- 
gruppe mit Koeffizienten aus dem G F'[.p™] holoedrisch isomorph 
zuordnen. (Betti, Ann. di scienze mat. e fis. 3 (1852), 6 (1855), 
Opcre mat., Milano 1903, 1, 48 u. 117, Mathieu, Journ. de 
math. (2) 6, 301 (1861), Dickson, Linear groups, 8. 64 u. 75.) 

Die sich fiir m= 1 ergebende Permutationsgruppe tritt bereits 
in folgendem berihmtem Satze von Galois (Cwores, p. 27) auf: 


1) Unter dem Grad einer linearen homogenen Gruppe versteht 
men die Variablenzahl, Eine Kongruenzgruppe erhili man auch, 
wenn man alle litearen homogenen Substitutionen gleichen Grades 
mit ganzzahligen Koeffizienten mod s betrachtet, deren Determinanten 
gn _§ relativ prim sind, wobei s eine beliebig gewahlte, ganze positive 
Zahl bedeutet.. (C. Jordan, Zraité, S. 92.) 
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Jede primitive Permutationsgruppe des Grades p"(p Prim- 


ean) kann nur dann auflisbar sein, wenn sie eine Untergruppe 


der Permutationsgruppe »"*" Grades der Ordnung 
(p* — 1) (p" —p) (p” — p*) Rg (p” — p"—1)p" 


| st, die mit der allgemeinen vollen linearen Kongruenzgruppe mit 


Koeffizienten mod p im nVariablen holoedrisch isomorph ist. Fiir 
nm =1 ist die Gruppe immer auflésbar, vgl. 8.213. Fiir m >1 ist die 


Gruppe der Ordnung (p” — 1) (p” —p) (p” —p*)... (p* — p"-1) p" 
nicht stets auflésbar; mit der Bestimmung ihrer simtlichen 


: auflésbaren Untergruppen beschiftigt sich C. Jordan, Traité, 


S. 398 ff. Von Lehrbiichern vgl.H.Weber, Algebra 2, 359. Fir 
p= 3, n= 2 hat die Gruppe die Ordnung 432. Diese Gruppe 
ist eine auflésbare Gruppe und die Galoissche Gruppe der 
Gleichung neunten Grades, von der die Bestimmung der 9 Wende- 
punkte eimer Kurve dritter Ordnung abhingt (Hesse, Journ. 
f. Math. 34 (1847), Ges. Werke, 137; vgl. auch H. Weber, 
Algebra 2, 410, Netto, Algebra 2, 460). 
Die Gesamtheit aller linear gebrochenen Substitutionen: 
eee Oss i" + Gia be +--+ Gin bn + Gino 
s Ons £1 + One Ss +> + Gan'n + Innit 
mit Koeffizienten aus einem Kérper §2, bei denen die Deter- 
minante |a,,| @*=1,2...2.+1) den Wert +1 hat, heiBt die 
spezielle Kollineationsgruppe n+ 1%" Grades oder die spezielle 
linear gebrochene Gruppe oder die spezielle projektive Gruppe 
mit Koeffizienten aus $2. Sie ist eine invariante Untergruppe 
der allgemeinen projektiven Gruppe mit Koeffizienten aus 8. 
Ist 2 das GF[p™], so ist die spezielle linear gebrochene 


(¢=1,2, ...,#) 


Gruppe m n Variablen endlich und hat die Ordnung 


5 (punt pcs 1)p™* pun ais type) ee (p?™ Ale. 1)p™, 


wobei d der grifte gemeimsame Teiler von n-+1 und p™ —1 
ist. Ausgenommen in den zwei Fallen (n + 1, p™) = (2, 2) und 
(2, 3) ist die endliche spezielle linear gebrochene Gruppe eine eim-. 
fache Gruppe. Ist die Zahl n im besonderen gleich 1, so erhdlt man 
die verallgemeinerte Modulargruppe der Ordnung (2?” — 1) - 2™ 


bezw. oe syeaegee Ae falls p> 2. Fir n= 2, p= 2, m=1 hat 


die spezielle lineare gebrochene Gruppe in 2 Variablen die Ord- 
nung 168. Als einfache Gruppe mu8 sie, da es nur eine ein- 
fache Gruppe der Ordnung 168 gibt, mit der Modulargruppe 
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fiir p = 7 holoedrisch isomorph sein. Uber die spezielle linear ge-— 
brochene Gruppe fiir = 2, p™ bei beliebigem m vgl. Dickson, 
Linear groups, S. 242. - 

Die Gesamtheit aller linearen homogenen Substitutionen 


E = O84 + O96 + mele + Oita (@=1, 2. 2,7) 


mit Koeffizienten aus einem Kérper $2, bei denen die Deter- 
minante |a,,| den Wert + 1 hat, heiBt die spezielle lineare 
homogene Gruppe mit Koeffizienten aus 8. Die Gruppe hat die 
aus den Abhnlichkeitstransformationen & = vé) (v™ = 1) gebil- 
dete Gruppe zur invarianten Untergruppe, wobei v alle GréSen 
aus $2 durchlauft. 

Ist 2 ein algebraischer Zahlkérper, so bildet die Gesamt- 
heit aller linearen homogenen Substitutionen der Determinante 
+1, deren Koeffizienten ausnahmslos ganze algebraische Zahlen 
des Kérpers sind, eine Gruppe. Diese Gruppe wird von einer 
endlichen Anzahl von Elementen erzeugt. (Vg]. 8. 193.) (A. Hur- 
witz, Gott. Nachr. (1895), 332.) Im besonderen wird also auch 
die Gruppe aller ganzzahligen linearen homogenen Substitutionen 
der Determinante + 1 von einer endlichen Anzahl von Sub- 
stitutionen erzeugt; fiir diesen speziellen Fall gentigen sogar zwei 
erzeugende Substitutionen (Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. 
(1866), Ges. Werke 1, 159, Krazer, Ann. di mat. (2) 12, 283 
(1884), W. Burnside, Messenger of mat. 33, 133 (1904)). 

Als Untergruppe der speziellen linearen homogenen Gruppe 
sei fiir » = 2r die spezielle lineare Abelsche Gruppe angefihrt. 
(Die Bezeichnung hat mit kommutativer Gruppe (vgl. S. 174) 
nichts zu tun; die Gruppe stammt aus der Theorie der Abel- 
schen Funktionen (Jordan, Traité, 8.171)). Die spezielle lineare 
Abelsche Gruppe besteht aus der Gesamtheit aller linearen ho- 
mogenen Substitutionen: 


E,= 18, + Ayko +--+ + Anka (§=1,8,..427) 
welche die alternierende bilineare Form: 
Es. — 3% + Ss ta = Sate beni Nar — SerNap—a 


mit kogredienten Variablen &,, 4; in sich tiberfiihren. Ist 2 
das GF[p™], so hat die sich aus der speziellen linearen Abel- 


schen Gruppe ergebende Gruppe linear gebrochener Substitutionen 
die Ordnung 


* (pm @r) sats 1) -pm(ar—4) ; (p™ @r—2) — 1) priate?) Se (per cee 1)p”, 


§ 12. Kongruenzgruppen. 249 


 wobei a=1 oder = 2, je nachdem p = 2 oder > 2 ist. Auger 
fiir die drei Faille p> =2, r=1 wud r=2, p™=3, r=1 
_ ist die spezielle linear gebrochene Abelsche Gruppe einfach (vel. 
S. 202 erste Zeile). Die einfache Gruppe niedrigster Ordnung, die 
in diesem System enthalten ist, ist eine solche der Ordnung 25920, 
die p"™ = 3, r= 2 entspricht und mit der einfachen Kolli- 
neationsgruppe des R, (vgl. S. 243) holoedrisch isomorph ist. 
p” = 2, r=3 ergibt die einfache Gruppe der Ordnung 1451520; 
sie ist holoedrisch isomorph mit der Galoisschen Gruppe der 
Gleichung der 28 Doppeltangenten ciner Kurve vierter Ordnung 
- ohne Doppelpunkte. Eine Untergruppe der Gruppe ©,454599 vom 
Index 28 ist holoedrisch isomorph mit der Galoisschen Gruppe 
Gs i949 (gl. S. 244) der Gleichung fiir die 27 Geraden einer Fliche 
dritter Ordnung. (Jordan, Traité, S. 229 u. 330, H. Weber, 
Algebra 2, 419.) Vgl. auch Dickson, Zrans. Am. M. S. 3, 
38 u. 377 (1902), Am. J. math. 26, 243 (1904). 
Die Gesamtheit aller linearen homogenen Substitutionen 
b= 0,6 + Gebe $7 + 4,8. @=1,2,.-5m), 
mit Koeffizienten aus einem Kérper 82, die &,?+ &’+---+é&? 
in sich transformieren, bildet die orthogonale Gruppe mit Koeffi- 
zienten aus $2. Uhre Behandlung fiir das GF[p™”] bei Dickson, 
Linear groups, 8. 156. Wegen weiterer Einzelheiten in bezug 
auf Kongruenzgruppen vgl. das zitierte Werk, sowie in Er- 
ginzung fiir beliebige Kérper: Dickson, Trans. Am. M. S. 2, 
363 (1901). 

In Analogie mit dem in § 10 behandelten Problem der 
Darstellung einer abstrakten Gruppe als Gruppe linearer homo- 
gener Substitutionen kann man sich die Aufgabe stellen: Es 
ist eine endliche Gruppe © gegeben. Man soll mit ihr homo- 
morphe lineare homogene Substitutionsgruppen mit Koeffizienten 
aus einem GF [p”| konstruieren. Vgl. Dickson, Trans. Am. 
M. S. 8, 389 (1907), Bull. Am. M. S. (2) 18, 477 (1907). 

Wir fihren nur folgendes Theorem von Blichfeldt (Trans. 
Am. M. 8. 8, 30 (1907)) an: 

Ist G© eine irreducible lineare homogene Substitutionsgruppe 
in n Variablen, so kann man stets unendlich viele derartige Prim- 
zahlen p finden, da sich mitfelst jeder von ihnen eine zu & 
holoedrisch isomorphe irreduzible Gruppe ©, lincarer homogener 
Substitutionen in ebenfalls n Variablen bilden lapt, deren Koeffi- 
zienten ausschlieBlich ganze, mod p zu nchmende Zahlen sind. . 


Kapitel IV. 
Algebraische Gleichungen. 
Von Alfred Loewy in Freiburg i. Br. 


§ 1. Historisches. Literatur. 


Aufgabe der Algebra ist das Studium der ganzen rationalen 
Funktionen oder Polynome in einer oder mehreren Variablen 
(vgl. S. 31). Der Name ,,Algebra‘ stammt von dem Titel des 
mathematischen Lehrbuches Aldschebr walmukdbala des Arabers 
Muhammed ibn Mis& Alchwarizmi (Anfang des 9. Jahrh.). 
Ihren Ausgangspunkt hat die Algebra in der Theorie der 
Gleichungen, und diese bilden auch ihren vornehmsten Gegen- 
stand. Mit Gleichungen des ersten Grades beschiaftigt sich bereits 
das altiigyptische Rechenbuch des Ahmes (etwa 1700 v. Chr.). 
Die Auflésung der Gleichungen zweiten Grades war den grie- 
chischen Mathematikern bekannt. In geometrischer Form findet 
man sie in Euklids Elementen (um 300 vy. Chr.) (Buch I, 
Satz 11, Buch VI, Satz 28 u. 29); zahlreichen quadratischen 
Gleichungen begegnet man in dem altesten Denkmal griechischer 
algebraischer Wissenschaft, in Diophantus’ Arithmetica (3. bis 
4, Jahrh. nu. Chr.). Die Auflésung der Gleichungen dritten und 
vierten Grades verdankt man italienischen Mathematikern des 
16. Jahrhunderts: Scipione del Ferro, Tartaglia, ‘Cardano 
und Ferrari (vgl. § 8). 

Zu einem Herausgehen iiber ihre ersten Anfinge konnte 
die Algebra erst durch Schépfung der Buchstabenrechnung ge- 
langen. Vieta (In artem analyticam isagoge (1591)) hat zu- 
erst die Buchstaben ‘nicht nur wie bisher fir die Unbekannten 
verwendet, sondern auch ftir GréBen, die bestimmte gegebene 
Zahlenwerte besitzen Vieta (De aequationum recognitione et 
emendatione, aus dem NachlaB 1615 erschienen) hat auch den 
Zusammenhang zwischen den Wurzeln und Koeffizienten einer 
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_ Gleichung entdeckt; er beschrinkte sich hierbei auf die positiven . 
Liésungen, die er allein als Auflésungen zulie8B. Girard (In- 
vention nouvelle en Valgébre (1629)) hat zuerst ausgesprochen: 
Jede Gleichung besitzt soviel Wurzeln, wie ihr Grad angibt; 
den Satz von Vieta hat er ohne Einschrankung, sogar beim 
Auftreten imaginérer oder mehrfacher Wurzeln. Er berechnet 
- auch die Summen der vier ersten Potenzen der Gleichungs- 
- wurzeln aus den Gleichungskoeffizienten. Descartes hat im 
dritten Buch seiner Géométrie (1637) (deutsche Ausgabe von 
Ludw. Schlesinger, Berlin 1894), welche seine beriihmte 
Zeichenregel enthélt und auch sonst reich an algebraischen 
Theoremen ist, den Satz: Wenn eine Gleichung mit der Un- 
bekannten z die Wurzel a, besitzt, so ist ihre auf Null ge- 
brachte linke Seite durch z—«, ohne Rest teilbar. Auf 
Grund dieses Satzes erfordert der sogenannte Fundamentalsatz 
oder Wurzelexistenzsaiz der-Algebra nur den Nachweis, daB jede 
algebraische Gleichung wenigstens eine Wurzel besitzt; hieraus 
folgt, daB die auf Null gebrachte linke Seite jeder Gleichung 
n®" Grades in m Faktoren ersten Grades zerfallt und daher, wenn 
man den Begriff der mehrfachen Wurzeln einfiihrt, bei richtiger 
Zahlung der Wurzeln genau » Wurzeln besitzt. Eine Regel zur 
Erkennung mehrfacher Wurzeln stammt von Hudde (Huddenit 
epistolae in Schootens Ausgabe von Cartesius’ Geomeiria aus 
dem Jahre 1659, p. 433 u. 507). D’Alembert (Recherches sur le 
calcul intégral, Histoire de Vacad. de Berlin, année 17 46) ver- 
suchte zuerst, einen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra 
zu liefern und hierdurch der Algebra eine einwandfreie Grund- 
lage zu geben; daher bezeichnet man den Wurzelexistenzsatz 
auch als d’Alembert’sches Theorem. Den ersten auf strengerer 
Grundlage beruhenden Beweis des Fundamentalsatzes gab Gau8 
(Ges. Werke 3, 1) in seiner Doktordissertation (1799) und hob 
hierbei die Mingel in den Beweisen seiner Vorginger d’Alem- 
bert, Euler, de Foncenex und Lagrange hervor. In den 
Jahren 1815, 1816 und 1849 publizierte GauB noch drei 
weitere Beweise fiir den Fundamentalsatz der Algebra (GauB, 
Ges. Werke 3, 31, 57, 71). Vgl. die vier GauBschen Beweise 
fiir die Zerlegung ganzer algebraischer Funktionen in reelle 
Faktoren ersten oder zweiten Grades, herausgegebea von E. Netto, 
Ostwalds Klassiker der exakten Wiss., Nr. 14. 

Die Tatsache, da® sich die Wurzeln der Gleichungen der 
vier ersten Grade durch Radikale aus den Koeffizienten bilden 
lassen, veranlaBte die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts, 


~ 
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auch bei den Gleichungen héheren Grades nach einer algebraischen 
Auflisung 2a suchen. Unter einer solchen versteht man eine 
Darstellung der Wurzeln aus den Koeffizienten mittelst einer 
endlichen Anzahl von Radikalen oder Wurzelzeichen, anders 
ausgedriickt: eine Riickfiihrung der gegebenen Gleichung auf 
eine Kette reiner Gleichungen der Form 2*=a. Bei diesen 
Bemiihungen gelangte Tschirnhaus, Methodus auferends omnes 
terminos intermedios cx data aequatione, Acta eruditorum (1683) 
zu der heute nach seinem Namen sogenannten Tschirnhausentrans- 
formation. Lagranges Réflexions sur la résolution algébrique 
des équations (1770), Guvres 3, 205 (vgl. S. 168) verfolgen, 
wie es in der Hinleitung heiBt, den Zweck, a priori zu zeigen, 
warum die bei den Gleichungen der vier ersten Grade an- 
gewendeten Methoden bei den hdheren Gleichungen versagen. 
Hierbei untersucht Lagrange die rationalen Funktionen der 
Gleichungswurzeln und ihre Werteiinderungen bei Permutationen. 
Gleichzeitig und unabhingig von ihm haben sich auch Waring 
(Miscellanea. analytica (1762), Meditationes algebraicae (1770), 
3. ed. (1782)) und Vandermonde (vgl. unten, sowie Lagrange, 
uvres 8, 324) mit diesen Fragen beschiftigt. Von Lagrange 
entnahmen Ruffini und Abel die leitenden Ideen fiir den von 
ihnen erbrachten Beweis, daB die allgemeine Gleichung von hoherem 
als viertem Grade algebraisch nicht lésbar ist, d. h. ihre Wurzeln 
sich nicht aus den Koeffizienten mit Hilfe von Radikalen ab- 
leiten lassen. Ruffini, Teoria generale delle equazioni in cui 
si dimostra impossibile la. soluzione algebraica delle equazioni 
generali di grado superiore al quarto, Bologna (1799), vel. 
Burkhardt, Zischr. fiir Math. u. Phys. 37, Suppl. 8.119 (1892), 
Abel, Beweis der Unmiglichkeit, algebraische Gleichungen von 
hoheren Graden als dem vierten allgemein aufeulisen, Journ. f. 
Math. 1, 65 (1826), CEuwres par Sylow et Lie (1881), 1, 66, 
vgl. Pierpont, Monatsh. f. Math. 6, 15 (1895). 

Wahrend die allgemeinen Gleichungen von héherem als 
viertem Grade nach dem Abel-Ruffinischen Theorem nicht 
algebraisch auflésbar sind, gibt es spezielle Gleichungsgruppen, 
deren Wurzeln sich algebraisch finden lassen. Vandermonde, 
Mém. sur la résolution des équations, Histoire de Vacad. des sciences . 
(1771), deutsche Ausgabe, Berlin 1888, 8. 63, hat als erster 
in der Gleichung z= 1 eine algebraisch auflésbare Gleichung 
kennen gelehrt und ihre Wurzeln mit Hilfe von Radikalen dar- 
gestellt. In Sectio 7 seiner Disquitiones arithmeticae (1801) 
(Ges. Werke 1, 412) hat GauB allgemein fiir die bei der Kreis- 
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_ teilung auftretenden Gleichungen, d.h. fiir die Gleichungen 2” = 1, 
die algebraische Auflésbarkeit nachgewiesen. (Vgl. § 12.) Hine 
-groBe und zwar die einfachste und fundamentalste Klasse alge- 
_ braisch auflisbarer Gleichungen lehrte Abel (Journ. f. Math. 4, 131 
_ (1829), Cuores par Sylow et Lie 1, 478, deutsche .Ausg. mit 
_ Anm..von Loewy in Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss., 
_ Nr. 111) kennen. Diese Gleichungen werden nach Kronecker 
(Moxaisb. d. Berl. Akad. (1853), 368, ebenda (1877), 846 und 
_ CO. Jordan (Traité, p. 287)) als Abelsche Gleichungen bezeichnet. 
(Vgl. § 11.) Den gréBten Fortschritt in der Behandlung beliebiger 
_ algebraischer Gleichungen bedeuten die Arbeiten von Galois 
_ durch die Entdeckung der nach seinem Namen genannten Gruppe 
(vgl. S. 169). (Vgl. § 10.) Diese schreibt die fiir die Behandlung: 
- der betreffenden Gleichung einzuschlagenden Wege vor und sagt 
auch im besonderen aus, ob die Gleichung algebraisch auflisbar 
oder nicht auflisbar ist. ©. Jordan nennt in héchster Be- 
_ scheidenheit seinen fundamentalen Traité des substitutions et des 
~ équations algébriques, Paris 1870, einen bloBen Kommentar zu 
Galois’ Werken. 

Wihrend die allgemeinen Gleichungen von héherem als 
viertem Grade nicht algebraisch lésbar sind, haben sie nach 
dem Fundamentalsatz der Algebra natitirlich Liésungen. Der 
historische Weg, der dazu fiihrte, die Wurzeln der Gleichung 
fiinfien Grades in ihrer Abhingigkeit von den Gleichungs- 
koeffizienten darzustellen, war folgender: Die Transformation 
py Ordnung (p ungerade Primzahl) der elliptischen Funktionen 
fiihrte bereits Abel und Jacobi auf besondere algebraische 
Gleichungen (p + 1)*" Grades, deren Wurzeln sich mittelst der 
Theorie der elliptischen Funktionen darstellen lassen. Die 
Galoissche Gruppe dieser Transformationsgleichungen ist nach 
Adjurktion einer Quadratwurzel die Modulargruppe der Ordnung 


s p(p?—1), also fir p> 5 eine einfache Gruppe. Die fraglichen 


Gleichungen sind daher infolge der Natur ihrer Galoisschen 
Gruppe nicht durch Radikale lésbar (vgl. die Darstellung bei 
H. Weber, Algebra 3, 284, sowie bei Holder, Enzykl. d. math. 
Wiss. 1, 509). Fiir p = 5 besitzt die Modulargruppe eine Unter- 
gruppé des Index 5, daher muB sich fiir die fragliche Gleichung 
sechsten Grades eine rationale Resolvente (Hilfsgleichung) fiinften 
Grades bilden lassen. Zu diesem gruppentheoretischen Ergebnis 
war bereits Galois (vgl. oben S. 215 letzte Zeile) gelangt, und 
Betti (1853).(Opere mat. 1, 95) hat es bewiesen. Fiir die p = 5 
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entsprechende ,,Modulargleichung“ sechsten Grades, die zwischen 


der vierten Wurzel Vi des Legendreschen Moduls und seinem 
transformierten Wert besteht, und deren Wurzeln sich explizit 
als elliptische Modulfunktionen darstellen lassen, hat Hermite 
(C. R. 46, 508 (1858), Ciwores 2, 5) wirklich eine Resolvente 
fiinften Grades aufgestellt und ihre Wurzeln, die rationale 
Funktionen der Wurzeln der Modulargleichung sechsten Grades 
sind, angegeben. Diese Gleichung fiinften Grades hat dieselbe 
Galoissche Gruppe wie die allgemeine Gleichung finften Grades 
nach Adjunktion der Quadratwurzel ihrer Diskriminante, némlich 
die alterniererde Gruppe von fiinf Symbolen. Mit der Bemerkung, 
daB sich nach den Untersuchungen des englischen Mathematikers 
Ierrard (1834) (die alteren des schwedischen Mathematikers 
Bring (1786) wurden erst im Jahre 1861 durch Hills Mitteilung 
an die schwedische Akademie der Vergessenheit entrissen) jede Glei- 
chung’ fiinften Grades ohne Verwendung anderer Irrationalitaéten 
als Quadrat- und Kubikwurzeln in die obige Resolvente der Form 
u°? —u —A=O mit nur einem Parameter A tiberfiihren 148t, hatte 
Hermite die erste Auflésung der Gleichung fiinften Grades ge- 
_wonnen. (Uber die Methode von Bring und Hermite vgl. Klein, 
Ikosaeder, S 143 u. 244, iiber Bring vgl. Enestrém, Bibl. math. 
(3) 8, 417 (1908)). Die bei Hermites oder abnlichen Formeln statt- 
findende Benutzung elliptischer Modulfunktionen ist, wie F. Klein, 
Ikosaeder, 8.131, besonders Journ. f. Math. 129, 154 (1905) her- 
vorgehoben hat, ein Umweg, ebenso wie die Lésung der reinen 
: 1 

Gleichung 2” =a durch Logarithmen in der Form z= om 

Im gleichen Jahre 1858 wie Hermite publizierte auch 
Kronecker, C. R. 46, 1150 (1858), Monaisb. d. Berl. Akad. 
(1861), 609 eine Auflésung der Gleichung fiinften Grades. Er 
geht direkt von der allgemeinen Gleichung fiinften Grades aus und 
macht ihre Auflésung von einer Gleichung zwélften Grades ab- 
_ hangig, deren Koeffizienten rationale Funktionen der Koeffizienten 
der Gleichung fiinften Grades und der Quadratwurzel aus der 
Diskriminante sind. Die Resolvente ist zwar héheren Grades als 
die Ausgangsgleichung, aber insofern einfacher, weil zwischen ihren 
Wurzeln lineare Relationen bestehen, die fiir sie charakteristisch 
sind. Aus ihnen folgt, daB sich die Wurzeln der Gleichung zwélften 
Grades linear und homogen durch drei Parameter darstellen 
(Kiepert, Journ. f. Math. 87, 115 (1879), Cayley, Math. Ann. 
30, 78 (1887), Journ. f. Math. 113, 42 (1894), Coll. math. papers 
12, 493, 13, 473). Fiihrt man in der Gleichung zwélften Grades, 
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welche die Unbekannte nur quadratisch enthilt, das Quadrat 
der Unbekannten als neue Unbekannte ein, so hat man eine 
_ Gleichung sechsten Grades. Auf solche Gleichungen ist zuerst 
Jacobi (Journ. f. Math. 3, 308 (1828), Ges. Werke 1, 261) 
in der Theorie der elliptischen Funktionen gekommen. Er hat 
nimlich gezeigt, daB, wenn p eine ungerade Primzah] und M 
_ der Multiplikator fiir eine Transformation p*** Ordnung der ellip- 
tischen Funktionen ist, M2 Wurzel einer Gleichung (p + 1)* 
Grades ist, deren Koeffizienten rationale Funktionen des Moduls & 
sind. Die Quadratwurzeln der Lésungen einer solchen Gleichung 


(» + 1)*" Grades lassen sich linear und homogen durch eae 


Parameter ausdriicken. Die eingehende Untersuchung und Ver- 
wertung der p= 5 entsprechenden allgemeinen Jacobischen 
Gleichungen sechsten Grades fir die Auflisung der Gleichung 
fiinften Grades ist das Verdienst von Brioschi, dessen Arbeiten 
tiber diesen Gegenstand ebenfalls 1858 beginnen. Vgl. die Wiir- 
digung Brioschis durch Noether, Math. Ann. 50, 483 (1898), 
sowie die zusammenfassende Darstellung von Brioschi, Math. 
Ann. 13, 109 (1878). Uber die Geschichte der Gleichung 
fiinften Grades bis 1858 vgl. Pierpont, Monatsh. f. Math. .6, 
15 (1895). 

_ Ein wesentlich neues Moment brachte Klein (vgl. seine 
zusammenfassende Darstellung in Vorlesungen tiber das Ikosaeder, 
Leipzig 1884) in die Theorie der Gleichung fiinften Grades durch 
die Einfthrung der Tkosaedcrirrationalitit (vgl. 8.240). Sie stelit 
sich neben die Radikale als neue und zwar ibrer Natur nach ein- 
fachste Transzendente; sie ist die Lésung einer Gleichung sechzig- 
sten Grades mit nur einem Parameter, der Ikosaedergleichung, die 
in dem durch Adjunktion der fiinften Einheitswurzeln erweiterten 

-Korper’) ihre eigene Galoissche oder Normalgleichung ist, deren 
Galoissche Gruppe demnach die niedrigste einfachste Gruppe ist, 
die nicht Primzahlordnung besitzt. Die Auflésung der Gleichung 
fiinften Grades besteht in zwei Schritten: der erste ist die Uber- 
fihrung einer beliebigen Gleichung fiinften Grades in die Iko- 
saedergleichung und die Bestimmung der hierzu notwendigen 
Operationen, der zweite, transzendente Teil ist die Berechnung 
der Ikosaederirrationalitét; diese wird durch die Verwendung 
hypergeometrischer Reihen ausgefiihrt, ahnlich wie sich die-reinen 


1) Die Erweiterung des Kérpers ist deswegen erforderlich, weil 
die finften Einheitswurzeln bei den Ikosaedersubstitutionen auftreten 
(vgl. S. 237). 
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Gleichungen 2” =a durch binomische Reihen lésen lassen. Die 
Verwandschaft der Ikosaedergleichung mit Gleichungen sechsten 
Grades und deren Kenntnis aus der Theorie der elliptischen _ 
Funktionen erklirt, daB der historische Weg der Lésung der 
Gleichung fiinften Grades iiber die Gleichungen sechsten Grades 
und die elliptischen Modulfunktionen fiihrte. (Uber die Behand- 
lung der Gleichungen fiinften und hédheren Grades vgl. § 14.) 

Den praktischen Rechner wird die ndherungsweise Berech- 
nung der Wurzeln numerischer Gleichungen besonders interessieren. 
Eine Vorliuferin der in Newtons Analysis per aequationes 
(1669) (M. Cantor, Geschichte der Math. 3, 105) gelehrten 
»Newtonschen Niherungsmethode“ findet man schon bei Vieta 
(1600) (Cantor 2, 640). Rolles Zraité dalgébre (1690) und 
Newtons Arithmetica universalis (1707) geben Grenzen, zwischen 
denen die reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung liegen. 
Den gréSten Fortschritt in der Behandlung numerischer Glei- 
chungen bedeuten die klassischen Arbeiten von Lagrange, 
Fourier und Sturm. Lagrange, Yraité de la résolution des 
equations numériques (1798, nouv. éd. 1808), Ceuvres de La- 
grange 8. Fourier, Analyse des ¢quations déterminées (1831), 
deutsche Ausg. mit Anm. von A. Loewy in Ostwalds Klassikern 
der exakt. Wiss. Nr. 127. Ch. Sturm, Mémoire sur la résolution 
des équations numeriques, Mem. prés. par div. sav. & Vacad. des sc. 
de France (1835), deutsche Ausg. mit Anm. von A. Loewy in 
Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 143. Sturms Aufsatz 
hat zum erstenmal die genaue Anzahl reeller Wurzeln einer 
numerischen Gleichung mit reellen Koeffizienten zwischen zwei 
gegebenen reellen Zahlen bestimmen gelehrt, wiihrend die friiheren 
Kriterien nur Grenzen fiir jene Zahl lieferten. ; 

Die voraufgegangenen Zeilen bezwecken nicht, eine Ge- 
schichte der Algebra zu geben; sie wollen nur einige orien-~ 
tierende Bemerkungen machen. Uber die altere Geschichte der 
Algebra vgl. man M. Cantor, Vorl. ber Geschichte der Math. 
Bd. 1—4, die systematische Darstellung bei Tropfke, Geschichte 
der Elementarmathematik, Leipzig 1902, 1,123, L. Matthiessen, 
Grundziige der antiken und modernen Algebra der litteralen 
Gleichungen, Leipzig 1878 (am Schlu8 reichhaltiges Literatur- 
verzeichnis). 

Von Lehrbiichern nennen wir: 

H. Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. 1, 2 und 3, Braun- 
schweig, 2. Aufl, 1898, 1899 u. 1908. E. Netto, Vorlesungen 
tiber Algebra, Bd. 1 u. 2, Leipzig 1896 u. 1900. J. A. Serret, 
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Handbuch der héheren Algebra, deutsch von Wertheim, Bd. 1 
u. 2, Leipzig, 2. Aufl, 1878 u. 1879. G. Bauer, Vorlesungen 
tiber Algebra, Leipzig 1903. J. Petersen, Theorie der alge- 
braischen Gleichungen, Kopenhagen 1878. Runge, Praxis der 
Gleichungen, Samml. Schubert 14, Leipzig 1900. Cesaro, 
Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der In- 
finitesimalrechnung, deutsch herausg. von Kowalewski, Leipzig 
1904, S. 368—485. A. Loewy, Kurzgefaptes Lehrbuch der 
Algebra, erscheint bei Veit & Co., Leipzig 1910. W.S. Burnside 
and A. Panton, Theory of equations, 4. Aufi., London 1900. 
M. Bocher, Introduction to higher algebra, New York 1908, 
deutsche Ausg. erscheint 1909 bei Teubner, Leipzig. F. Cajori, 
Introduction to the modern theory of equations, New York 1904. 
L. E. Dickson, Introduction to the theory of algebraic equations, 
New York 1903. Borel et Drach, Introduction a Vétude de 
la théorie des nombres et de Valgébre supérieure, Paris 1895. 
J. Tannery, Legons d’algébre et d’analyse, Paris 1906, 2 vol. 
Vogt, Lecons sur la résolution algébrique -des equations, Paris 
1895. Bianchi, Leziont sulla teorta dei gruppi di sostituziont 
e delle equazioni algebriche secondo Galois, Pisa 1900. Capelli, 
Istituzioni di analisi algebrica, 3. ed., Napoli 1902. 

Wir verweisen noch auf die Artikel in der Encyklopddie 
der math. Wiss., Bd. I, ,,Rationale Funktionen einer Verander- 
lichen; ihre Nullstellen“ yon Netto, S. 227, ,,Rationale Funk- 
tionen mehrerer Veranderlichen“ von Netto, S. 255, ,, Separation 
und Approximation der Wurzeln“ von Runge, S. 404, ,,Ratio- 
nale Funktionen der Wurzeln; symmetrische und Affektfunktionen“ 
von Vahlen, S. 449, ,,Galoissche Theorie mit Anwendungen“ 
von Hoélder, 8. 480. In der Encyclopédie des sciences math. 
liegen in franzésischer Bearbeitung nach den Artikeln von Netto 
vor: Les fonctions rationelles von Le Vavasseur. 
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Bedeuten a), @,, @y,.-.,4, beliebig gegebene reelle oder 
-komplexe GréSen und z eine Verinderliche, so heiBt, wenn 
@ +0 ist, der Ausdruck aj2" + a,2"~1+ a,2"-? +---+ a4, 
eine ganze rationale Funktion n®" Grades oder ein Polynom 
n”” Grades in z. Hine solche ganze rationale Funktion von 
z bezeichnet man abgektirzt mit f(z) oder g(z) oder P(z) oder 
(2); hat man mehrere ganze Funktionen von 2, so fiigt man 
auch Indices bei und schreibt f,(z), fy(¢) usw. Das Produkt 
Pascal, Bepertorium. I. 2. Aufl. ; 17 
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f(#)-9(2) eweier ganzer Funktionen f(z) vom m*” und g(z) vom 
n™" Grade ist ein Polynom vom Grade m+ n. 

Der Quotient ne zweier ganzer Funktionen heiBt eine ge- 
brochene rationale Funktion.. Ist f(#¢) von niedrigerem Grade 
als g(z), so heiBt echt gebrochen. . Ist f(z) eine ganze 
Funktion vom m*" Grad und g(z) eine solche vom n® Grad 


durch g(#) ohne Rest teilbar; i ist in diesem Falle, wie man 


sagt, nur scheinbar gebrochen. g(z) heiBt-ein Teiler oder 
Divisor von f(z). Jede ganze Funktion ist durch jede Kon- 
stante und durch sich selbst teilbar. 

Ist « irgendeime Konstante, so ist f(z) — f(a) stets durch 
z—a ohne. Rest teilbar. 

Ist f(z) eine ganze Funktion m*" Grades und g(z) vom 
n'? Grade m>n, so kann man durch fortgesetzte Division 
folgende Gleichungskette aufstellen: 


f(2) =9@G,4) + 2,©@), 
g (2) = B,(z) Gs (2) + R, (2), 


R,_3() oe R,_,(2) G,(4) + R,. 


Die sukzessiv auftretenden Reste R,, R,,..., R, sind ganze 
Funktionen, deren Grade abnehmen. Das Verfahren, unter dem 
Namen ,,Euclidscher Algorithmus“ bekannt, léBt sich so weit 
treiben, bis man zu einem Rest R, kommt, der eine Konstante ist. 
Ist R, eine von Null verschiedene Konstante, so sind die zwei 
Funktionen f(z) und g(z) teilerfremd oder relativ prim, d. h. es_ 
gibt auBer Konstanten keine ganze Funktion, die sowohl f(z) 
als auch g(z) ohne Rest teilt. Man sagt auch: f(z) und g(z) 
haben keinen gemeinsamen Divisor. Ist R, gleich Null, so 
haben f(z) und g(¢) die ganze Funktion R,_,(z) zum gemein- 
samen Teiler. R,_,(#) ist der gréfte gemeinsame Teiler von 


1) Eine Konstante ist eine ganze Funktion vom Grad Null. 
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f(2) und g(z), d.h. jeder gemeinsame Teiler von f(z) und g(2) ist 
Teiler von R,_,. Der gripie gemeinsame Teiler zweier ganzer 
Funktionen ist eine bis auf eine muitiplikative Konstante ein- 
deutig bestimmte ganze Funktion. Der Euclidsche Algorithmus 
und die Bestimmung des griften gemeinsamen Teilers zweier 
ganzer rationaler Funktionen laéBt sich mittelst ausschlieBlich ratio- 
naler Rechenoperationen ausfiihren. 

Die charakteristische Bedingung dafiir, daB zwei ganze 
Funktionen f(2) und g(z) teilerfremd sind, besteht in der Existeng 
gweier ganzer Funktionen P(z2) und Q(z) von der Beschaffenheit, 
dap Pf+Qg=1 ist. Ist f(z) cine ganze Funktion vom 
m" Grad und g(z) vom n®" Grad, so lassen sich, wenn die 
zwei Funktionen f und g teilerfremd sind, auf eine einzige Art 
zwei Funktionen P, hichstens vom Grad n —1 und Q, héchstens 
vom Grad m— 1 beslimmen, dap Poff + Qog = 1 ist. Mittelst 
Py und Q, driicken sich P und Q in der Form P, + 9S und 
Q) — fS aus, wobei S irgendeine ganze Funktion von z bedeutet. 

Sind f(z) und g(z) teilerfremde ganze Funktionen und U(e 
eime derartige ganze Funktion von 2, dag das Produkt U(z)fle 
durch g(z) ohne Rest teilbar ist, so ist U(#) durch g(z) teilbar. 

Die charakteristische Bedingung daftir, daB zwet ganze 
Funktionen f(z) vom Grad m und g(2) vom Grad n einen ge- 
meinsamen Teiler haben, besteht in der Existenz zweier ganzer 
Funktionen G(2) hdchstens n — 1%" Grades und F(z). hochstens 
m— 1%" Grades von der Beschaffenheit, daB fG + gF = 0 ist. 
Ist G vom Grad n—k und F demnach vom Grad m —k, se 
haben f und g einen gemeinsamen Teiler, der mindestens vom 
Grad k ist. 

‘Sind f,(¢), f2(#),---,f,(2) irgendwelche ganze Funktionen 
von 2, so heift die ganze Funktion niedrigsten Grades, welche 
durch jede der Funktionen fj, fg, ..-, f, ohne Rest teilbar ist,, 
das kleinste gemeinsame Vielfache von f,, fay -+ +5 fre 

Man kann auch ganze rationale Funktionen oder Polynome 
mehrerer Verdnderlichen betrachten. Hierunter versteht man, 
wenn 2, %,-.-, 4, Variable bedeuten, einen Ausdruck, der aus 
einer endlichen Anzahl von Summanden der Form 


ee, Gy os tp My 8g ®. ehh 


besteht; «,, o%,..., a bedeuten ganze positive Zahlen ein- 

schlieBlich der Null, d,c,...c, beliebige Konstanten. Unter dem 

Grad der ganzen Funktion der r Variablen versteht man den 

Maximalwert, den a, +o, -+----+o, bei allen Gliedern mit 
spe 
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Ge,a,...c, 9 annimmt. Die Anzahl der Glieder einer ganzen 
rationalen Funktion n® Grades in r Variablen ist < (so : 
Das Produkt zweier ganzer Funktionen ist wieder eine ganze Funk- 
tion, deren Grad gleich der Summe der Grade der Faktoren ist. 

Eine ganze rationale Funktion von einer oder mehreren 
Verinderlichen heiBt wnzerlegbar oder absolut irreduzibel, wenn 
sie nicht als das Produkt zweier ganzer rationaler Funktionen 
dargestellt werden kann, von denen jede von niedrigerem Grad 
als die urspriingliche Funktion ist. Die einzigen unzerlegbaren 
ganzen Funktionen in einer Verdnderlichen sind die Funktionen 
ersten Grades, hingegen gibt es unzerlegbare Funktionen mehrerer 
Variablen von hiherem als erstem Grad, z. B. ist 2,7 — 2° eine 
unzerlegbare Funktion. 

Wenn eime ganze rationale Funktion der r Variablen 
21> bg, +++» %, im ewei Faktoren zerlegbar ist, die in bezug auf 
die eime Variable, ctwa z,, ganz, in bezug auf die anderen 
Variablen %,, 2g, ...+, 2, wenigstens rational sind, so ist sie auch 
als Produkt zweier Funktionen darstellbar, die nm allen r Variablen 
ganz und rational sind. 

Eine ganze rationale Funktion kann, wenn man von kon- 
stanten Fakioren absieht, nur auf eine Art in ein Produkt un- 
zerlegbarer Faktoren zeriegt werden. 

Uber ganze rationale Funktionen mehrerer Variablen vgl. 
Weber, Algebra 1, 71, Netto, Algebra 2, 1, Méray, Now. 
Ann. de math. (4) 7, 193 (1907). Uber Teilbarkeitsgesetze der 
ganzen rationalen Funktionen bei Zugrundelegung eines Kérpers 
vgl. § 9, wo man auch weitere Literatur findet. 


§ 3. FPundamentalsatz der Algebra. Einfeche und 
mehrfache Wurzeln. 

Hat man eine ganze rationale Funktion g(¢) einer Ver- 
inderlichen z, so kann man jene besonderen Werte voa z auf- 
suchen, die, an die Stelle von ¢ gesetzt, das Polynom g(z) 
identisch zu Null machen. Sie heiBen die Wurzeln oder 
Lisungen der Gleichung g(z) = 0. Der Grad des Polynoms g(z) 
heiBt der Grad der Gleichung. 

Als notwendig und hinreichend, damit eine Grope a, Wurzel 
der Gleichung g(z) = 0 ist, erweist sich die Teilbarkeit von g(z) 
durch z—o, (Descartes, Géométrie (1637), vgl. oben S. 251). 

Fundamentalsatz der Algebra: Jede algebraische Gleichung 
mit beliebigen Koeffizienten hat wenigstens eine Wurzel. Uber 


, c 
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den Fundamentalsatz vgl. oben S. 251, ferner die historisch- 

kritische Studie von G. Loria, Mivista di mat., Bd. 1, Bibl. 
_math., N. F. 5, 99 (1891), 7, 47 (1893), sowie die ein- 
gehende Besprechung der verschiedenen Beweise in dem Artikel 
Les fonctions rationelles‘ (Netto-Le Vavasseur) der Encycel. 
des sc. math. 1, vol. 2, 189. 

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt: Jede ganze 
rationale Funktion g(¢) = age” + aye"-1+---+ a, (a) + 0) 
lat sich im ein Produkt ay(z¢— a,)(¢—o)...(2—a,) eer- 
legen. Die Gripen a,, o,..., «, und auch nur sie allein sind 

die Wurzeln der Gleichung g(z) = 0. 

Die GréBen «,, a,...,«, brauchen nicht simtlich von- 
einander verschieden zu sein; um den Satz aussprechen zu 
kénnen, da eine jede Gleichung m*" Grades soviel Wurzeln 
besitzt, wie ihr Grad angibt, ist der Begriff der mehrfachen 
Wurzeln einzufithren. Tritt unter den GréSen a,, a,..., a, 
die GréBe a, genau r,-fach, a, genau r,-fach usw., a, genau 
r-fach auf und ist 7, +7,+---+7,—=%, so heiBt a, eine 
1,-fache, a, eine r-fache,..., a, eine r,-fache Wurzel der Glei- 
chung g(z) = 0. 

Ist die Grépe « eine r-fache Wurzel der Gleichung g(#) = 0, 
so ist g(z) durch (2—«a)” und keine hihere Potenz von z— « 
als die r-te. ohne Rest teilbar. 

Die Gripe a ist dann und nur dann eine r-fache Wurzel 
von g(z)=0, wenn w die ganze rationale Funktion g(#) samt 
ihren ersten r—1 Abgelciteten, hingegen nicht mehr g)(#) 
annulliert (Huddesche Regel vgl. oben S. 251). 

Die erste Abgeleitete der ganzen Funktion 


lautet 9(2) = Aye” + aes a daa Sie a ge a, 


gf (2) = nage*~! + (m— 1)aye"-? + (n — Q)age™—F +--+ 4 
SY ag aay ec fy 
(Vgl. Differentialrechnung.) Die k’* Abgeleitete einer Funktion 
g(z) ist die erste Abgeleitete der (& — 1)" Abgeleiteten. 
Eine Gleichung g(z)=90 hat dann und nur dann keine 
mehrfachen Wurzeln, wenn die Funktion g(2) und thre erste Ab- 
geleitete g'(z) teilerfremd sind. Ist D,(z) der griBte gemeinsame 
Z) ‘ ; 
Teiler von g(z) und g'(z), so ist a = G,(<) eine ganze Funktion. 
1 . 
Die Gleichung G,(z) = 0 hat nur einfache Wurzeln und wird 
durch stimtliche Wurzeln von g(z) = 0 befriedigt. 
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Der gréBte gemeinsame Teiler der ganzen Funktion D,(¢) 
und ihrer ersten Abgeleiteten D,'(z) sei mit D,,,(z) bezeichnet. 
Man bilde aus D,(z) die Funktion D,(z), dann D,(z) usw. 
Die Gleichung g(z)=0 hat dann und nur dann i-fache, aber 
keine (i + 1)-fachen Wurzeln, wenn D, eine Konstante wird und 
zwar die erste auftretende Konstante ist. Die Gleichung D,(z)=0 
wird nimlich nur durch mindestens (4 + 1)-fache Wurzeln der 
Gleichung g(z) =O befriedigt, und jede tritt in einer um i 
niedrigeren Multiplizitét als bei der Gleichung g(z) = O auf. 

Bildet man die ganzen, nur schcinbar gebrochenen Funktionen 

9 (2) D,(@) D,(2) 

Da G,(2), Tare G, (2), Fine Wes GHA); 9-35 
so haben stimtliche Gleichungen G,(z) =0, G,(z)=0, G,(z) =0,... 


nur einfache Wurzeln und keine anderen Wurzeln als solche der 
Gleichung g(z) =0, und zwar wird G,(¢)=0 durch alle Wurzeln 
der Gleichung g(z) =O erfillt, Gy(z) = 0 durch alle mindestens _ 


eweifachen, G,(z) = 0 durch alle mindestens dreifachen usw. 

Hat eine Gleichung g(z)=0 mit reellen Koeffizienten die 
imagindre GriBe « +48 zur r-fachen Wurzel, so ist auch die 
konjugiert imagindre GriéfBe «—itB eine r-fache Wurzel der 
Gleichung g(z) = 0. 


§ 4. Partialbruchzerlegung einer gebrochenen rationalen 
Funktion. 


Jede nicht echt gebrochene Funktion — 1aBt sich als 


Summe einer ganzen Funktion G,(z) und einer echt gebrochenen 
Funktion ae darstellen (vgl. S. 258). 
Ist aa echt gebrochen, also R(z) eine ganze Funktion 


miedrigeren Grades als g(z), wnd hat g(z) die Form 
g(2) = (@ — a) (2 — a)... (2 — &)’e, 


80 daB oy, O%,..., & beZw. Ty-, 79, ..., T-fache Wurzelm von 
g(#) = 0 bedeuten, so wird 


Re) =, A, A, Ar, 
90) Goan Gone eee 


Bi B, Br, 
@may t Gay tT ame + 
K. Ky K,, 


\ 
a 


BA 
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Beba wind Ay Ay, Oo Ae) Biy By ss; Boy Kgs Ky, 20) Ke 


_ eindeutig bestimmte Konstanten. Die Grépen A werden durch 


_ die folgenden Rekursionsformeln gefunden, bei denen die in 


Klammern stehenden oberen Indices Abgeleitete bedeuten Wet 


__ Differentialrechnung): 


A, x oe ey) = R(a,) : 
x ay gt(o,)  R’(a,) 
ay aE 4, (r+ Dre 1 = 
gr) (ew) gata) goit2)(a,) B(x) 
As erla oes Ai Gra Te 


27, + DI ae 


Da oa, eime r,-fache Wurzel von oO =0 ist, wird 
g(e,) + 0.  Analoge Formeln gelten fiir die Gripen B,, 
B,,..., B,, usw. Eine derartige Zerlegung bezeichnet man als 
eine Teslepnng einer gebrochenen rationalen Funktion in Partial- 
briiche; sie ist fir die Integralrechnung besonders wichtig. 


- Leibniz und Johann Bernoulli haben sich bereits 1702: und 


1703 mit ibr zuerst fir r; =r, =---—r,—1, dann fir_be- 
liebige 1,, 7.,..-, 7, beschiftigt (vgl. M. Cantors Vorl. dber 
Geschichte der Math. 3, 272). 


Fir 7, =7rg='+:=7,=1 erhalt man die einfachen 
R(a,) __ £@;) _ RO). 4, 
Formeln A, = ‘ a) BE la)? eres Hieraus er- 


gibt sich die sogenannte Lagrang ae Interpolationsformel (La - 
grange, Lecons élémentaires (1795), luvres 7, 285, frither bei 
Waring, Phil. Trans. 69 (1779), vgl. Bhtanmand, Bibl. math. 
(3) 2, 95 (1901)): Hine ganze rationale Runkien R(z), die 
hochstens vom Grad k —1 ist und fir die k untereinander ver- 
schiedenen Werte o,, d,..., %, die k vorgegebenen Werte u,—R(a,), 
Uy == R(ag),.. «5% = R(a,) annimmt, hat den Wert: 

at 9() 9() es g (2) 
R@) =e a) 9@) ! @@—a)7@) 1 + Gage 
hierbei ist 
(2) = (¢ — 4 )(2 — 4) --- (@ — 4%), 
9' (a) = («, — 01) (% — ds) +°+ (a, — 0,4) (0, = O41) °° (a, — a) 

(i= 1,2... 4). 


Es gibt nur eine solche Funktion R(2). 
In innigstem Zusammenhang mit der Lagrangeschen 
Interpolationsformel stehen die Eulerschen Formeln (Euler, 
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Institutiones calculi integralis (1769) vol. 2, § 1169 und 1170): iF 
Hat die Gleichung g(z)=9 lauter verschiedene Wurzeln «,, 
We 5 ode C0 s 50" SPs 


x 
a,” “,™ a,J0 0 J 
ST Pee = Chae is) > (m = 0, 1, oe ee n—2, 
Wa) ge) Tb gey pe 
oa, 7-1 a,2-1 a 2 if 
rile RF Le ic RE, _ nN 


9%) * g(a) G(%)~— 90’ 
wenn g, der Koeffizient der héchsten Potenz von z in g(z) ist. 
Hieraus folgt: Fiir jede ganze rationale Funktion R(z), deren 
Grad um wenigstens zwei Einheiten niedriger als der von g(2) 
ist, besteht, wenn g(z)=O0 lauter verschiedene Wurzeln ay, 
O,-.-,%, besitzt, die Gleichung: 
Rw) , Ble)» Rla,) _ 


ga) ge) mae 


' 


Sind 9,(z), 92(2),+-+59,(2) ganze Funktionen von z, von 
denen je zwei relativ prim sind, ist ae eine echt gebrochene 
Funktion und g(z) = g,(2)"9.(2)2...9, (2, so besteht die 
Gleichung: 


URN AS ie ea tee 
9%) g,(a)™ 13 g,(2)—* eee ne" 
B, 2 B, 5 pens B;, 
g2(2)"* - ga(2)"~? es 9: (2) “ 
de ie Se ee, 
92) — gylz)"&—* aes ae 9x @)’ 


hierbei sind A,, A,,..., A,, eindeutig bestimmte ganze Funktiones, 
von z, deren Grad niedriger als g,(z) ist, By, By,...., B,, ein- 
deutig bestimmte ganze Funktionen von z, deren Grad niedriger 
als g,(z) ist, usw., schlieBlich K,, Ky, ..., K,, eindeutig bestimmte 
ganze Funktionen, deren Grad niedriger als g,(z) ist. 

Der erste Satz dieses Paragraphen ist nur ein Spezialfall 
der zuletzt angegebenen Formel. Ferner ergibt sich aus ihr: 
Ist g(z) = (a2? + bz+c)%9,(z) und sind g,(z) und az*+be+e 
relativ prim, so hat man, wenn R(2) von niedrigerem Grad als 
g(z) ist, die Zerlegung: 


/ 
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1G Sgr Wie Sip A,ze+ B, 
g@)  (ae®-+bator * Get fbzport t+ 

Arz+ B,, F(Z) 4 

aginst et ah 


_hierbei ist F(z) von niedrigerem Grad als g,(z), die Grépen 
A und B bedeuten Konstante. 

Jede ganze Funktion g(z) mit reellen Koeffizienten léBt sich 
im em Produkt von reellen Faktoren ersten Grades ¢—a und 
eweiten Grades az*+bz-+c zerlegen. Hieraus folgt auf Grund 
_ des voraufgegangenen Satzes: Haben in der echt gebrochenen 


Funktion Hi die ae Funktionen R(z) und g(z) reelle 


oe so lapt sich —— als eine Summe elementarer Briiche 


der Form — (Pes a und Pie darstellen, wobei A, B, C, 


«, a, b, ¢ lauter réelle Gripen sind. Diese Zerlegung ist fiir 
die Integralrechnung wichtig. ‘ 


§ 5. Symmetrische Funktionen der Gleichungswurzeln. 
5 Hat man die Gleichung ajz” + a,2"~1+---+ a, =0 mit 
den n Wurzeln cy, W,.+-, %,, $0 adriicken sich die symmetrischen 
Grundfunktionen der Wurzeln durch die Gleiwhungskoeffizienten 
in der Form aus (vgl. fiir das Folgende S. 219): 


B= uj tae te fa—— 3, 
7, a, 
S, = Sa, 0 = anaes 
0 

as 
Sy = Da, 005 = notes) 
0 

; a 
S, = %- Gg... 4, = (— re 


 (Vieta (1615), Girard (1629), vgl. S. 250.) 
Jede ganze symmetrische Funktion “der Gleichungswurzeln 
&1, @,..-,0, mit ganzzahligen Koeffizienten ist auf eme und 
‘auch nur auf eine Weise als ganze ganzzahlige Funktion der 
a, 


Quotienten me coe a8 darstellbar. Jede typische symmetri- 


sche Funktion (ie, Vers a v,) (vgl. 8. 218) der Gleichungs- 
wurzeln o,, O,..-,6, wird durch Multiplikation mit a9", je- 
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doch keiner niedrigeren als der v,*" Potenz von dy, eine ganze 
homogene Funktion der Gréfen ay, a,,..-,4,, also eime Summe 
von Gliedern der Form’ ap’a,1a,"2...a,'n, mit ganzzahligen 
Zahlenkoeffizienten vom Grad v1; es ist also dy +4, ++: +A =Yy 
(Folge des Waringschen Resultates auf S. 219, vgl. Sylvester, 
Coll. math. papers 1, 595). 

Hat man ein Glied Zj,i,...1,4'°y"1Q"?... a4’, wobei 
Zi, i;...d, einen bloBen Zahlenkoeffizienten bedeutet, so bezeichnet 
man 4, + 24, + 34, +--:+ 4, als das Gewicht des Gliedes. 
Hat man eine Funktion, die aus einer Summe von Gliedern der 
Form Z;,2,...dn% "Ae"... a,’n besteht, und haben alle Glie- 
der das namliche Gewicht 4,-+ 24, +34, +---+n4,, so 
heiBt der Ausdruck isobar. 

Jede typische symmetrische Funktion (v1, vg,-.-)V,) der 
Gleichungswurzeln ist nach Multiplikation mit a) als ganze 
homogene isobare Funktion der Gleichungskoeffizienten a), 4,, 
Gz, -++5 A, vom Gewicht v, + v2 +---+4, ausdrickbar (Cayley, 
Coll. math. papers 2, 418). 

Die ganzen Palen s, = (v, 0, 0,..., 0) = a” + a” + 
+--+ a,” der Gleichungswurzeln lassen sich in rekurrenter 
Weise durch die Gleichungskoeffizienten mittelst der Newtonschen- 
Formeln (Newton, Arithmetica universalis (1 707)) bestimmen: 


as, + a, = 0, 
ApSg + 4,5, + 2a, = 0, 
40$s a “153 3 4351 + Se) = 0, 


dpa ae, eae nie + na, =0, 
Bo Snpe tT USp4poa F WeSy4p—g F°* + a,8, =O (= 01,2..). 
Eine explizite Darstellung der Potenzsummen s, geben 
die Waringschen Formeln (vgl. 8. 219, vorletzte Zeile): 
(4, +a, tere an — x (- a)" ; (- a)" z (- an)", 
DI 


IRIAN ator! Ay Ay A 


s,= 


das Summenzeichen ist iiber alle ganzen positiven Zahlen ein- 
sot epiich O zu erstrecken, die der Gleichung 4, + 24,+ 34, + 
+:--+ni1, =v gentigen. 

‘Die Gleichungskoeffizienten driicken sich durch die Potenz- 
summen $s in der Form: 


(—1htate- thy ig ya (e\ta — /8\dy 
a, = Sa a es Ae) +) 
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aus; hierbei ist das Summenzeichen ther alle ganzen positiven 
Zablen einschlieBlich O zu erstrecken, die der Gleichung 


A, + 24, + 84g +--- + vd =v 


geniigen. 
In Determinantenform erhiilt man: 
ee Set Oa sO Oi 
si ic ee ee 
(— 1)" (v!)a, = 45] : es 
Seep eee ee Ogg oy Va 
Sob 20 Se phan Sgt 8, 


In Verallgemeinerung der Potenzsummen ‘Ss, kann man die 
symmetrische Funktion 


© P(%4) = (a) + (0) +++ + 9(a,) 
betrachten, wobei g(z) irgendeine ganze rationale Funktion 
von z bedeutet und a,, o,,...,0, die Wurzeln der vorgelegten 
 Gleichung f(z) =0 des nm" Grades sind. Sip(a,) ist der 


Koeffizient von z~* bei der Entwicklung FO 92) nach fallenden 


Potenzen von 2, wobei f’() die erste Abgeleitete von f(¢) ist. 
(Cauchy, Exercices de math. 1 (1826), Ciuvres (2) 6, 401.) 
Wie F29(2) eine erzeugende Funktion fir die symmetrische 
Funktion SJp(e,) ist, haben Borchardt, Monatsb. d. Berl. 
Akad. (1855), 165, Ges. Werke, Berlin 1888, S. 99 und 
Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. (1880), 936 die typischen 
symmetrischen Funktionen der Gleichungswurzeln als Entwick- 
lungskoeffizienten einer erzeugenden Funktion dargestellt. 

Die symmetrischen Funktionen gentigen gewissen partiellen 
Differentialgleichungen; vgl. Faa di Bruno, Bindre Formen, 
Leipzig 1881, S. 18, Netto, Algebra 1, 133. 

Tabellen, welche alle symmetrischen Funktionen der Wurzeln 
bis zum zehnten Grade fiir eine beliebige algebraische Gleichung 
enthalten, findet man bereits in Meyer Hirschs Sammlung von 
Beispielen, Formeln u. Aufgaben aus der Luchstabenrechnung uw. 
Algebra (1804), des weiteren bei Cayley, Coll. math. papers 2, 
417 (ebenda in den Notes, S. 602 zahlreiche Literatur), Fad 
di Bruno, Bindre Formen, 8.302, Kostka, Math.-Ver. 16. 429 
(1907). 3 


268 Kapitel IV. Algebraische Gleichungen. 


§ 6. Resultante und Diskriminante. 
Zwei Gleichungen: 
f (2) = aye™ + aye™-* 4+ agz™-* + --- +4, =0, 

9(2) = boe™ + B,e"—1 + Bys™-? +--- +0, =0 
haben dann und nur dann wenigstens eine gemeinsame Wurzel, 
wenn -eine gewisse ganze rationale Funktion der. Koeffizienten, 
welche die Resultante der zwei Gleichungen heiBt, verschwindet. 
Da die charakteristische Bedingung fiir das Vorhandensein einer — 
gemeinsamen Wurzel von f(z) = 0 und g(z)=0 die Existenz 
eines gemeinsamen Teilers von f(z) und g(z) ist, kann man 
auch sagen: Das Verschwinden der Resultante ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, dap f(z) und g(z) einen ge-. 
meinsamen Teiter besitzen. Auf Grund der letzten Aussage 
kann man die Resultante auch ohne Voraussetzung der Wurzel- 
existenz definieren und beim Beweise des Fundamentalsatzes der 
Algebra verwerten. Vgl. den GauB-Gordanschen Beweis des — 
Fundamentalsatzes der Algebra (GauB, Zweiter Beweis des 
Fundamentalsatzes, Gordan, Math. Ann. 10, 572 (1876), Vorl. 
_ tiber Invariantentheorie, 1, 166). 

Die Resultante Ry, 1aBt sich aus einem System von m+n 
linearen homogenen Gleichungen als Determinante (m + 7)*" 
Grades finden, namlich 


4% Aas - By 0 O 22550 
10 Ng Gyn HO Bee Ole Oe 
LOO Fiilg . Sy Ogee a: Gade (Gane Oe _ ewellen 
ee ; 
18053. POG set aoe Beet Gi. 
1g bby Pegs 0 
oe d, 0 0 
=e : m Zeilen 
0.0 “Ooi? Sapa wranence es outro maer b,, 


Die fraglichen linearen Gleichungen ergeben sich : 
a) durch das Verfahren von Euler (Introductio in analysin 
infinitorum, Lausanne 1748, t. 2, Cap. 19, p. 265), das tibrigens 
schon auf Leibniz (Ges. Werke, herausg. von Pertz, 3. Folge: 
Math., herausg. von Gerhardt, Halle 1863, Bd. 7, S. 6) 
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zurtickgeht. Man stellt die Bedingung dafiir auf, daB zwei 
ganze Funktionen F(z) und G(z) vom Grade < m— 1 bezw. 
<n—1 existieren und fG + 9F identisch verschwindet (vgl. 
S$. 259). Hine Transposition der sich ergebenden linearen homo- 
genen Gleichungen fiihrt zu dem linearen homogenen System mit 
der Determinante #, ; 

b) durch die von Pitas sogenannte didlytische Methode. 


Diese eliminiert 1, z, 2’, . gutm— * aus den Gleichungen 
F(Z). = 0, afte) = 0, /()- a #0) vay Se fey = 0,1) 9(2) = 0; 
#g(2) = 0, lg (¢ Z) = 0 (Sylvester, Phil. Mag. 16, 


(1840), Canty. “Math. Journ. 2 (1841), Coll. math. papers 1, 54, 
61, vgl. die Wiirdigung Sylvesters durch Noether, Math. 
Ann. 50, 136 (1898)). 

Die Resultante R,, ist eine ganze rationale Funktion 

n’” Grades der Koeffiz sie Age Ores, Gundam" Grades 
von by, b,, by,...,6,; sie ist als Funktion der sdimtlichen 
GroBen- A, Ay, --+54n, Og, b,,-.., 0, unzerlegbar und ferner 
—asobar vom Gewicht mn. Ry, ist linear und homogen aus f und 
g komponierbar, also R,, =fP+9Q, wobder P und Q ganze 
Funktionen sind. 

Die Unzerlegbarkeit und die Fdahigkeit der linearen homo- 
genen Komposition aus f und g sind RUINS AE Higen- 
schaften der Resultante (vgl. S. 273). 

Fir die Vertauschung von f und g gilt: 


Ry, = (= I" Ryy 
Die Resultante lift sich auch als symmetrische Funktion 
der Gleichungswurzeln auffassen (sogenannte erste Eulersche 
Methode, Euler, Histowe de Vacad. de Berlin, année 1748, 
234, Cramer, Introduction a Vanalyse des lignes courbes, Genf 
1750, 660). Es ist: | 
ae a9 (0%) 9 (09) »- + 9(% mn)» 
= (— 1)" - OY 7(B,) (Bs) - - - FB a)» 
BY = agby (i B;) (a, cmt) aoe (Axe ay a 
(a3 — By) (a — Be) .. «(a — B,). 


s Cz sr By) (mn aS By) seers (in as Bn)5 
hierbei sind a, a,,...,,, die Wurzeln der Gleichung f(¢) = 0 
und £,, By,..-, 8, diejenigen von g(z) = 0. 
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Die zwei ganzen Funktionen f(z) und g(z) haben dann und 
nur dann emen grépten gemeinsamen Teiler, der genau vom 
k*" Grade ist, wenn R,,, Ry, Ry,..., Ry_y verschwinden, hin- 
gegen R, von Null verschieden ist. R, entsteht aus Ry, indem 
man die 9 letzten Zeilen der a, die 9 letzten Zeilen der b und 
die 23 letzten Kolonnen streicht (vgl. Faa di Bruno, Bindre 
Formen, Leipzig 1881, 8. 57, Scheibner, Leipz. Ber. (1888), 3, 
Noether, Liiroth in den Sitzungsb. d. physik.-med. Societét in 
_ Erlangen (1895), Liiroth, Ztschr. f. Math. u. Phys. 40, 247 
(1895), Heffter, Math. Ann. 54, 541 (1901)). 

Fir m=7n kann R,, in eine Determinante m**" Grades 
zusammengezogen werden, namlich: 


m(m +1) 
Ras 1) 2 Ress (i,k =0,1,2,...,.m—1). 


Zu dieser sogen. Bézoutschen Determinanie | c,,| gelangt man 
durch das abgekiirzte Verfahren von Bézout (Mem. Acad. de 
Paris (1764), Jacobi, Journ. f. Math. 15, 101 (1836), Ges. 
Werke 3, 295, Cauchy, Evwercices d’analyse (1840), abgedruckt 
Nouvelles Annales (2) 15, 385 (1876)). Aus f=ayz"-+ 
a2" +++. ta-und g = bye™ +b,2%-14---+8, bilde 
man sich 
bo f— a9 = 0, 
(02 + bi) f — (age + a,)9 = 0, 
(bye? + b,z + bg) f — (aye? + a,2 + as)9 = 0, 


(bye 14 Bem 8 poe bn—1) f£—(ag2e™- 1+ a,e"™—*4.. <r On—1)9=0. 


Die erhaltenen Gleichungen: 


Cg2"—* + ee"? + +--+ 6,,.,=0 (f= 0,1,2,...4m—1) 
sind sémtlich vom Grade m — 1; durch Elimination yon 1, gz, 
z*,...,2™—* erhalt man die Determinante | ¢,,| (,4=0,1,2,....m—1). 


Bie ist symmetrisch, und es ist 


C99 = Gs 44,0) teas diseo + 4st 
Ca = 94350 F ds 424 ah Gi 41.95 wiley Cp ony = ngs 
wobei d,, = a,b, — a,b, ist. e 
Die GréBen c,, ergeben sich nach Cayley (Journ. f. Math. — 
53, 366 (1857), Coll. math. papers 4, 38) als Entwicklungs- — 
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koeffizienten der scheinbar gebrochenen Funktion f@)9(y) — 9) FY) 


ie, 
nach ganzen positiven Potenzen von x und y. Es ist 
=m—-1 k=m-t 


Cog fy) 9@) -3 Ps amb lym—t—1 


Der gefundenen ganzen rationalen Funktion kann man mit. 
Sylvester (Phil. Transact. (1853), Coll. math. papers 1, 430 


t=m—1 k=m—-1 


u. 545) die quadratische Form > 2 Giatity der m Variablen 
= 


*=0 
ty, t,--<,t,_ 1 zuordnen; diese heiBt die Bevoutianle von f und g. 
“Notwendig und cake Shon damit f und g einen gréBten 
gemeinsamen Divisor genau vom k*" Grade haben, ist das Ver- 
schwinden der Determinanten 


DoE 0611 ++ Cmoiima1» DL 90211 ++» Cm—am—a9-- 
Dt 90%11 > + - Ome m—2 
hingegen mu8 3) + C99¢11-++ m—p—1,m-%-1 VOn Null, ver- 


schieden sein. Die Bézoutiante von f und g hat dann genau 
den Rang m —k. 

Die voraufgehenden Betrachtungen lassen sich auch auf 
m >n ausdehnen. Ist 


f(z) = aye” + ay2™-*+---+a,, g(2) = doe" + b,2"7-1 +--+, 
so gehe man zunachst von f(z) und 

G(2)=Boe" + Bye + By ett dye +d 4 +O, 
aus und setze dann By= B, =---=8B,_,-,=0. Man 


eS p= 
erhilt Ry, =(— 1B bas a —|¢,| G#=0,1,...m=9). 


Der Fall, daB f und g verschiedene Grade haben, la8t sich 
auch durch Betrachtung von f(2)=0 und 2”~” a(2) =0 auf 
den Fall gleichen Grades zuriickfihren. Die erhaltene Resul- 
tante ist durch a™—” zu dividieren, um die wahre Resultante 
R,, za finden. 

Will man im Fall m>n i der Resultantenbildung keine 
fremden Faktoren einfiihren, sondern die wahre Resultante R,, 


erhalten, so hat man aus fen zwei Funktionen 
f(@) = aye” + yet bo ay 
und g(2) = boo" + B71 +--- +, 
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die m Gleichungen zu bilden: f9,_,—9fmn_, =O G=m2-he-nd) 
wobei p= aoe t+azi-1+-+-+a, t=m-n, m—thin. we 
9, = boa + beh t+ -+ 5, (¢=0,1,2,..., »—1) 


ist. Fir m= gehen sie in die friheren iiber. Fir m>n 
fiige man noch g(z)=0, eg(e)=0,..., e"-"—19(e) =0 
hinzu. Man hat dann im ganzen m Gleichingen: von denen 
jede héchstens vom Grade m—1 ist und aus denen man 1, 4, 
z*,..., #"—1 eliminieren kann. Diese Behandlung des Falles 
m > mn nach der Methode von Bézout, bei der die Determinante 
jedoch nicht wie im Fall m=” symmetrisch ausfallt, geht auf 
Rosenhain, Journ. f. Math. 28, 269 (1844) (Gleichungen 81 
a.a. 0.) zuriick. ine eingehende Darstellung bei H. Weber, 
Algebra 1, 179. 

Sowohl die Resultante als auch die im folgenden zu be- 
sprechende Diskriminante gentigen gewissen partiellen Dijferential- 
gleichungen, die Brioschi (Journ. f. Math. 58, 372 (1857)) 
aufgestellt hat. Wgl. die eingehende Behandlung von Noether 
in Faa di Bruno, Bindre Formen, Leipzig 1881, 8. 275. Die 
Literatur iiber Resultanten findet man bei Pascal, Determi- 
nanten, Leipzig 1900, S. 206, sowie bei E. Netto, Enzyklopddie 
d. math. Wiss. 1, 245 (franzdsische Bearbeitung von Le Vavas- 
seur, Encycl. des sc. math. 1, vol. 2, p. 73 ff.). Vgl. auch das 
Kapitel iiber Invariantentheorie. 

Die Untersuchung der Resultante zweier ganzer Funktionen 
f(z) und g(z) je einer Variablen ist fir das folgende allgemeinste 
Problem aus der Theorie der algebraischen Gleichungen grund- 
legend: 


Gegeben seien r ganze Funktionen f, (2, @,-. +» ‘oa 
far) fas - 21 Spr - a Fs Mey + <2 Sp) der p Variablen Ziy 
fay +0 By Man soll entscheiden, ob es Werte 2,, 2, .. +, &% 


gibt, die gleichzeitig alle Gleichungen f,(%, %,-- lp) = 0, 
fo (24> 205 «+ +> %p) = 0;- 0 05 Flys Sar. > Bp) =O befriedigen, und 
man soll, wenn es solche Werte gibt, diese bestimmen. Die Er- 
ledigung dieses Problems erfordert auSer rationalen Operationen 
bloB die Behandlung von Gleichungen mit nur einer ee 
kannten; es ist also auf den Fall p = 1 reduzierbar. 

Sind die r Gleichungen = 9, i=; f= 0. mite 
einander . vertriglich, so heiBt ein Wertsystem, ‘das allen Glei- 
chungen gleichzeitig gentigt, eine Wurzel oder eine Lésung des 
Gleichungssystems. 
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Satz von Kronetkér (Festschrift, Journ. f. Math. 92, 36 
(1882), Ges.Werke 2 , 280): Der Gesamtinhalt eines beliebigen Si ystems 
von Gleichungen f; (a, gs - ++» By) = 0, fy (ey, Mg,» - +) 2) =O, 
sy A Cee eee Lp) 50 hank volltindig durch ein Se 
stem von hichsiens p +1 Gleichungen "1 (4, fg, +++) By) = 0, 
WsF1 2 %s) ~~) %) — 0) Gy 41 (hy 4 - ++, &) = 0 ersetet wer- 
den, so dap Gone Lésung des f-Systems eime usclohe des -Systems 
ist und umgekehrt. Fir das Resultat, daB unter Umstinden tat- 
sichlich p+ 1 Gleichungen Edorderien sind, vgl. das von 
Vahlen, Journ. f. Math. 108, 346 (1891) gegebene Beispiel 
einer algebraischen Raumkurve unseres R,, die nur als Durch- 
schnitt von vier Flichen darstellbar ist. 


Hat man p+ 1 allgemeine Gleichungen 


Pr (44> ay ++ +9 2) = 0, Pe(Zpy %ay- + +) Mp) = Oye oy 
Pp si (yy %2) «+ +> Hp) =O 


von den Graden m,, m,,..., m,,, mit Koeffizienten a, so gibt 
es eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten a, die sog. 
Resultante R(a) des Gleichungssystems, die bis auf einen nume- 
rischen Faktor durch folgende zwei Eigenschaften eindeutig be- 
stimimt ist: erstens R(a) ist eine ganze rationale unzerlegbare Form 
der a, zweitens R(a) komponiert sich linear und homogen aus 


Pir Por -- > Posi also R(a) = Pip, + Pope + °: steak pt+iPp+i? 


wobei P,, P,,..-, P,,,; ganze Funktionen von 2, %,..., & 
sind. Die Resultante R(a) enthalt das Glied al cs ee Oe a 
M : 
wobei M, = wie @=1,2,...9+1), M=mm,...m,,, und a, 
((=1,2,...,p) der Koeffizient von 27% in ,(2,, %)++-) %p)y @p 44, pot 
das konstante Glied -in pias Eq ctoy ep) ate “legt man dem 
Glied afoay .. an ee 41 den Koeffizienten +1 tee so ist die 


Resultante 2(a@) eindeutig bestimmt. 
Die Resultante R(a) ist eine homogene Funktion M *" Grades 
der Koeffizientenreihe a von y,, also eine homoge Funktion 


t=pt+l 

( DA a) Grades aller Koeffizienten a. Die R sultante R(a) 
t=1 

ist eine isobare Funktion des Gewichtes M, dabei ist als Ge- 

wicht eines jeden Koeffizienten a aus g, die Zahl m,—s zu 


nehmen, wobei s die Summe aller Exponenten von ¢,, 4, ..-; % 
bedeutet, mit denen das betreffende a in der Funktion y, multi- 
pliziert ist. 


Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl 18 


Reh Bee ye <a vk. _ wv 


af 
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Aus dem Theorem iiber das Gewicht ergibt sich der Sate — 
von Bézout (Théorie des équations algébriques, Paris 1779): 
Sind p +1 allgemeine Gleichungen 9, (2, &)++-)%p41) = 9, 
Pa (21) 2a 9+ ++) p41) = 00+ + Ppa Fay “ar 9% p41) =O mit p+1 
Unbekamnten von den Graden m, bezw. my,..., My +1 gegeben, 
so haben sie m,-m,---m,,, Lésungen. 

Als Literatur iiber die hier nur kurz angeschnittenen 
Fragen vgl.: Kronecker, Festschrift, Journ. f. Math. 92, 1 
(1882), Ges. Werke 2, 237, Mertens, Sitzwngsb. der Wiener 
Akad. 98, Abt. 2, 527 (1886), 108, Abt. 2a, 1173 u. 1344 
(1899), Macaulay, Proc. Lond. M. 8. 35, 3 (1903), Netto, 
Algebra 2, 1-—203, sowie besonders Julius Kénig, Einleitung 
im die allgemeine Theorie der algebraischen Grofen, Leipzig 1903. 


: Bildet man von einer ganzen Funktion 
fle) = aye” + aye"-2 4-0 fay 
und ‘ihrer ersten Abgeleiteten & 
f (2) = mage™—* + (m — 1)aye™"*+---+4,_, 
die Resultante 


Ma ay a 0 0 
(0) a a a a 

0 1 m—1 ‘m tk Ze 

R pal(0 0 OR a ae wrer'ecewnadeteh eaclate a,, 
Tf! ; 
May (m—1)a, (m—2)a,...a,_, 0 est 
O may (m1 )a,. 2o9a oa : . 
m Zeilen, 
ORO OR ia eee aks eR Ree On —4 
m(m—1) 


so ist diese c¥enbar durch ay teilbar. D—=-—(—1) ? Ry, 
heiBt nach Sylvester (Phil. Mag. 2 (1851), 406, Coll. math, 
papers 1, 280) die Diskriminante der algebraischen Gleichung 
f(z) = 0. GauB (Ges. Werke 3, 38) wendet hierfiir die Be- 
zeichnung ,,Determinante von f(z)“ an. 

Hat f(z) = 0 die m Wurzeln 0, a%,..., %,, 80 ist: 


eee Preeetigegiinntecund Diskriminante, 215 
“mtn=1) 
D=(—1) 7? a™—* f(a) f(a)... - fF’ Gn) 
il 1 easel 2 
Oy > an 
D= aye? ort os or 
Be feet 


= a5" FA(a,, 09). - «; Onn) 
wobei A(o,, a ,.-., %,) das Differenzenprodukt der Gleichungs- 
-wurzeln bedeutet (vgl. S. 68 unten und 69 oben). 
Setzt, man s,= af + aj +---+ a", ist also s, die Summe 
der v" Potenzen der Gleichungswurzeln, so wird D durch eine 
-rekurrierende Determinante (vgl. S. 67) gegeben: 


m—1 
s 54 So Sim 
Tp) i ee So Ss Sm+1 
2 Sm—1 Sm+-+ S3m—2 


Die Diskriminante D ist eine ganze homogene Funktion der 
Gleichungskoeffizienten ay, Q,,..+,A, vom Grade 2m— 2; sie 
ast eine unzgerlegbare Funktion der Koeffizienten, und ferner ist 
sie in ihnen isobar vom Gewicht m(m— 19. Das Verschwinden: 
der Diskriminante ist die notwendige und hinreichende Bedingung' 
dafiir, dag die Gleichung f(z) = 0 wenigstens zwei gleiche Wurzeln 
besitet. 

Sei D, die rekurrierende Determinante: 


Sy_1 Sy +++ Say—s | 
so gilt folgender Satz: Die Gleichwng f(z) = 0 hat dann und 
18* 
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nur dann genau k untereinander verschiedene Wurzcln, wenn de 


Determinanten Deis; Drsas- s+) Dn = ras) verschwimden, 


hingegen D, von Null verschieden ist. (Borchardt, Journ. de 
math. 12 (1847), Ges. Werke, Berlin 1888, 8. 24, L. Baur, 
Math. Ann. 50, 241 (1898).) 

Bei einer Gleichung mit reellen Koeffizienten ohne mehr- 
fache Wurzeln besitzt die Diskriminante positives oder negatives 
Vorzeichen, je nachdem die Gleichung eine gerade oder ungerade 
Anzahl yon Paaren konjugiert imaginirer Wurzeln hat. (A. Brill, 
Math. Ann. 12, 87 (1877).) 

Deutet man bei einer Gleichung mit reellen Koeffizienten 
Mg, 4,,++ +, 4, diese als homogene Koordinaten im #,,, so heibt 
D(a, 4,5. +5 %m) = 0 die Diskriminantenfliche. Der Name 
stammt von Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. (1878), 
120, Ges. Werke 2, 68. Vgl. ferner Hilbert, Math. Ann. 30, 
437 (1887). 

Ebenso wie die Resultante ist auch die Diskriminante auf 
Gleichungssysteme erweitert worden. Vgl. die bei der Resultante 
von Gleichungssystemen zitierte Literatur auf 8. 274. 


* 


$7. Transformation einer Gleichung. Tschirnhausen- 
transformation. Mit der Tschirnhausentransformation zu- 
sammenhangende Normalformen. Funktionen mehrerer 
Wurzeln. Gleichung der quadrierten Wurzeldifferenzen. 


Ersetzt man in der Gleichung 
f(#) = age" + ay2"-1 + age”—? +---+a,=0 


mit den Wurzeln o,; o,..., a, die GréBe zg durch ¢+h, 80 
hat die neue Gleichung mn‘ Grades in f: 


” (n) h t?—1 (n—1) h 
ce + ee ae eC ae 


die  Wurzeln a, —h, w—h,...,a,—h. Hierbei bedeutet 

f(h) die i Abgeleitete von f(h) = agh" + a,h"-1+---+4,. 
Wahlt man fiir h eimen derartigen Wert, daB 

fe @) 

(m—1)! 


= NAh + a, 


verschwindet, also h = st, so fehlt der Gleichung in t thr ~ 
0 
eweites Glied. 


ag Tschirnhausentransformation. OT. 


Die Transformation t= 2—h ist nur ein Spezialfall der 
sog. Tschirnhausentransformation (vgl. S. 252). Unter dieser 
versteht man folgendes: ¢ sei eine ganze rationale Funktion von 2: 
C= G2) — Py Pye Pee tt ye" 

Man soll die Gleichung in t aufstellen, welche die Wurzeln 
t = p(a%), fe = plo), ..-, t, = p(a,) desitet, wenn f(z) = 
Age” + aye"-2-+-+-+ a4, =0 die Wurzeln o,, o,..., 0, hat.) 
Die GroBew t, = y(«,;) @=1,%-.5~ gentigen der Gleichung 
P(t) —(t{—4)(¢— 4)... — 4) = 

— {” + Fe ta + Gat + en ee — q, = O. 


Die GréBen gq; (=1,2,..,») sind ganze homogene Funktionen 


a*™ Grades von py, ~1,---;P,—-1, deren Koeffizienten ganze 
: a, 7 o, dnl : : 
Funktionen von +, ~,...,—* sind. Die Gleichung ®(t) = 0 
g Cea, Uy 


heiBt eine Zschirnhausenresolvente von f(z)=0. Man kann 
%, G2» +--) J, auf folgende Weise finden: Man bilde sich durch 
sukzessive Potenzierung die Gleichungskette: 


t= py + Pye + per te+- +p, ye}, 
t? = Py +My, 2 + p, 2” ASR ws otis waters 
B= po’ + p,"2 + py" 22 —... + pe, 


t” = pend + p-Dg sa ss eae Ze sate See + po ess 


wobei die hdheren als m*™ Potenzen von zg mit Hilfe der 
Gleichung f(z)=0 beseitigt sind. Setzt man 6,= ti +f)+----+¢4 
und s,=o1*+ of +--+ a4, so ist: 


FA erg et tC Oi a a 


(Se eRe oasOh 


Aus den Potenzsummen o,, 6),...,6, lassen sich die Koeffi- 


zienten q,, %g)-++ 7, der Gleichung ®(t) =: 0 bestimmen. (Vel. 
8. 266.) Die Gleichung (/) = 0 ist das Eliminationsresultat 
von ¢ aus f(z)=0O und ¢—p(z)=0. Sind 4, &,...,6, 


1) Die Aufstellung einer Gleichung fiir p(«,), wobei p(«,) voraus- 
setzungsgemif eine ganze rationale Funktion von «,, die héchstens 
vom Grade m — 1 ist, bedeutet, involviert keine Beschrinkung; denn 
man kann jede ganze oder gebrochene rationale Funktion einer 
Wurzel «, der Gleichung f(z)=0 in eine ganze rationale Funktion 
von a, verwandeln, die héchstens vom Grade  — 1 ist. 
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untereinander verschieden, so ergeben sich ~ wre Seecshorigen 


@,, %,...,@, aus linearen Gleichungen. Ist t, = p(e,) = 


9(o%) = +--+ = (a,), also t, eine e-fache Wurzel von aoe 0, - 


so haben die zwei Gleichungen f(z) =O und t, — (z) =0 
die ¢ Wurzeln o,, o%,...@, gemeinsam, die man Samant aus 
einer Gleichung ¢*™ Grades finden kann. Hat f(z) = 0 lauter 
verschiedene Wurzeln, so muB e<™m sein. Hieraus folgt: Kann 
man eine Tschirnhausenresolvente D(t) =O von f(z)=0 auf- 
lésen, so ist f(2) = 0 hierdurch entweder volistindig gelést oder 
seime Behandlung auf Gleichungen niedrigeren Grades zuriick- 
gefiihrt. 

Durch geeignete Wahl der GréBen py, p,,.-+,P,-, kann 
man aus f(z) =0 eine Tschirnhausenresolvente O(t) =O von 
einfacherer Struktur als f(z) = 0 ableiten. 

Setzt man bei der Gleichung dritten Grades 


ayz> + a,27 + dgz +a, = 0 


t=py+p,2 + poz? und wihlt das Verhiltnis p):p,:p,. aus 
den zwei Gleichungen g, = 0, gg =O, von denen die erste 
linear, die zweite quadratisch ist, so erhalt man als Tschirn- 
hausenresolvente die reine Gleichung ¢° + q, = 0. 

Die Gleichuna vierten Grades 


 aye* + a,22 + age? + ae + a,=0 


wird durch die Tschirnhausentransformation: t=py+p,2+Do2" +p, 2° 
geliést, indem man pp, P,, Pg, Ps derartig bestimmt, da8 die zwei 
Gleichungen g, = 0 und g,=0 vom ersten und dritten Grade be- 
stehen. Die Tschirnhausenresolvente ¢* + q,#? + a= O ist dann 
durch Quadratwurzeln lésbar. 

Fiir die allgemeinen Gleichungen hodheren als vierten 
Grades kann die Tschirnhausentransformation keine Auflésungs- 
~ methoden, sondern nur Normalformen liefern. Bestimmt man in 
t= py) + Pye + pee? +--+ p,_12""* die GréBen p so, dab 
die Gleichungen gq, = 0 aa % = 90 vom ersten und zweiten 
Grade bestehen, so erfordert dies auSer rationalen Operationen 
nur das Ziehen einer Quadratwurzel. Die alsdann aus 


aya" + ae" 4+---+a,=0 
hervorgehende Gleichung 
OP dg Oe Opie had ge 0 
heiBt eine Hauptgleichung. Als Haupigleichwng bezeichnet man 


ALERTS 5 2 waa * 2! Ta sl 
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| _ jede Gleichung m‘" Grades, in der keine Glieder mit der 
—(m— 1) und (m — 2) Potenz der Unbekannten auftreten, 


(Klein, Ikosaeder, 8. 142.) 

Wahlt man die GréBen p derartig, daB gleichzeitig die drei 
Gleichungen ersten, zweiten und dritten Grades g, = 0, q, = 0, 
G3 =O bestehen, so fiihrt dies auf eine Gleichung sechsten 
Grades. Durch geeignete Verfiigung iiber die p kann diese 
Gleichung sechsten Grades mit Hilfe von Quadratwurzeln auf 
eine kubische Gleichung zuriickgefiihrt werden. Im besonderen 
liBt sich jede Gleichung fiinften Grades durch Ziehen von 
Quadratwurzein und Auflisung einer kubischen Gleichung in die 
sog. Bring-Jerrardsche Normalform t® + q,t + 9, =0 bringen. 
Setzt man tua, so erhélt man eine Normalform u®—u—A=0 
mit nur einem Parameter. (Vgl. S. 254, sowie die Darstellung 
bei Weber, Algebra 1, 260, ferner Rahts, Math. Ann. 28, 
34 (1887).) 

Hat man eine Gleichung n*™ Grades 


age” +a ++--+a,=0 


. und wihlt: 
Po = Agty + Ay Ug + Agtg +++ + A,_1 Uy, 
Piz Ay Uy + AyUg + °° + + Ay_oUy, 
i ae Agus +++ + 4, _ sty, 
Pn—1 ar AyUn 9 


\ 


- Faktor von w"-* in der Entwicklung von 


wobei 2,, U,,-.-, %, Unbestimmte sind, so geht 


t=pyt+p,e + pert---+p,_12"-* 
tiber in 
t = ayy + (dye + a4) Uy + (age? + a2 + Gg) +++ 
+ Cham + a,z"—* ei Sy ae aS On 1) Un 
und stellt, da a,+ 0 ist, die allgemeinste ganze Funktion 
(m — 1)" Gyades yon £ dats Der Koeffizient von wu, ist. der 


io ue 


nach ganzen 


positiven Potenzen von uv. Bildet man sich aie eas Funktion 
von u: 


fu) —f@) _ —f’(w) wu" *F, (2) + "3 F, (2) +--+ F,_2(%), 


a6——Z 
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wobei f’(u) die erste Abgeleitete von f(w) ist, und wé&hlt ~ 
t = ty Fy(2) + ug Fy (2) +--+ > + uF, _2(2), so sind die Koeffi- — 
zienten der Tschirnhausenresolvente @(t)—=O simultane In- 
varianten der zwei Funktionen f(z) und 


G(2) = ty — (n — 2)uge + (°F mee — ee fuer? 


(Hermite, C. R. 46, 961 (1858), Giuvres 2, 30, vgl. Weber, 
Algebra 1, 240.) 

Die sich nur auf eine einzige Gleichungswurzel beziehende 
Tschirnhausentransformation laBt sich auf Funktionen mehrerer 
Gleichungswurzeln ausdehnen: (04, %,,.-.,@,) Sei irgendeine 
ganze rationale Funktion der Wurzeln «,, a,,..., a, der Glei- 
chung f(2)=a)2"+a,2"-'+---+4,=0. Ist (a, %g,.++ 2) 
eine o-wertige Funktion (vgl. 8.217) der Gripen x,, %2,..-, Xp 


und sind gy = (My Wy - + -5 q)s 2%, Ges Cp ae 
Po(X1» X,+-+)%_) die o mit p konjugierten Funktionen, so sind 
Dy (Gye Waa oy hanls Dy Oy 5 ey ee US ees Pos » TS, 


die @ Wureeln der Gleichung: 


2) —¢— ot wa) eo) = 
= 10+ gy tet + get *% +--+ + % = 0. 


Die Grépen 1, %ey-+- Io sind als symmetrische Funktionen 
der Gleichungswurzeln von f(z) = 0 ganze rationale Funktionen 
a ees, os Die Gleichung O(¢) = 0 heiBt eine trans- 
formierte Gletchung, auch Resolvente von f(z)=0. Eine auf 
die angegebene Weise abgeleitete transformierte Gleichung kann 
bei eimer Gleichung f(z) = 0 von héherem als vierten Grade, 
auBer wenn , symmetrisch oder zweiwertig ist, nicht niedriger 
als n*” Grades sein. (Fiir die Gleichung vierten Grades vgl. § 8, 
vgl. ferner den Schlu8 des § 10.) 

Von den Resolventen ®(#) = 0 sei hier noch die Gleichung 
fiir die Quadrate der Wurzeldifferenzen einer Gleichung f(z)=0 
angefiihrt. Mit ihr haben sich Waring (Miscellanea analytica 
(1762), Meditationes algebraicae, 3. ed., p. 30 (1782)) und La- 
grange (1798), Cwores 8, 24 u. 140 beschaftigt. Wahlt man 


fir 9, die =) 


a, 
von —, 
a, 


wertige Funktion g, = (*, — 2,)?, so ge- 


== 4) GrsBen (a, — o,)? der Gleichung: 


D(ty— te + gte-* + gil? +++. +9, = 0. 


niigen die 
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(0 = a ‘ Ist 6, die Summe der 7" Potenzen der Wurzeln 


dieser Gleichung und s,= aj + of+---+ a, so ist 

: 27 . (2W 8.8. 
O, = NS, — (24) 8, 8,4 + laa: apa pate Ge 1)( je 
und aus 6, @=1,2,..,e) kann man q, %,...,q, finden (vgl. 
S. 266). Die GréBe q, ist gleich (— 1)@A*, wobei A das 
Differenzenprodukt der » Wurzeln a1, o,..., @, von f(z) = 0 ist 
_(vgl. S. 68). Die Gleichung der quadrierten Wurzeldifferenzen 
hatte friiher vornehmlich den Zweck, eine untere Grenze fiir den 
absoluten Betrag der Wurzeldifferenzen der Ausgangsgleichung zu 
finden; doch kann man dies nach Cauchy (Analyse algébrique 
(1821), Note III, Guwvres (2) 3, 398), ohne die Gleichung selbst 
aufzustellen. Ist nimlich g eine obere Grenze fiir die Wurzeln 
von f(z) = 0, d.h. sind alle Wurzeln von f(z) = 0 absolut ge- 
nommen kleiner als eine positive GroéBe g, so ist der absolute 
Betrag AI 

[=i > aan 
- 2g) ? 

wobei |A| der absolute Betrag des Differenzenproduktes der 
m Wurzeln von f(z) = 0 ist. 


§ 8. Die kuhische und die biquadratische Gleichung. 
Reziproke Gleichungen. 
Die kubische Gleichung: 
(1) ay28 + a,27-+ az + a, =0 
a 


transformiert sich durch z = ¢ — are in 
- 0 


apt? + byt + bs = 0. 


Setzt man 
b. 3a,a, — a? 
Diag aa 25 
0 0 
_ b, _ —9a,a, a, + 2af+ 27a}a, 
ta, at 27 a8 fi 


so wird die Auflésung jeder kubischen Gleichung (1) auf die 
von (2): 8+ pi+q=0 zuriickgefiihrt. Ist ¢ eine beliebige 


der zwei primitiven dritten Hinheitswurzeln — os + <V3, so 
lauten die drei Wurzeln der Gleichung (2): 


> 
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tp = we + ve, 
tz = we® + v6; 


hierbei bedeutet uw einen beliebigen der drei Werte von 


8 a 
q ee 2 
a 


1 q q* , 
die Gré8e v ist gleich eee eee 97> Jedoch darf fir 


v nicht willktirlich einer der drei Werte der dntten Wurzel 
gewihlt werden, sondern es ist derjenige zu nehmen, der durch 


v= —#. bestimmt ist. Die Lésung 


: gq Che Sh : q* q-- 20 
one 1 hacer ages Ve oe 


heiBt die Cardanische Formel. 

-Die erste Auflésung der kubischen Gleichung stammt von 
Scipione del Ferro. Nach Cardanos Artis magnae sive de 
regulis algebraicis liber wnus (1545) fand er sie im Jahre 1515 und 
teilte sie dem Floridus mit. In einem wissenschaftlichen Wettstreit 
stellte letzterer dem Nicolo Tartaglia im Jahre 1535 dreiBig — 
Aufgaben, die samtlich auf kubische Gleichungen hinausliefen 
und die diesen zu einer erneuten Auffindung der Lésung der 
kubischen Gleichung fihrten. Von Tartaglia erfuhr Cardano 
die Lésung und machte sie gegen den Willen des Tartaglia 
in seiner Ars magna Offentlich bekannt. Cardano lehrte auch 
die Beseitigung des zweiten Gliedes aus einer allgemeinen 
kubischen Gleichung (vgl. Cantor, Geschichte der Math. 2, 484, 
Zeuthen, Geschichte der Math. im 16. und 17. Jahrhundert, Abh. 
zur Geschichte der Math. 17, Leipzig 1903, 8. 81, Enestrém, 
Bibl.. math. (3) 7, 38 (1906)). 


2 8 
Ist a. + = 0, so hat die Gleichung die drei Wurzeln 


3 3 
q Te 
, 2 —4, ty -1,-—//-+. 


Sind p und q reelle Grépen, so hat die Gleichung 
t?+ pt+q=0, falls 


o 
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a) = = Be 57 > O ist, eine reelle und zwei konjugiert ima- 


ginire Warzeln Wahlt man fiir w die reelle Wurzel und dem- 


nach auch v = — is reell, so ist t, die reelle Wurzel. 


b) Ist 2 = Bees 97 = 0, 80 sind sowohl die einfache Wurzel t, 
ate auch die Dope ty reell, 
c) Ist 4 1 4 2 on -< 0, so sind alle drei* Wurzeln reell. Die 


 obigen Formeln haben dann den Ubelstand, die reellen Wurzeln 
auf imaginire Weise zu liefern. Man bezeichnet den Fall c) 
von alters her als casus irreducibilis, ohne daB die Bezeichnung 
etwas mit irreduzibler Gleichung (§ 9) au tun hitte. Der Fall c) 
erwies sich insofern nicht reduzibel, als der Satz gilt: Fir die 
allgemeine Gleichung dritien Grades “tnt reellen Koeffizienten und 
drei reellen Wurzeln kann es keine Loésungsform geben, welche die 
Wurzeln nur mittels reeller Radikale liefert (Mollame, Nap. 
Rendiconti (2) 4, 167 (1890), Hélder, Math. Ann. 38, 307 
(1891), Kneser, ebenda 41, 344 (1893)). 

Der Fall c) 1&8t sich ohne Durchgang durch das Imaginire 
mit Hilfe der itrigonometrischen Funktionen erledigen. Ist 


Boe <0, so muB = — Psein, wobei P eine positive 


q ; 

—__——_—,, wobei 
P WES 

ata oee 


durch passende Wahl des Vorzeichens von V2 im ersten 


GréBe ist. Definiert man: cos p = — 


Quadranten genommen werden kann, so sind: 


P 9 bg P  op+t+2n 
= 2/5 cess, 4 = 2/= cos mes 


= woe? cos a 


die drei reellen Wurzeln der Gleichung ae Pit+q=0. Der 
Kern. dieser von Vieta (Supplementum geometriae (1593), De 
aequationum recognitione et emendatione (16 15)) stammenden 
Methode basiert auf der trigonometrischen Relation 


iy A 2 aah +)-—? J 
cos () ri cos ($ Z 0. 


Besonders interessant ist Lagranges (Réflexions sur la ré- 


\ 
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solution algébrique des équations (1770), Cluvres 3, 217) Lisung- 
der kubischen Gleichung. Sie beruht auf gruppentheoretischer 
Grundlage. Sei: 

‘ ~ 2+ a,22+ aze+a,=0 
die gegebene Gleichung mit den Wurzeln o,, a, &, so ist — 
(a, + ea + €a)* eine zweiwertige Funktion der Wurzeln, wenn ¢ 


eine beliebige der zwei dritten Hinheitswurzeln — = az =V3 


ist. Die angegebene zweiwertige Funktion ‘geniigt der quadra- 
tischen Resolvente: 


T? — (Ya,a, — 2a3 — 27a,)7 + (a? — 3a,)? = 0 
mit den zwei Wurzeln: 
1 0 8a 
(0 + ec + eas)? = + (90,4, — 2a? — 27a.) + = V3D, 
(a, + cay + €05)° = + (94,0, — 2a? — 27a) —  YBD. 


Beachtet man, daB oa, + a, + a, = — a, ist, so findet man: 


3 pipet 
8a, =—a,+ V = (9.4 44 — 2a3 — 2743) + “3D + 
oe 34. j= 
+ V4 (@a,a, — 203 — 274,) — Yap, 
of ii 3 \ 32 BIS 
3% =—a, +e sz (9a, a — 2a} — 27a,) +> V 3D + 


3 : a 
+ V+ 9a,a, — 2a} — 27a;) — SVD, 


3 — 
s 1 34 
30, = — a, +2 V4 (9a,0, — 2a? — 2743) + = V3D+ 


$77 : aoe 
+2 Vi waa — 2a? — 27a,) yap. 


D hat den Wert aja} — 27a} — 4a3a, + 18a,a,a, — 4a8 
und ist die Diskriminante von 2° + a,z* + agz + a, = 0 oder 
die durch — 27 dividierte Diskriminante der quadratischen 
Resolvente. Von den bei der Lisung der kubischen Gleichung 
auftretenden zwei dritten Wurzeln ist nur eine willkirlich, weil 
ihr Produkt (a, + ea, + sag) (a, + &°a, + £03) = a? — Bag ist. 

Vom Standpunkt der Galoisschen Theorie kann man 
sagen: Die Galoissche Gruppe der allgemeinen Gleichung dritten 
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Grades ist die symmetrische Gruppe dritten Grades, also eine 
Gruppe der Ordnung 6. Nach Adjunktion von VD, also der 
~Quadratwurzel aus der Diskriminante, wird sie die alternierende 

Gruppe dritten Grades von der Ordnung 3, und die Gleichung 
wird in dem durch Adjunktion von YD erweiterten K6rper 
eine einfache Abelsche Gleichung. Mithin ist alsdann zur voll- 
standigen Lésung einer kubischen Gleichung nach der allgemeinen 
Theorie der Abelschen Gleichungen auBer der Kenntnis der dritten 
Einheitswurzeln nur noch das Ziehen einer einzigen dritten Wurzel 
erforderlich. Dies zeigt auch die oben fiir die Gleichung dritten 
Grades gegebene Lisung, wenn man die Relation 


34. 3 = 
= V3D = Hes EVD 
beachtet und bedenkt, daB nach Kenntnis der dritten Wurzel 


1 3 
Vicaa — 2a} — 274,) + = (e— #)VD 


die andere dritte Wurzel sich als Produkt des reziproken Wertes 
in a? — 3a, ergibt. 

Fir die Liésung der kubischen Gleichung mittels in- 
variantentheoretischer Methoden vgl. Cayley, Coll. math. papers 
2,542, Faa di Bruno, Bindre Formen, Leipzig 1881, S. 211, 
Gordan, Invariantentheorie 2, 175. Fir die Auflésung durch . 
Tschirnhausentransformation vgl. § 7. Fiir andere Methoden 
vgl. MatthieBen, Antike u. moderne Algebra, Leipzig 1878, 
S. 862, ferner J. Liiroth, Vorles. tiber numerisches Rechnen, 
Leipzig 1900, 8. 166, Klein in Dycks Katalog. math Modelle, 
Miinchen 1892, S. 3. 


Die Gleichung vierten Grades, auch biguadratische Gleichung 
genannt, 
(1) Ape + a, 2° + doz? + a4 + a, = 0 
a, 


transformiert sich durch ¢ = t — ren in 
0 


ayt* + byt? + byt + b, = 0. 


Setzt man p = a 7 = a r= 7 , so wird die Auflésung 


jeder Gleichung vierten Gr ve (1) reduziert auf 
(2) #4 pti?+qtt+r=0. 
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Zur Lésung von (2) bedient man sich der kubischen Resolvente 
¢? 


(3) Ce 2 gee eg ee, 


Die Gleichung (3) habe die Wurzeln u,, v,, vs, dann lauten 
die Wurzeln der Gleichung (2): 


ty = Vu, + Vtg + Vs, 

.= Ve 
f= — Vy + Vig — Vtg, 
t, = — Vu — Vig + Vig - 


Unter Vu, und Vu, sind belicbige Werte der zweideutigen 


Quadratwurzeln zu verstehen, hingegen ist fiir Yu, derjenige — 


Wert der Quadratwurzel zu wahlen, der durch 


u; = — ee 

8Vu, Vu, 

bestimmt ist. Die Diskriminante D der biquadratischen Glei- 
chung (2) ist 

— D= 16ptr — 4p%q? — 128p?r? + 144 pq?r + 25675 — 274, 

sie ist gleich der mit 16° multiplizierten Diskriminante der 

kubischen Resolvente (3). Das Verschwinden von D bedeutet, 


daB die biquadratische Gleichung und ihre kubische Resolvente — 


mehrfache Wurzeln besitzen. 

Die erste Auflésung der biquadratischen Gleichung stammt 
von Luigi Ferrari und ist zugleich mit der Lésung der 
Gleichung dritten Grades von Cardano, dem Lehrer des Pree 
in der Ars magna (1545) publiziert worden. 

Hat die Gleichung (2) reelle Koeffizienten p, q, r, 80 ist 


eS nicht negativ. Falls g = 0 ist, sind demnach drei 


Falle zu unterscheiden: 

@) Uy, Ug, Us sind -positiv, die biquadratische Gleichung hat 
vier reelle Wurzeln. 

b) w, ist positiy, us und uy sind negativ, t, und t werden 
konjugiert imaginir, ebenso ¢ und ¢,. 


Uy Ug Ug = 


c) uw, ist positiv, uw, und us sind konjugiert imagin#r, mit- 


hin werden Yu, und Vug konjugiert AMG gINEN, also ¢, und ¢, 
reell, f; und ¢, konjugiert imaginar. 


i ) had Le a 
; —— ~ cir 
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Ist g=0, so hat die kubische Resolvente eine ver- 
schwindende Wurzel, daher die biquadratische Gleichung zwei 
entgegengesetzt gleiche Wurzelpaare. 

Ist D <0, so hat die kubische Resolvente zwei konjugiert 
imaginére Wurzeln, und die biquadratische Gleichung hat zwei 
reelle und zwei konjugiert imaginire Wurzeln. 

Ist D>0O, so hat die kubische Resolvente drei reelle 
Wurzeln, und die biquadratische Gleichung hat vier reelle oder 
zwei Paare konjugiert imaginirer Wurzeln. Die charakteristische 
Bedingung dafiir, daB die Gleichung 2+ pe?+qz2+r=O0 vier 
reelle Wurzeln besitzt, von denen auch zwei (aber nicht mehr) ~ 
untereinander gleich sein kénnen, ist D>0, p<0, g?—4r>0. 
Vgl. hierzu Klein, Hlementarmathematik von hoherem Standpunkte 
aus, Teil. I, ausg. von Hellinger, Leipzig 1908, S. 220. 

Lagrange (Réflexions sur la résolution algébrique des equations, 
CGuvres 3, 266, vgl. oben S. 218) verwendet zur Auflésung der 
piquadratischen Gleichung: 


A+ a,22+4+ a2? + ae + a,=—0 
mit den Wurzeln o,, a, 03, o, die dreiwertige Funktion 
(a, + &» — (a, + o,))*. Sie und ihre zwei konjugierten Werte 


(co, + a, — (a,'+ a,))? und (a, + &, — (s+ ty) )® gentigen der 
kubischen Resolvente: 


(3) U%— (3a? — 8a,) U?-+ (Got — 18eh0, + 16a + 
+ 16a,a, — 64a,) U — (a3 — 4a, a, + 845)? = 

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (3’) mit U,, - Us, 
eae do = —a, + VU,+VO,+VU, 
oy = — a, + VU, — VU, — V0, 
dag = — a, — VU, + VU, —VUs, 
dor = —4,— VU, — VU, + VU. 

Unter VU, und VU; sind beliebige Werte der zweideutigen 


Quadratwarzeln zu verstehen; hingegen ist fiir VU; derjenige 
Wert der Quadratwurzel zu eee der durch 


Vu, Sis 4a, a, — a} — 8a, 
3 


bestimmt ist; denn 


(a, + % — (a, + ot,)) ' CA + ay — (0, + et4)) ° (a + a — (ag + tt)) 
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ist eine symmetrische Funktion der Wurzeln, die gleich 
4a, a, — a? — Bag ist. 

Fir a, =0, 4 =p, 3=9, 4 =7r, U=16u geht die 
Gleichung (3’) in (3) ther. 

Dasselbe wie die obige dreiwertige Funktion leistet auch 
die ebenfalls dreiwertige Funktion a,a, + o,0, (Lagrange, 
Gwuvres 3, 263). Verwendet man an ihrer Stelle die ebenfalls 
dreiwertige Funktion — 0,0, — Oga,, 80 gelangt man zu der 
kubischen Resolvente 


A B 
TS Ape eras — ee 
(3”) Tm — {T+ =0 
mit den Wurzeln 2 — 0 Wy — Os, 2 — 04%, — oa, und 


a, ; sete 
Bi 1 My — Mg Og. Hierbei sind 


A=a+ 12a, — 3a,a,, 
B= 27a?a, + 27a + 2a} — 72a,a, — 9a, aa; 
die erste und zweite Invariante der biquadratischen Gleichung: 
Ata, eta 2ta,zta,=9O; 
ihre Diskriminante, die gleich derjenigen der Resolventen (3’) 
und (3”) ist, hat den Wert D =, (44° — BY). Diese Methode 


beruht auf invariantentheoretischer Grundlage, vg]. Cayley, Coll. 
math. papers 2, 545, Faa di Bruno, Bindre Formen, S. 214, 
Gordan, Invariantentheorie 2, 191. 

Vom Standpunkt der Galoisschen Theorie kann man 
sagen: Die Galoissche Gruppe der allgemeinen Gleichung 
vierten Grades ist die symmetrische Gruppe vierten Grades, also 
* eine Gruppe der Ordnung 24. Nach Adjunktion von YD, also 
der Quadratwurzel aus der Diskriminante, wird sie die alter- 
nierende Gruppe vierten Grades von der Ordnung 12. Diese 
hat eine invariante Untergruppe G, des Index 3 (vgl. 8. 209). 
Kine Funktion der Wurzeln, die bei dieser Gruppe ungedndert 
bleibt, ist (@, —«,)(o ; — o,). In dem durch YD erweiterten 
Koérper gentigt diese Funktion mit ihren in bezug auf die alter- 
nierende Gruppe konjugierten Werten (a, — a;)(a,—o,) und 
(a, — @,)(e% — @,) der Resolvente: 


T?’—AT+ VD =0, 


<org, SURPRISE eS ee ees beak ane al — baal 
Ge ‘ 
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die eine einfache Abelsche Gleichung ist und die Diskriminante 
_ B? besitzt. Zur Lésung dieser kubischen Normalgleichung ist die 
Kenntnis der dritten Einheitswurzeln und das Ziehen einer einzigen 
- Gritten Wurzel erforderlich. Ist dies geschehen, so hat die vor- 
_ gelegte biquadratische Gleichung in dem erweiterten Kérper die 
@, zur Galoisschen Gruppe. Da die ©, eine invariante Unter- 
gruppe der Ordnung 2 besitzt, so hat man, um die Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung zu finden, schlieBlich noch zwei 
Quadratwurzeln zu ziehen. Diese Operationen kommen auch in 
den anderen Liésungen zum Ausdruck; denn die kubischen Resol- 


_yenten (3), (3’) und (3”) sind nach Adjunktion von VY D einfache 
'Abelsche Gleichungen, und aufer ihrer Lisung ist stets noch 
das Ziehen zweier Quadratwurzeln erforderlich, um die Wurzeln 
der vorgelegten biquadratischen Gleichung zu erhalten. — Die 
Auflésung der Gleichung vierten Grades 148t sich auch mit der 
Trrationalitit des Oktaeders oder nach Adjunktion der Quadrat- 

_wurzel der Diskriminante mit der Irrationalitiit des Tetraeders in 
Verbindung bringen. 9,, und %,, sind ja mit der symmetrischen 
bezw. alternierenden Gruppe von vier Symbolen isomorph. (Vgl. 
§. 238 u. 240, sowie Klein, Ikosaeder, 8. 126 u. Gordan, 
Inwariantentheorie 2, 213.) 

Wie sich die Gleichung dritten Grades mittelst trigono- 
metrischer Funktionen, so 148t sich die Gleichung vierten Grades 
mittelst elliptischer Funktionen behandeln. Hermite, C.R. 46,715, 
961 (1858), Guvres 2, 22 und 30; vgl. auch C. Jordan, Traité 
des substitutions, p. 370. Fir aadere Methoden der Anflésung 
der Gleichung vierten Grades vgl. MatthieBen, Antike u. moderne 
Algebra, S..540, Tortolini, Annali di mat. 1: 310 (1858). Fir 
die Auflésung durch Tschirnhausentransformation vgl. § 7. 


Auf Gleichungen niedrigeren Grades lassen sich auch die 
yon Moivre (Miscellanea analytica (1730)) zuerst untersuchten 
und yon Euler (1732) sogenannten reziproken Gleichungen zuriick- 
fiihren. (Historisches bei Tropfke, Geschichte der Elementar- 
mathematik 1, 265). Als reziproke Gleichungen bezeichnet man 
solche, welche die Eigenschaft haben, neben jeder GroéBe i auch den 


reziproken Wert z zur Wurzel zu haben. Hine Gleichung 


+a t+---+a,=0 ist damn und nur dann reziprok, 
wenn thre Koeffizienten so beschaffen sind, dap 
% —1 -. —] 
a,=4,,_,@=% 4,2) +45 benw." =) oder a,=— 4, _ ;(@=9,1,2%.. ag bezw.™ ; — 
ast. 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 19 
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Befreit man die vorgelegte reziproke Gleichung durch Division 
mit ¢—1 bezw. z+ 1 von den miglicherweise vorhandenen Wurzeln 
+1, so hat sie stets die Form: 


Dividiert man diese reziproke Gleichung geraden Grades durch 2¢ 
und setzt 2 ++ = = Z,, so erhilt man eine Gleichung 9%" Grades 


in Z,, namlich: 


(2) Cy Ze + 64 ZyP~2 +--+ +e, = 0. 
Zur Umformung dient hierbei die Rekursionsformel 
LZi41 = 4,4,—Z,.4 (¢=1,2,.-.), 


wobei Z, = 2! +5 @=1,2,-.-.) und Z, = 2 ist. Aus jeder der 0 


Wurzeln yon (2) gehen zwei Wurzeln von (1) hervor; sie ergeben 
sich aus der quadratischen Gleichung 2? —2Z, +1=0. 


§ 9, Korper. Reduzibilitit und Irreduzibilitét. Alge- 
braischer Koérper. Primitive und imprimitive GroBen. 
Normalgleichung. 


Unter einem Kérper, Rationalitdtsbereich oder Feld wird 
im folgenden jedes unendliche System von GréSen verstanden, 
-das von der Vollstindigkeit ist, daB die Summe, die Differenz, 
das Produkt und der Quotient irgend zweier GréBen des Systems 
immer wieder zu GréBen desselben Systems fihrt (vgl. S. 176, 
wo auch endliche Kérper betrachtet wurden). Jeder auf diese 
Weise definierte Kérper enthalt alle rationalen Zahlen. Der 
Kérper aller rationalen Zahlen isi der’ kleinste mégliche Korper ; 
er heift der absolute Rationalitdtsbereich. Ein Kérper kann 
mit den rationalen Zahlen erschdpft sein oder auBer ihnen 
noch andere GréSen R, R’,... enthalten; in letzterem Fall 
umfaBt der Kérper seiner Definition entsprechend auch alle 
GréBen, die aus R, R’,... durch die vier Grundoperationen 
hervorgehen. Erweitert man einen Kérper durch Hinzufiigung 
einer neuen, ihm bisher nicht angehérigen Gré8e, so spricht man 
von einer Adjunktion. 

Der Begriff des Kérpers findet sich bereits bei Abel, 
Guvres 1, 479, 2, 220 und Galois, Cwores, p. 34. Die 
Bezeichnung ,,Kérper“ ist von Dedekind eingefiihrt worden, 
vel. Dirichlet- Dedekind, Vorlesungen ‘ber Zahlentheorie, — 
4, Aufl., Braunschweig 1894, S. 452. Von Kronecker (Fest- 
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_ schrift, Journ. f. Math. 92, 3 (1882), Ges. Werke 2, 248) stammt 

die Bezeichnung ,,Rationalititsbereich“. Hierunter versteht. er 
jedoch in engerer Weise als oben nur solche Kérper, die aus 
dem absoluten Rationalitétsbereich durch Adjunktion einer end- 
lichen Anzahl von Konstanten und Unbestimmten hervorgehen 
(vgl. Koenig, Algebraische Gripen, S. 183). 

Hat man eine beliebige ganze Funktion von einer oder 
mehreren Variablen, so ist durch ihre Koeffizienten stets ein 
gewisser Koérper P, mitgegeben, nimlich der kleinste Kérper, - 
der alle Koeffizienten der Funktion enthilt. 

Eine ganze Funktion mit Koeffizienten aus irgendeinem 
Kérper P*) heiBt in diesem Kérper reduzibel, wenn sie sich in 
das Produkt zweier ganzer Funktionen zerlegen ]48t, von denen 
jede von niedrigerem Grade als die’ urspriingliche Funktion ist 
und ebenso wie diese nur Koeffizienten aus P besitzt. Kann 
eine ganze Funktion mit Koeffizienten aus P nicht derartig zer- 
legt werden, so heiBt sie im P irreduzibel. Die Reduzibilitat 
bezw. Irreduzibilitét einer ganzen Funktion hiingt wesentlich 
von P ab. Eine im Kérper aller Zahlen irreduzible Funktion 
heiBt absolut irreduzibel (vgl. 8. 260). Eine ganze Funktion 
einer einzigen Variablen von hidherem als erstem Grade ist im 
Kérper aller Zahlen stets reduzibel. Hat eine ganze Funktion f(z) 
einer einzigen Variablen von hoherem als zweitem Grade rcelle 
Koeffizienten, so ist f(z) im Kérper aller reellen Zahlen stets 
reduzibel; denn jede ganze Funktion f(z) mit reellen Koeffi- 
zienten laBt sich in ein Produkt von Polynomen ersten und 
zweiten Grades mit reellen Koeffizienten zerlegen. 

Eine im Korper P reduzible ganze Funktion von belichig viclen 
Verdnderlichen kann nur auf eine Art als ein Produkt von im 
Kérper P irreduziblen ganzen Funktionen dargestellt werden. Hier- 
bei gelten im Kérper P irreduzible Funktionen, deren Quotienten 
konstant sind, als nicht verschieden. Fir Methoden, welche die 
Zerlegung einer gegebenen ganzen Funktion in irreduzible Faktoren 
fiir einen beliebigen algebraischen Kérper (tiber die Wortbedeu- 
tung vgl. unten) durch eine endliche Anzahl von Schritten aus- 
fiihren, vgl. Kronecker, Fesischrift, Journ. f. Math. 92, 11 oe 
Ges. Werke 2, 256, Runge, Journ. f. Math. 99, 89 (1886), 
Molk, Acta math. 6, 10 (1885), Mandl, Journ. f. Math. 113, 
252 (1894), Hancock, Amn. de Véc. norm. (3) 17, 89 (1900), 
Weber, Algebra 2, 563, Koenig, Algebraische Grépen, 8. 127. 


1) Der Kérper P muB entweder mit dem Kérper P, zusammen- 


fallen oder ihn umfassen. 
19* 
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Eine Gleichung f(z) = 0 heiBt in einem Korper P irre- | 
duzibel, wenn es die ganze Funktion f(z) ist. 

Satz von Abel (Cures 1, 480, Ostwalds Klassiker 
Nr. 111, S. 5): Hat eine in einem Korper P irreduzible Glei- 
chung f(z) =0 mit irgendeiner anderen Gleichung p(z) = 0, 
die ebenso wie f(z) auch nur Koeffizienten aus P besitzt, eime 
Wurzel gemeinsam, so geniigen alle Wurzeln von f(z) = 0 auch 
der Gleichung (2) = 0; alsdann ist p(e) durch f(z) tedbar. 

Hieraus folgt: Hine irreduzible Gleichung kann mit keimer 
Gleichung nicdrigeren Grades, die Koeffizienten aus dem gleichen 
Kérper besitzt, eine Wurzel gemeinsam haben. Eine irreduzible 
Gleichung kann keine mehrfachen Wurzeln besitzen. Die linken 
Seiten gweier irreduziblen Gleichungen mit eimer gememsamen 
Wurzel kinnen sich nur um einen konstanten Faktor unter- 
scheiden. 

Uber die Irreduzibilitat gibt aus der Natur der Gleichungs- 
koeffizienten folgendes Schoenemann-Hisensteinsches Theo- 
rem, gewdhnlich Hisensteinscher Satz genannt, Aufschlu8 
(Schoenemann, Journ. f. Math. 32, 100 (1846), Eisenstein 
ebenda 39, 166 (1850), Schoenemann, Reklamation ebenda 
40, 188 (1850)): Ist im einer Gleichung mit ganzzahligen Koef- 
fizienten der Koeffizient der hichsten Potenz gleich 1 (oder all- 
gemeiner eine zu der Primzahi p relativ prime ganze Zahl) und 
sind alle tibrigen Koeffizienten durch die némliche Primzahl p 
teilbar, der letete aber nicht durch p*, so ist die Gleichung im 
Korper der rationalen Zahien irreduzibel. 

Der Beweis des Schoenemann-Nisensteinschen Satzes 
1aBt sich mit Hilfe des Satzes von GauB (Disquisitiones arith- ~ 
meticae, Art. 42) erbringen: Eine jede im Kérper der rationalen 
Zahlen reduzible ganze Funktion 


fe) = e+ aye"1+ aga? --- +a, 

mit ganzzahligen Koeffizienten Gy, Gg,.+.,Q, kann nie anders in 
zwei Faktoren 

fy (2) = a+ Bye“ b 4 Bye? +.B, (my > 0) 

fo(2) = a+ ¢ et + ego F4 ee Cy, (Mg > 0) 
nut rationalen Zahlen zerlegt werden, als daB sdmtliche Groépen 
Dyy Dar sy Dai Cyy Cg + + Cg, gamzzahlig sind. 

An den Schoenemann-Hisensteinschen Satz ankniip- 


fende Untersuchungen, die aus der Teilbarkeit der Gleichungs- 
koeffizienten auf die Reduzibilitét bezw. Irreduzibilitit der Glei- 


- § 9. Algebraischer Kérper. ° 293 


_ chung schlieBen, stammen von Koenigsberger, Journ. f. Math. 
115, 53 (1895), Netto, Math. Ann. 48, 81 (1897), M. Bauer, 
Journ. f. Math. 128, 298 (1905), 132, 21 (1907), 134, 15 

(1908), Dumas, Journ. de math. (6) 2, 191 (1908), Perron, 
Math. Ann. 60, 448 (1905); Irreduzibilititskriterien auf Grund 
von Grépenbeziehungen zwischen den Gleichungskoeffizienten bei 
Perron, Journ. f. Math. 182, 288 (1907). 

_Irgendeine GréBe € heiBt im bezug auf einen Korper P - 
_algebraisch oder eine aus P stammende algebraische Zahl, wenn € 
einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus P geniigt. 
Zu jeder aus P stammenden aigebraischen Zahl € gehirt eine 
in P irreduzible Gleichung J (z) = 0 mit Koeffizienten aus P; 
thre linke Seite ist bis auf eine beliebige, P angehérige Konstante 
eindeutig bestimmt. J(z) = 0 ist die Gleichung niedrigsten Grades 
mit Koeffizienten aus P, die € cur Wurzel hat. Ist n der Grad 
von J(z)=0, so heiBt € cine aus P stammende algebraische 


‘Gripe n®” Grades. Jede rationale Funktion e von € mit Koeffi- 


zienten aus P kann mit Hilfe der irreduziblen Gleichung J(¢) = 0 
vom Grade in eine ganze rationale Funktion 


Cy + Getoe@t+-- pC Ce 


mit Koeffizienten aus P umgewandelt werden. Durchlaufen 
¢,-, alle GréBen aus P, so stellt 


Cot ot + CGF + ere Wale oat 


alle GréBen des aus P durch Adjunktion von € hervorgehenden 
Korpers dar, und zwar eine jede nur einmal. Der aus P durch 
Adjunktion von § hervorgehende Korper heift ein algebraischer 
Kérper tiber P (Weber, Algcbra 1, 492), ein algebraischer Ober- 
korper von P oder ein Relativkdrper in bezug auf P (Hilbert, Math.- 
Ver.4, die Theorie der algebraischen Zahlkorper, 8. 203 (1897)) oder 
ein dem Bereich P entstammender Gattungsbereich (Kronecker, 
Festschrift, 8.7, jedoch beniitzt Kronecker diese Bezeichnung nur 
bei dem von ihm verwendeten engeren Begriff des Rationalitats- 
bereiches). P heiBt der Stammbereich. Geniigt £ einer in P irre- 
duziblen Gleichung n" Grades, so heiBt der Kérper (P, £) vom 
Grade n. Bin aus dem absoluten Rationatitdtsbereich hervorgehen- 
der algebraischer Korper heiSt kurzweg ein algebraischer Kérper. 
Dieser 148+ sich auch so definieren: Er gebt aus dem absoluten 
Rationalitétsbereich durch Adjunktion einer Wurzel einer irre- 
duziblen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten hervor. 


€o3 4) Coy 2 + 9 
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Hat man eine beliebige endliche Anzahl 7,, 9,---, 1, aus 


einem Kérper P stammender algebraischer Zahlen, so kann man 
stets eine und sogar unendlich viele aus P stammende algebraische 
Zahlen £ finden, so da® £ eine ganze rationale Funktion von 
Ni» Ng) - ++), mit Koeffizienten aus P wird und 1, %,.--; %, 
ganze rationale Funktionen von € mit Koeffizienten aus P sind. 
Jeder durch Adjunktion einer endlichen Anzahl aus P stam- 
mender algcbraischer Gripcn aus P hervorgehende Korper tiber P 
kann daher entstanden gedacht werden durch Adjunktion einer 
einzigen Wurzel einer in P i. -eduziblen algebraischen Glcichung 
mit Koeffizienten aus P (Satz von Abel, Guvres 1, 547, vgl. 
auch Galois, Guvres, p. 37). Man kann € einfach in der Form 
4% + Uete +++: + u,n, Wwaiblen, wobei fiir wy, ug, .--, Uy 
gewohnliche rationale Zahlen genommen werden kénnen (vgl. 
G. Cantor, Math. Ann. 5, 133 (1872), Weber, Algebra 1, 500). 
Hat die im Kérper P irreduzible Gleichung J(z) = 0 vom 

Grade m die Wurzeln &, &,..., & und ist p(&) eine ganze 
rationale Funktion von ¢, mit Koeffizienten aus P, so geniigt 
t, = (€,) einer Gleichung 


OY) = C-We—h)e Ct) = 0 
mit den Wurzeln t;= 9(§,) @=1,% «..2). 

Die aus der irreduziblen Gleichung J(z) = 0 hervorgehende 
Tschirnhausenresolvente O(t) = 0 (vgl. S. 277) hat Koeffizienten 
aus P und ist entweder eine in P irreduzible Gleichung oder thre 
linke Seite ist die e* Potenz einer in P irreduziblen gangen 
Funktion ®,(t) vom Grade n,. Hieraus folgt: Die Groen 


P(E1)) P(E)s + + +s 9(é,) 


sind entweder sdmtlich uniereinander verschieden oder sie ger- 
fallen in n, Systeme von je e gleichen: 


9(&) = 9(&) = (6), 9 (41) rr 7 (S49) aes eo Pf. yeeey 
P(En,—e41) oe P(bn—e+2) SR parts (E,,)- 


Die Gripen t,= (6), tp = 9(&),---» = w(&,) heipen 
in bezug auf den Kérper P konjugierte Groéfen. Sind sie stmt- 
lich voneinander verschieden, dann und auch nur dann ist nicht 
bloB t;= p(f,) eine rationale Funktion von &, sondern auch 
al §; eime rationale Funktion von t; mit Koeffizienten 
aus P. 

Adjungiert man einem Kérper P die algebraische aus P 
stammende Gréfe £,, so erhilt man einen Korper (P, §) tiber P 


‘BAS ire 
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Adjungiert man statt § eine rationale Funktion t= »(§&) 
von £, mit Koeffizienten aus P, so erhalt man einen Koérper 
(P,¢4,), der nur GréBen aus dem Kérper (P, &) enthilt. Ist ¢, 
von allen seinen konjugierten GréBen verschieden, dann und nur 
dann sind die Kérper (P,t,) und (P,&,) identisch. In diesem 
Fall hei8t ¢,= »(€,) eine primitive Gripe des Korpers (P, &). 

Kin Kérper, der simtliche GréBen des Kérpers P umfaBbt 
und dessen Gré8en ausnahmslos dem algebraischen Korper (P, &) 
tiber P angehdren, ohne jedoch den Kérper (P, £,) zu erschépfen, 
heiBt ein Divisor, echter Teiler oder Unterkérper von (P, &). 
Jeder Divisor von (P, §,) wird aus P erhalten, indem man dem 
Korper P eine gewisse ganze Funktion ¢, = o(¢,) mit Koef- 
fizienten aus P adjungiert. Charakteristisch dafiir, daB (P, t,) 
ein Divisor von (P, £.) ist, erweist sich, daB t, eine imprimitive 
Gripe des Kérpers (P, &) ist, d. h. t, = (&,) nicht von allen 
seinen konjugierten GréBen verschieden ist. Hin Kérper (P, &), 
~ der nur primitive GroBen enthidlt, also keine Divisoren besitet, . 
heiBt ein primitiver Kérper. 

Ist J(¢) = 0 die irreduzible Gleichung mit Koeffizienten 
aus P, der € gentigt, so ist der Kérper (P, &,) dann und nur 
dann ein primitiver Kérper, wenn alle Tschirnhausenresolventen 
von J(z) =O mit Koeffizienten aus P ausnahmslos in P irre- 
duzibel sind. Alsdann heiBt die irreduzible Gleichung J(z) = 0 
selbst eine in P irreduzible primitive Gleichung. Jede in P irre- 
duzible, nicht primitive Gleichung heiBt imprimitiv. Jede in P 
irreduzible Gleichung von Primzahlgrad ist notwendig primitiv. 

Ist J(z) =0 eine in P imprimitive Gleichung n*" Grades 
mit der Wurecl €, und bedeutet t= p(&,) irgendeine impri- 
mitive Gripe des Kérpers (P, &), die einer in P irreduziblen 
Gleichung n,“" Grades geniigt, so wird die in P irreducible 
Gleichung J(z)=0 im Korper (P, t,) reduzibel, und § geniigt in 
thm einer irreduziblen Gleichung e®” Grades, wobei n = n,e ist. 

Anders ausgedriickt: Jede im Korper P imprimitive Glet- 
chung J(z)=0 lift sich durch Elimination von t aus ewer 
Gleichungen: 

vs + o,f * + Cy fa—7 + cee ft c, = 0) 
und 
e+a(te- + a(t) 2—F + +--+ w(t) = 0 
finden; die erste Gleichung ist im Kérper P, die eweite im Kor- 
per (P, t) irreduzibel (vgl. Jordan, Traité, p. 260, H. Weber, 
Algebra 1, 501ff. u. 524ff.). 


fa ot Se 
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Der obige Satz, daB der Grad n, jedes Unterkérpers (P, t,) 
eines imprimitiven Kérpers (P,£,) vom Grad » — nur solche 
Kérper kénnen ja Unterkérper haben — ein Divisor von n ist, 
ergibt sich als Korollar aus dem Kronecker-Kneserschen 
Satz (Hélder, Math. Ann. 38, 309 (1891), Kneser, Math. 
Amn. 30, 195 (1887), Journ. f. Math. 106, 51 (1890), Lands- 
berg, ebenda, 132, 8 (1907)): Sind — und € die Wurzeln zweier 
im Korper P irreduzibler Gleichungen vom Grade n, bezw. n und 
sind die Grade der irreduziblen Gleichungen, denen & nach Ad- 
junktion von £ und § nach Adjunktion von § geniigen, &, bezw. e, 
so ist nye=ne,. Ist alsoe<n, so muB 4 <M sem, dh. 
die zwei Gleichungen wirken aufeinander reduzierend. (In dem 
obigen speziellen Satz ist & die im Kérper (P, ) liegende GrdBe 
t, = p(£) und daher e, = 1). 

Ist J(z) =O eine im Kérper P irreduzible Gleichung n” 
Grades mit den Wurzeln &, &,..., &, so heiBen die Korper 


~~ (P,&), (P, &),--- (P, §,) im deeug auf P konjugierte Kérper. Ein 


Kérper, der mit allen seinen konjugierten iibereinstimmt, heiBt 
ein Galoisscher oder Normalkérper. Hine im Kérper P irre- 
duzible Gleichung J(z)=0 heiBt eine Normalgleichung oder 
Galoissche Gleichung, wenn ihre simtlichen Wurzeln rationale 
Funktionen einer einzigen mit Koeffizienten aus P sind. Bei 
einer Normailgleichung sind alle Wurzeln nicht nur rationale 
Funktionen einer bestimmten Wurzel mit Koeffizienten aus P, 
sondern jeder beliebigen. Die Normalgleichungen und auch nur 
ste allein erzeugen Normalkorper. 

Hat eine beliebige reduzible oder irreduzible G"eichung f(z) = 0 
mit Koeffizienten aus einem Koérper P lauter verschiedene Wurzeln 
4, %,..-,0,, 80 kann man stets eine Groge & von folgender 
Beschaffenheit finden: § ist eine ganze rationale Funktion von 
Oy, Wy,..., 0, mit Koeffizienten aus P, und jede der Gripen 
O14, %,..+, a, lapt sich als ganze rationale Funktion von &, mit 
Koeffizienten aus P ausdriicken. (Vgl. oben 8. 294.) Die in P irre- 
duzible Gleichung, der § gentigt, ist eine Normalgleichung. Jede 
in P irreduzible Gleichung, die eine solche Funktion & zur 
Wurzel hat, heiBt eine Galoissche Resolvente von f(z) = 0. 
Alle Galoisschen Resolventen von f(z) =O sind von gleichem 
Grade und jede eine Tschirnhausenresolvente einer jeden anderen. 
Die Riickfiihrung jeder beliebigen Gleichung f(z) = 0 mit Koeffi- 
zienten aus dem Kérper P auf eine Galoissche Resolvente ist 
das Fundament der im § 10 behandelten Galoisschen Theorie. 
(Galois, Euvres, p. 36.) 
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‘Hat man eine Gleichung f(z) = 0 ohne mehrfache Wurzeln, 
so kann man sich die Koeffizienten einer Funktion &, der eben 
definierten Beschaffenheit und eine Galoissche Resolvente, der 
& geniigt, auf folgende Art ohne Kenntnis der Wurzeln von 
f(2) = 0 verschaffen : 

Ty My Oy TF ge ess + Hye, 
sei eine lineare homogene Funktion der Wurzeln o,, a,..., a 
mit zunichst unbestimmten Koeffizienten «,, fg,.--; ft, Die 
Funktion 1, nehme bei den v =n! Permutationen der GréSen 
@,%,...,0, die v Werte t,,%),...,7, an. Man bilde sich 
die transforinierte Gleichung 
GO) =e a) tg) 2 (2) 0 
von f(¢) = 0. Die Koeffizienten von g(r) = 0 sind als symme- 
_trische Funktionen der Wurzeln von f(z) 0 von diesen un- 
_abhingig, die Diskriminante von g(t) = 0 wird eine ganze ratio- 
_nale Funktion von py, U2,.-.; ¢,, die nicht identisch verschwindet, 
da die Wurzeln von f(z) =: 0 untereinander verschieden sind. Als- 
dann wahle man, was auf unendlich viele Arten méglich ist, fiir 


ee Bier fae Ed sot 


solche rationale Zahlen, daB die Diskriminante einen von Null ver- 
schiedenen Wert besitzt, also g(r) =O keine mehrfachen Wurzeln 
hat, d.h. die GréBen 1,,7,,..., t, simtlich voneinander verschieden 
sind (vgl. Weber, Algebra 1, 147, Bachmann, Math. Ann. 18, 
452 (1881)). Sind wy, u,,..., 4, derartig bestimmt, so zerlege 
man g(t) in seine in P irreduziblen Faktoren. Ist G(r) ein 
beliebiger irreduzibler Faktor von g(t), so ist G(r) =O eine 
Galoissche Resolvente von f(z) 0 und jede Wurzel von 
G(r) = 0 eine Funktion §, der verlangten Beschaffenheit. 

Wir fiihren zum SchluB noch einen Satz von Hilbert 
(Journ. f. Math. 110, 122 (1892)) tiber die Irreduzibilitat einer 
ganzen Funktion mehrerer Veranderlicher an: 

Ist eime ganze rationale F(a, %q) +++) Lpy Yr» Yor +++» Ym) 
von m+ m Variablen 2X1, Xq,-- +) Lnr Y4>Yor+ +91 Ym Mm trgend- 

einem algebraischen Kérper irreduzibel, so ist es stets auf wn- 
endlich viele Weisen moglich, in dieser Funktion fiir yy, Yo. ++ +2 Ym 
ganze rationale Zahlen einzusetzen, so dap hierdurch die vor- 
gelegte Funktion in eine Funktion der n Variablen X1, Xq, - + +» Ly 
tibergeht, die im eben diesem Kérper irreduzibel ist. 
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§ 10. Die Galoissche Gruppe einer Gleichung. WNatiir- 
liche und akzessorische Irrationalitéten. Rationale Re- 
solventen. Reduktion der Gruppe und Rickfihrung 
einer Gleichung auf eine Kette von Hilfsgleichungen. 
Allgemeine Gleichungen. Affektlose Gleichungen. 


P sei ein beliebiger Kérper und f(z) = 0 irgendeine Glei- 
chung n‘*" Grades mit Koeffizienten aus P. Von der Gleichung 
f(z) = 0 wird nur, und zwar im folgenden ausnahmslos, voraus- . 
gesetzt, da8 ihre simtlichen Wurzeln o,,a,,. ., #,: Voneinander 
verschieden sind. Wir betrachten die Gesamtheit aller Glei- 
chungen mit Koeffizienten aus P, die o,,0,..-,@, ganz und 
rational enthalten und die richtige Relationen sind, falls fir 
1, %,.--)%, die Wurzeln der vorgelegten Gleichung f(z) = 0 
gesetzt werden. Die Gesamtheit aller Permutationen unter den 
Wurzeln 4, Og,..+,%,, die jede zwischen diesen bestehende rich- 
tige Gleichung mit Koeffizienten aus P wieder in eime richtige 
Gleichung iiberfihren, bildet eine Permutationsgruppe © n®" Grades ; 
diese heift die Galoissche Gruppe der Gleichung f(z) = 0. Die 
Galoissche Gruppe © hingt von der Gleichung f(¢) = 0 und 
dem der Betrachtung zugrunde liegenden Kérper P ab. 

Von irgendeiner rationalen Funktion R(a,, 0,-...,%,) der 
Wurzeln o,,0,...,@, mit Koeffizienten aus P sagt man: 
5 ys ae 


n 


sie bleibt bei einer Permutation ( ) numerisch un- 
n 


= und R(oii,, Higgs sy i, ) fiir die 
Wurzeln a,, %%,..., @, von f(z) =O den gleichen Wert annehmen. 
Bei numerischer Unverinderlichkeit brauchen R(a,, a9, .- +5 &) 
und R(o;,, «:,,..+.,o:,) nicht formal tibereinzustimmen. 

Aus der Definition der Galoisschen Gruppe folgt: 

Besitzt eme rationale Funktion von o,, a9,..., 0%, mit Koef- 
fizienten aus P eine dem Koérper P angehdrige Zahl als Wert, 
wenn man fiir o,,0,...,0, die Wurzeln von f(z) =0 setzt, 
so bleibt die betreffende Funktion bei allen Permutationen der 
Galoisschen Gruppe © numerisch ungedndert. 

Dieser Satz ist umkehrbar: Bleibt e° ationale Funktion 
der Gleichungswurzeln c,,%,...,0, mit ._/fizienten aus P bei 
allen Permutationen der Galoisschen Gruppe © numerisch unge- 
dndert, so ist ihr Wert eine dem Kérper P angehérige Zahl. 

Bleiben alle richtigen Gleichungen mit Koeffizienten aus P, 
die @,,0,...,0, ganz und rational enthalten, bei allen Permu- 


Wins Oj. 2 2 OG 
getindert, wenn R(o,, a, .. ., ,) 
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tationen emer Permutationsgruppe § n®” Grades unter den Grépen 
G1, Og,..-, a, richtig, und hat ferner jede rationale Funktion von 
Gy, Wy, ..., a, mit Koeffizienten aus P, die bei allen Permutationen 
von § numerisch ungedndert bleibt, eimen Wert aus P, so enthdlt 
alle Permutationen der Galoisschen Gruppe © der Gleichung 
f(z) = 0, und © ist mit G identisch. 
f, = Vie,, o&,-...,@,) sei eine beliebige rationale Funktion 
VON 0,,0,..., 0, mit Koeffizienten aus P von der Beschaffen- 
heit, daB sich die GréBen a,,o,...,a, als ganze rationale 
Funktionen von § mit Koeffizienten aus P in der Form 


a, = 4,(61) (k=1,2,..4n) 


ausdriicken lassen. Die in P irreduzible Gleichung, die £, zur 
Wurzel hat, sei die Gleichung G(g) = 0 vom Grade g; G(f) =0 
ist also eine Galoissche Resolvente (vgl. S. 297) von f(z) =0. 
Bedeutet £ eine beliebige der g Wurzeln von G(f)=0, so 
sind 4; (&), %2(&),-+ +s %m(&), abgesehen von der Reihenfolge, 
die n Wurzeln o,, 0,...,0,, von f(¢)=0. Es gilt folgender 
Satz: 

Man erhdilt stimtliche Permutationen der Galoisschen Gruppe& 
der Gleichung f(z) = 0 und auch nur diese, sowie eine jede nur 
einmal, wenn man in der Permutation: 


ee wa(S1) ++ oe 
Ma (&,) Xa (&) 208 Xn (&i) 


die Grépe £, stmtliche g Wurzedn der Galoisschen Resolvente 
G(§) = 0 durchlaufen lift. 

Wahit man fir G(f) eine andere Galoissche Resolvente 
von f(z) = 0, so erscheinen die Permutationen der Galoisschen 
Gruppe © von f(2) = 0 eventuell in anderer Reihenfolge. 

Die Natur der Galoisschen Gruppe gibt tiber die Higen- 
schaften einer Gleichung folgende Aufschliisse: 

Eine Gleichung ist in dem der Betrachtung zugrunde 
liegenden Kérper irreduzibel oder reduzibel, je nachdem thre Ga- 
loissche Gruppe eine transitive oder intransitive Permutations- 
gruppe isi. 

Eine irreduzible Gleichung ist in dem der Untersuchung zu- 
grunde liegenden Korper P dann und nur dann primitiv (vgl. 
S. 210), wenn thre Galois sche Gruppe eine primitive Permutations- 
gruppe ist. Die Galoissche Gruppe jeder im Kérper P irreduziblen 
imprimitiven Gleichung ist eine imprimitive Permutationsgruppe 
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Die Galoissche Gruppe einer Normalgleichung und auch — 
nur einer solchen Gleichung ist eine reguidre Permutationsgruppe, — 
d. h. eime transitive Permutationsgruppe von derselben Ordnung — 
wie Grad (vgl. S. 212). 

Hat man eine Gleichung f(z) = 0 mit Koeffizienten aus 
einem Kérper P und den Wurzeln o,, o,-.., @,, So heiBt eine © 
ganze rationale Funktion (o,, 0 ,.+-,@) VON 0, G,...,, 
mit Koeffizienten aus P, deren Wert dem Kérper P nicht an- 
gehért, eine der Gleichung f(4) = 0. natiirliche Irrationalitat. — 
Eine solche natiirliche Irrationalitit kann auch als eine in dem 
durch die Galoissche Resolvente G() = 0 bestimmten Galois- 
schen Kérper (P, £,) gelegene GréS8e definiert werden. 

Eine natiirliche Irrationalitat m bleibt nicht bei allen Per- 
mutationen der Galoisschen Gruppe © der Gleichung f(z) = 0 
numerisch ungeindert; denn sonst wire sie bereits im Kérper P 
gelegen. 

Die Gesamtheit aller Permutationen der Galoisschen Gruppe &, 
bei denen p(c,,%,.--, &,) numerisch ungetindert bleibt, bildet 
eine Untergruppe § von &. Die Gruppe © heift die zu der 
natiirlichen Irrationalitét  zugehérige Gruppe. Umgekehrt gehéren 
zu jeder Untergruppe % der Galoisschen Gruppe © eine und 
sogar unendlich viele natii'liche Irrationalitdten p(o,, a, .. .,%,), 
die nur bei den Permutalionen von  numerisch ungedndert bleiben, 
bei allen § nicht angchirigen Permutationen von & ihren nume- 
rischen Wert dndern. 

Gehért die natiirliche Irrationalitat gp, zu der Untererieye i) 
der Galoisschen Gruppe © und ist 6 = HG,+ G,4+ - “OG, 
die Zerlegung der Gruppe & nach dem Modul §, so aoe %. 
den og Nebengruppen entsprechend bei allen Permutationen von 
@ die o numerisch verschiedenen Werte 91, 92,---, Po an. 
Diese geniigen der im Koérper P irreduziblen Gleichung 


D(t) = (¢— 91) (¢— gy) -.- C— ) =O. 


Sie heiBt eine Resolvente von f(z) =O und priziser, da alle 
ihre Wurzeln rationale Funktionen der Wurzeln von f(z) = 0 
mit Koeffizienten aus P sind, eine rationale Resolvente von 
f(z) = 0. Ist § die invariante Untergruppe von &, welche die 
konjugierten Gruppen GHG; @=1,3,...9) gemein haben, so ist 
die Galoissche Gruppe von O(t) = 0 mit der Faktorgruppe ©/% 
isomorph. Die @ konjugierten GréBen g, @=1,2,--¢) haben die 
Gruppen G;-* HG, G=1,2,.. ,9) als zugehdrige Gruppen. Die Er- 
weiterung des Kérpers P durch eine GriBe g,; reduziert die 


pa. 
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Galoissche Gruppe © von f(z) = 0 auf die zu g, zugehdrige 
“Gruppe G-*OG,; die Adjunktion aller Wurzeln von ®(t) = 0 
zum Kérper P reduziert demnach die Galoissche Gruppe von 
f() = 0 auf die Gruppe $, den Durchschnitt aller konjugierten 
Gruppen. 

_ Lagrangescher, von Galois erweiterter Satz (vgl. 8. 221): 
Ist yy, eine zur Untergruppe $ der Galoisschen Gruppe & ge- 
_hérige natiirliche Irrationalitdt und bleibt eine zweite natiirliche 
_Trrationalitét w(a,,02,...,0,) bei allen Permutationen von § 
—numerisch ungedndert, so ist w eine rationale Funktion von g, 
mit Koeffizienten aus P. Ist §' die zu w sugehorige Unter- 


—gruppe der Galoisschen Gruppe © und o —* der Index der 


Untergruppe $ von %', so geniigt », einer Gleichung o”” Grades, 
deren Koeffizienten dem durch Adjunktion von w erweiterten 
Kérper P angehiren; die Gleichwng o%” Grades, der yp, geniigt, 
est in diesem erweiterten Korper irreduzibel. 

Korollar: Hat man zwei natiirliche Irrationalitdten, die zu 
derselben Untergruppe der Galoisschen Gruppe gehiren, so ist 

gede eine rationale Funktion der anderen mit Koeffizienten aus P. 

Die rationalen Resolwenten mit Koeffizienten aus P, denen -sie 
geniigen, gehen daher durch Tschirnhausentransformation aus- 
emander hervor. 

Im Gegensatz zu den natiirlichen Irrationalititen spricht 
man von den fiir die Gleichung f(z) =O akzessorischen Ir- 
rationalitdten. Hierunter versteht man jede dem Kéorper P nicht 
angehorige Gréfe, die sich nicht in die Form —p(oy,, ay, .. +5 G,) 
mit Koeffizienten aus P bringen lat. Die Adjunktion einer ak- 
zessorischen Irrationalitéat zum Kérper P andert die Galois- 
sche Gruppe © von f(z) =O entweder tiberhaupt nicht oder 
reduziert sie auf eine ihrer Untergruppen . Reduziert die Ad- 
junktion einer akzessorischen Irrationalitat yn die Galoissche 
‘Gruppe © von f(z) = 0 auf eine Untergruppe § und wahit man 
eine zu S eugehdrige natiirliche Irrationalitdt gp, so ist p eime 
rationale Funktion von y mit Koeffizienten aus P. Jede Grége yn, 
deren Adjunktion die Galoissche Gruppe ©, von f (2) = 0 auf 9, 
reduziert, gentigt einer in P irreduziblen Gleichung, deren Grad 


ein Vielfaches des Index {. der Gruppe $, von G, ist und nur 
dann gleich ~. wird, wenn ny keine akzessorische, sondern eime 


natiivliche Irrationalitat ist. In letzterem Fall ist auch y eime 
rationale Funktion von » mit Koeffizienten aus P. 
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Alle Wurzeln einer im Korper P irreduziblen Gleichung, deren — 
Adjunktion die Galoissche Gruppe der gegebencn Gleichung re- 
duziert, sind entweder ausnahmslos natiirliche oder ausnahmslos 
akzessorische Irrationalitdten. Reduziert die Adjunktion einer 
Wurzel einer irreduziblen Gleichung die Galoissche Gruppe © 
einer gegebenen Gleichung f(z) = 0, so reduziert sie auch die 
Adjunktion jeder anderen Wurzel der irreduziblen Gleichung, und — 
zwar auf dieselbe oder eine innerhalb & ahnliche Untergruppe. 

Satz von C. Jordan (Traité, p. 269) und Holder (Math. 
Amn. 34, 47 (1889)): Reduziert sich die Galoissche Gruppe & 
einer Gleichung f(2)=0O mit Koeffizienten aus P durch Ad- 
junktion stimtlicher Wurzeln einer beliebigen (reduziblen oder tr- 

- reduziblen) Gleichung F(t) = 0 mit Koeffizienten aus P auf eine 
Untergruppe %, so reduziert sich die Galoissche Gruppe ©, 
von F(t) = 0 durch Adjunktion aller Wurzeln von f(z) = 0 auf 
eine Untergruppe %,. Die Gruppen § und 3, sind invariante 
Untergruppen von © bezw. &,, ferner sind die Faktorgruppen 
G/S und &,/3, holoedrisch isormorph. 

Korollare: a) Die Adjunktion einer einzigen Wurzel einer 
irrcdugiblen Hilfsgleichung F(t)=0 reduziert die Galoissche 
Gruppe © der Gleichung f(2) = 0 dann und nur dann auf eine 
invariante Untergruppe, wenn F(t) = 0 eine Normalgleichung im 
Kérper P ist. - 

b) Erniedrigt die Adjunktion aller Wurzeln einer Gleichung 
F(t) =0 mit einfacher Galoisscher Gruppe die Galoissche 
Gruppe von f(Z)=0, so zerfallt die Hilfsgleichung F(t) = 0 
durch Adjunktion aller Wurzeln von f(z) =0 im lauter Fak- 
toren ersten Grades, d. h. die Wurzeln von F(t) = 0 sind ratio- 
nule Funktionen derjenigen von f(z)=0 mit Koeffizienten aus 
dem Koérper P oder anders ausgedriickt: sie sind natiirliche Ir- 
rationalitiéten der Gleichung f(z) = 0. 

Da jede invariante Untergruppe einer primitiven Permu- 
tationsgruppe transitiv ist (vgl. S. 210), so folgt aus dem Jordan- 
Hélderschen Hauptsatz auch: Hine in einem Korper P irreduzible 
primitive Gleichung, die durch Adjunktion aller Wurzeln einer Hilfs- 
gleichung reduzibel wird, zerfallt in lauter Faktoren ersten Grades. 

Wird eine in einem Korper P irreducible imprimitive Gleichung 
durch Adjunktion aller Wurzeln einer Hilfsgleichung reduzibel, so 
zerfallt sie in lauter Faktoren des niimlichen Grades; diese haben 
in dem durch Adjunktion aller Wurzeln der Hilfsgleichung erweiterten 
Kéorper isomorphe Galoissche Gruppen (vgl. die fir imprimitive 
Gruppen geltenden Sitze auf S, 210, ferner Weber, Algebra 1, 563). 
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, Ist f(z) = 0 eine beliebige Gleichung mit Koeffizienten aus 
einem Kérper P und der Galoisschen Gruppe © und besitzt diese 
die Kompositionsreihe ©, G,, G,...,G,_1,1 (vgl. S. 197), so 
lapt sich die Behandlung der vorgclegten Gleichung auf eine 
Gleichungskette f,(z) = 0, f,(#) = 0,..., f,(¢) = 0 von folgender 
Beschaffenheit zuriickfiihren: Jede dieser Gleichungen ist in dem 
Korper P, nachdem man ihm sémtliche Wurzeln der vorauf- 
gehenden Gleichungen adjungiert hat, irreduzibel und besitet eine 
einfache Gruppe, die mit den sukzessiven Faktorgruppen ©/6,, 
G,/G.,,..., ©, _,/G,_,, G,_, holoedrisch isomorph ist. Die Ga- 
‘loissche Gruppe der vorgelegten Gleichung reduziert sich nach 
Adjunktion der Wurzeln der Hilfsgleichungen sukzessiv auf 
G,, G,...,G,_,, 1. Infolge des voraufgehenden Korollars b) 
sind die Hilfsgleichungen in dem Korper, dem ihre Koeffizienten 
angehéren, rationale Resolventen von f(z) = 0. Man kann die 
Hilfsgleichungen im besonderen stets so wiihlen, dap sie sdmtlich 
Normaigleichungen sind, infolgedessen thre Grade gleich den Ord- 
nungen ihrer Galoisschen Gruppen werden und die Adjunktion 
je emer einzigen ihrer Wurzeln geniigt. 

Fiir eine verdnderte Wahl der Hilfsgleichungen gilt folgendes 
Theorem: Es seien f,(z) = 0, fA(¢)=0,...,f,() = 0 irgend- 
welche Gleichungen ohne mehrfache Wurzeln von folgender Be- 
schaffenheit: f,(¢) = 0 habe Koeffizienten aus P und eine ein- 
fache Galoissche Gruppe I. Die Gleichung /,(¢) = 0 habe 
Koeffizienten aus dem durch Adjunktion aller Wurzeln von 
f, (2) = 90, f(z) = 0,..., -1(2) =0 erweiterten Kérper P und 
in diesem Oberkérper, dem ihre Koeffizienten angehdren, eine 
einfache Galoissche Gruppe I;. Reduziert sich die Galoissche 


4 


Gruppe © von f(4)=0 durch Adjunktion aller Wurzeln von 
f,(¢) = 9, f(z) = 0,...,f,(@) = 0 


auf die Hinheit, d. h. driicken sich die Wurzeln von f(z) = 0 
rational durch die von f,(¢) = 0, f,(z) =0,..., (4) =0 mit 
Koeffizienten aus P aus, so kommen unter den A Gruppen Jj, 
[,,..-, ©, v Gruppen vor, die mit den Faktorgruppen 


G/G,, 6 /G,, me ae) 6, _»/G,_1, 6,35 


vielleicht nur in anderer Reihenfolge, holoedrisch isomorph sind. 
Durch Herbeiziehen beliebiger Hilfsgleichungen, deren Wurzein 
akzessorische Irrationalititen sind, wird niemals das Auftreten 
der mit den Faktorgruppen &/G,, ©,/G., ..-, 6,_2/G,_1, G1 
isomorphen Gruppen vermieden: diese miissen stcts, nur médglicher- 
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weise in verschiedener Reihenfolge, auftreten. Ist v =i, so sind — 
alle irreduziblen Faktoren von f,(z) = 0, fa(#) = 0,...,f,(¢)=0 
rationale Resolventen von f(z) =0 (Holder, Math. Ann. 34, 
49 (1889)). 
Unter einer allgemeinen Gleichung 
ae" + a,2*-1+---+a,=0 
vom n" Grade versteht man eine solche, bei der die Koeffizienten 
py, ,.-.,4, Willktirliche Variablen sind. Der Kérper P, in 
dem die allgemeine Gleichung mn" Grades betrachtet wird, muB 
alle rationalen Funktionen von a), @,, @,,--., 4, enthalten. Die 
Koeffizienten dieser Funktionen kénnen entweder ausschlieBlich 
als gewdhnliche rationale Zahlen angenommen oder als Zahlen 
eines beliebigen Zahlkérpers oder noch allgemeiner als irgend- 
welche Zahlen vorausgesetzt werden. Im letzteren Fall enthilt 
der Kérper P auSer den Unbestimmten a), a,,@,...,@, alle 
numerischen GréBen. Die Galoissche Gruppe der allgemeinen 
Gleichung n®” Grades ist die symmetrische Gruppe n*" Grades 
der Ordnung n!. In dem durch Adjunktion der Quadrat- 
wurzel aus der Diskriminante erweiterten Korper reduziert sich 
die Galoissche Gruppe auf die alternierende Gruppe n*” Grades 


/ ‘ 
der Ordnung ~, die fir n> 4 einfach ist. Fiir n> 4 ist die 


allgemeine Gleichung n®*" Grades nicht mehr algebraisch auflés- 
bar. (Vgl. S. 252.) Fir die Falle n= 4 und n= 3 ygl. § 8. 

Ist f(z) = 0 die allgemeine Gleichung n‘" Grades, so sind 
ihre Wurzeln ebenso wie die Koeffizienten als willkiirliche 
Variablen anzusehen. Eine zu einer Untergruppe , der Galois- 
schen Gruppe der Ordnung »! zugehérige natiirliche Irrationali- 
tit (o,,%,,...,,) ist alsdann nichts anderes als eine zu der 
Gruppe §, zugehdrige rationale Funktion g(a,, @,.-.-,%) der 
m Variablen o,,0,,...,0,, die bei allen Permutationen von §, 
und keinen weiteren formal ungedndert bleibt. Nimmt die 
Funktion g bei den Permutationen der symmetrischen Gruppe 
die 9 Werte 9,= 9, 9,--:, Po an, So ist die Resolvente 

Dt) = (¢— 9) ($—)--.—H,) = 0 

mit der auf §. 280 definierten transformierten Gleichung iden- 
tisch. Auf diese Weise ordnen sich die Betrachtungen auf 
S. 217 und 8, 221 der allgemeinen Galoisschen Theorie unter. 
Im besondern geht aus dem von Galois verallgemeinerten 


Lagrangeschen Satz (vgl. S. 301) der Lagrangesche Satz 
(vgl. S. 221) hervor. 
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Eine Gleichung " Grades, deren Galoissche Gruppe die 
symmetrische Gruppe mn" Grades ist, hei8t nach Kronecker 
(Festschrift, § 12, Journ. f. Math. 92 (1882), Ges. Werke 2, 
287) cine Gleichwng ohne Affekt. Da®B nicht nur die allge- 
meine Gleichung n“*" Grades affektlos ist, sondern auch spezielle 
Gleichungen mit numerischen Koeffizienten existieren, die eben- 
falls affektlos sind, besagt der Satz von Hilbert (Journ. f. 
Math. 110, 128 (1892), Weber, Algcbra 1, 652, E. Maillet, 

Journ. de math. (5) 5, 205 (1899), M. Bauer, Journ. f. Math. 
182, 33 (1907)): In jedem beliebigen, durch eine algebraische 
Zahl bestimmten Kérper kann man stets Gleichungen von ge- 
gebenem Grade n konstruieren, deren Koeffizienten gewdhnliche 
rationale Zahlen sind und deren Galoissche Gruppe in eben 
jenem Korper (also a fortiori im absoluten Rationalitdtsbereich) 
die symmetrische Gruppe n®" Grades ist, und ebenso solche, deren 
Galoissche Grvvpe in jenem Kéorper die alternierende Gruppe 
yn Grades ist. 
S Ist n> 4, so gibt es fiir eine Gleichung n*” Grades, deren 
Galoissche Gruppe die symmetrische Gruppe ist, abgesehen von 
Resolveniten zweiten Grades, keme rationalen Resolventen von 
miedrigerem als n*™ Grade. Diese sind, abgesehen von n= 6, 
Tschirnhausenresolventen der urspriinglichen Gleichung. (Vgl. 
das Bertrandsche Problem auf 8.216.) Fir n= 4 gibt es 
rationale Resolventen dritten Grades, vgl. die Gleichungen (3) 
und (3”) auf 8. 287 und 288. 

AuBer den im § 1 genannten Lehrbiichern, dem Enzykio- 
padieartikel von Hilder und den in diesem Paragraphen zitierten 
Schriften vgl. man fiir die Galoissche Theorie noch die Dar- 
stellungen von Bachmann, Math. Ann. 18, 449 (1881), Bolza, 
Am. J. math. 18, 59 (1891), Math. Ann. 42, 253 (1893), 
Pierpont, Annals of math. (2) 1, 113 u. 2, 22 (1900), Mertens, 
Sitzungsb. d. Wiencr Akad. 111, Abt. Ila, 17 (1902). 
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Eine Gleichung f(z) = 0 mit lauter verschiedenen Wurzeln 
und mit Koeffizienten aus einem Kérper P heiBt eine Abelsche 
Gleichung (praziser eine im Kérper P Abelsche Gleichung), 
wenn sich alle ihre Wurzeln als rationale Funktionen einer ein- 
zigen, z. B. o, mit Koeffizienten aus P ausdriicken lassen und 


auBerdem stets 
O,( O, (04) = @,(O,(0,)) 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufi. 20 
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ist, wenn 9,(a,) und @,(a,) zwei beliebige Wurzeln von f(z) = 0 
sind. @,(a,) und @,(c,) bedeuten rationale Funktionen von a, 
mit Koeffizienten aus P. 

Die Galoissche Gruppe eimer Abelschen Gleichung ist eine — 
Abelsche Gruppe (vgl. S. 202). Jede irreduzible Gleichung, 
deren Galoissche Gruppe eine Abelsche Gruppe ist, ist eine 
Abelsche Gicichung. WLa8t man den Zusatz irreduzibel fort, so 
gilt nur das Theorem: Jeder irreduzible Faktor der linken Seite 
einer Gleichung mit kommutativer Galoisscher Gruppe ist 
eine Abelsche Gleichung. Hine reduzible Gleichung mit kom- 
mutativer Galoisscher Gruppe braucht némlich nicht so be- 
schaffen zu sein, daB sich alle ihre Wurzeln rational durch 
eine von ihnen ausdriicken lassen. C. Jordan, Traité, p. 287 
bezeichnet jede Gleichung mit kommutativer Galoisscher Gruppe 
als eine Abelsche Gleichung. Die oben gegebene engere Defi- 
nition ist die urspriingliche Abels (§ 4 seiner fundamentalen 
Arbeit, vgl. oben 5. 253). 

Kine Gleichung n”” Grades mit » verschiedenen Wurzeln 
und mit Koeffizienten aus-einem Kérper P heiBt eine einfache 
Abelsche Gleichung, wenn sich ihre Wurzeln in der Form 

%, %= O(a), o; = O(a.) — 67(a,), SG 
O, = O(c, 1) = O~*(a), O(a) = O"(@) = a 

ausdriicken lassen, wobei @(qa,) eine rationale Funktion von a, 
mit Koeffizienten aus P bedeutet. Die Galoissche Gruppe einer 
eimfachen Abelschen Gleichung n®" Grades mit den n Wurzeln 
1, %,...,a, besteht entweder aus einer zyklischen Permutation 
C= (a, @,..., &,) und thren Potenzen oder aus den Permutationen 
1, C*, C?%,..., CY—*, wobci n= ef ist. Im ersten Fall ist 
die Gleichung irreduzibel, im zweiten Fall zerfdlli thre linke Seite 
in e trreduzible einfache Abelsche Gleichungen des Grades f. 

Umgekehrt: Hine Gleichung n® Grades, deren Galoissche 
Gruppe aus der durch die zyklische Permutation C = (cr, , %, ++ %,) 
und ihren Potenzen erzeugten Gruppe oder einer ihrer Unter- 
gruppen besteht, ist eine einfache Abelsche Gruppe. 

Hine rationale Funktion von  beliebigen GréBen a,, a, ..., a, 
die bei Anwendung der zyklischen Permutation C = (0, a, ...; % 
formal ungeindert bleibt, hei8t eine zyklische Funktion der n Gripen 
rs Og 515 sins Cas 

Aus den beiden letzten Satzen folgt: Kine Gleichung n*" 
Grades mit n verschiedencn Wurzeln und Koeffizienten aus einem 
Kérper P ist dann und nur dann eine einfache Abelsche Glei- 
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chung, wenn sich thre Wurzeln in eine solche Reihenfolge bringen 
lassen, daB ihre zyklischen Funktionen mit Koeffizienten aus P 
dem Kérper P angehiren. Die einfachen Abelschen Gleichungen 
werden daher auch als zyklische Gleichungen bezeichnet. 

Ist ¢ eine beliebige n° Finheitswurzel (vgl. § 12), so ist 


(oe, + 809+ 87a, +--+ + eta ta,:)* 

im Korper der n= Einheitswurzeln eine zyklische Funktion der 

n GréBen o,, %,...,0,. Fir eine einfache Abelsche Gleichung 

mit Koeffizienten aus P und Wurzeln a,,0,,..., 0, ist dem- 
~ nach diese GréBe eine in dem durch Adjunktion der n*" Ein- 
_heitswurzeln erweiterten Kérper P gelegene bekannte Zahl 0. 

Die fiir den erweiterten Kérper natiirliche Irrationalitat 

ot, ft dtg + ea +--+ + + emily 

der Gleichung f(z) = 0 wird als ihre Lagrangesche Resolvente?) 

(Lagrange, Guvres 3, 331) bezeichnet. Man findet sie durch 

_ Ziehen der n*™ Wurzel aus’b. Wahlt man fiir ¢ eine primitive 
n® Kinheitswurzel von der Beschaffenheit, daB b nicht ver- 

-schwindet, so lassen sich die Wurzela einer einfachen Abel- 
schen Gleichung in dem durch Adjunktion der x‘ Einheits- 
wurzeln erweiterten Kérper durch Ausziehen einer einzigen n‘? 

- Wurzel, nimlich derjenigen aus der GréSe 0b, finden (Abel, a. 

a. O., § 3). Ist m = p* eine Primzahlpotenz, so kann man stets 

eine derartige primitive p**° Einheitswurzel angeben, daB 6 von 

~ Null verschieden ist. Wegen der fiir 6 =O vorzunehmenden 
Modifikation vgl. Weber, Algebra 1, 589. Stets gilt der Satz: 
Alle Wurzeln ciner im Korper P einfachen Abelschen Gleichung 
‘lassen sich bestimmen, indem man dem Korper P eine primitive n® Hin- 
heitswurzel adjungiert und auferdem eine n® Wurzel aus einer 
einzigen Gripe zicht. 

Sind zwei Wurzeln einer irreduziblen Gleichung vom Prim- 
zahlgrad in einem derartigen Verhiltnis, daB man die eine rational 
durch die andere. ausdriicken kann, so ist die Gleichung eine irre- 
duzible einfache Abelsche Gleichung. Normalgleichung vom Prim- 
zahlgrad und irreduzible einfache Abelsche Gleichung sind identische 
Begriffe (Abel, a. a..0., § 3). 5; 

1) Unter Umstinden nennt man auch eine Wurzel einer Reso!- 

_ventengleichung eine Resolvente, daher der Name ,,Lagrangesche 
Resolvente". Diese gentigt der Gleichung 2” = 0, die in dem durch 
Adjunktion von s erweiterten Kérper (P, «) eine rationale Resolvente 
der vorgelegten einfachen Abelschen Gleichung im Sinne der Be- 


zeichnung auf §. 300 ist. 
20” 
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Eine einfache Abelsche Gleichung mit reellen Koeffizienten, — 


bei welcher der zugrunde liegende Kérper P nur aus lauter 


reellen Zahlen besteht, hat entweder nur reelle oder nur ima- 


gintre Wurzeln. Der erste Fall tritt stets ein, wenn die Glei- 
chung ungeraden Grades ist. Zur Lésung einer einfachen 
Abelschen Gleichung n‘*? Grades mit zugrunde liegendem reellem 
Kérper P ist die Adjunktion einer primitiven " Hinheitswurzel, 
das Ausziehen einer Quadratwurzel aus einer positiven Zahl 
und die Teilung eines Winkels in m gleiche Teile erforderlich 
(Abel, a. a. O. § 3). Die Vereinfachung gegeniiber den ein- 
fachen Abelschen Gleichungen, bei denen der Kérper P auch 
imaginire Zahlen enthalten kann, liegt darin, da bei jenen 
auBer der Kenntnis einer primitiven n°" Einheitswurzel noch 
eine n° Wurzel aus einer GréBe der Form oe (cosy + ising) 
zu ziehen ist und dies das Ausziehen einer °* Wurzel aus 
der positiven GréBe 9 und die Teilung eines Winkels in m gleiche 
Teile erfordert. 

Da jeder irreduzible Faktor einer Abelschen Gleichung 
wiederum eine Abelsche Gleichung ist, kann man sich auf die 
Betrachtung der irreduziblen Abelschen Gleichungen beschranken. 
Jede irreduzible (auch nicht einfache) Abelsche Gleichung ist 
eine Normalgleichung; daher ist die Ordnung ihrer Galois- 
schen Gruppe gleich dem Grade » der Gleichung. Ist © die 
Galoissche Gruppe einer irreduziblen Abelschen Gleichung des 
Grades », so kann man fir die Abelsche Gruppe @ ein System 
von o erzeugenden Basiselementen A,, A,,..., A, der Ordnungen 
91 92) -++5 Gq Aerartig auswahlen, da8 das Produkt g, g,...9, =n 
wird (vgl. 8. 202). Wahlt man alsdann o zu den durch 


PAS} Age ay Apdy Cpe A, ony Aan CA, 


erzeugten Gruppen zugehérige natiirliche Irrationalitaten, so ge- 
niigt jede von ihnen einer irreduziblen einfacken Abelschen 
Gleichung des Grades g, bzw. gg,---,; 95, Wie aus den Ergeb- 
nissen auf S. 300 folgt. Hieraus ergibt sich der Satz: Die 
Wurzeln jeder beliebigen irreduziblen Abelschen Gleichung n* 
Grades mit Koeffizienten aus P lassen sich als rationale Funk- 
tionen mit Koeffizienten aus P von Wurzeln irreduzibler ein- 
facher Abelscher Gleichungen mit Koeffizienten aus P darstellen, 
bei denen das Produkt der Grade gl ‘ch n ist. 


Da man die Basis einer Abelschen Gruppe (vgl. 8. 203) 
verschieden wihlen kann, so ergeben sich folgende Sitze: 
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I. Die Auflisung einer irreduziblen Abelschen Gleichung 
des Grades n mit der Galoisschen Gruppe © kann auf die 
 Auflésung einer Rethe nebeneinander zu lésender irreduzibler 
einfacher Abelscher Gleichungen der Grade p,%, p,%,..., P70 
mit Koeffizienten aus dem der Betrachtung gugrunde liegenden 
Kérper reduziert werden; hierbei ist n= p,%p,”...p,%, und 
Py, Po,-+-,p, bedeuten Primzahlen, die unter Umstinden nicht 
alle voneinander verschicden sind und deren Anzahl alsdann 
groBer als die Zahl der in n enthaltenen verschiedenen Prim- 
zahlen ist. 

IT. Die Auflisung einer irreduziblen Abelschen Gleichung 
des Grades n laBt sich auf die Aufliésung einer Reihe neben- 
einander zu ldsender, irreduzibler einfacher Abelscher Glei- 
chungen mit Kocffizienten aus dem der Betrachtung zugrunde 
hegenden K6rper reduzieren, so dap der Grad einer jeden Glei- 
chung dieser Reihe teilbar durch den Grad der folgenden Glei- 
chung-oder thm gleich wird und das Produkt der Grade aller 
— Gleichungen gleich der Zahl n ist. Die Anzahl der Gleichungen 
ist gleich dem Range der Gruppe (vgl. S. 203). 

Die Behandlung einer beliebigen Abelschen Gleichung ist 
demnach auf diejenige einfacher Abelscher Gleichungen zuriick- 
fiihrbar. Da diese zur Loésung nur eine Wurzelausziehung und 
Kenntnis der Einheitswurzeln erfordern, die sich ebenfalls durch 
Radikale darstellen lassen, so folgt: Jede Abelsche Gleichung 
ist algebraisch auflésbar (Abel, a. a. O. § 4). 

Die Wurzeln jeder im Kérper P arreduziblen Abelschen 
Gleichung n®" Grades lassen sich mit Hilfe einer Wurzel « der 
Gleichung in die Form 


(A) @,4 0%... 0,2 («) 


bringen, so daB in dieser Form jede Wurzel der Gleichung einmal - 
und auch nur einmal erscheint, falls h,die Zahlen 0,1,2,...,9,—1 
durchlduft. Die mit einander verlauschbaren ©, bedeuten die Ope- 
‘rationen einer rationalen Funktion mit Koeffizienten aus P und 
die Zahl h, die h,-fache Wiederholung ((=1,%-.40); g, ist die 
kleinste Zahl, fiir die ©,%(«) = 1 ist. Nennt man 9, 99,--+) Io 
die Wiederholungszahlen, so gilt folgender Satz: Jeder Basis der 
Galoisschen Gruppe © einer irreduziblen Abelschen Gleichung 
entspricht eine Darstellung der Gleichungswurzeln in der Form (A), 
so dap die Wiederholungszahlen mit den. Ordnungszahlen der 
Basiselemente tibereinstimmen. 

Jede irreduzible Abelsche Gleichung, deren Grad keine 
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Primzahl ist, ist als Normalgleichung imprimitiv, da ihre Galois- 
sche Gruppe als regulire Gruppe imprimitiv ist (vgl. 8. 212). 
Die Auflisung einer irreduziblen Abelschen Gleichung vom Prim- 
gahlpotenzgrad p* kann auf die von t nacheinander zu lisenden 
irreduziblen Abelschen Gleichungen vom Primzahlgrad p redu- 
giert werden. 

_ Satz von Kronecker (Monatsb. d. Berl. Akad. (1853), — 
373, ebenda (1877), 849, Weber, Algebra 2, 762, Hilbert, 
Math.-Ver. 4, Die Theorie der algebraischen Zahikorper, Kap. 23, 
Mertens, Journ. f. Math. 131, 87 (1906), Weber, ebenda 
132, 167 (1907), Math. Ann. 67, 32 (1909)): Alle Wurzeln 
Abelscher Gleichungen mit ganzzeahligen Koeffizienten sind ratio- — 
nale Funktionen von Hinheitswurzeln mit rationalen Zahlenkoeffi- 
gienten, und alle rationalen Funktionen von Hinheitswurzeln mit 
rationalen Zahlenkoeffizienten sind Wurzeln ganzzahliger Abel- 
scher Gleichungen. Anders ausgedriickt: Jeder durch eine irre- 
duzible Abelsche Gleichung aus dem natiirlichen Rationalitéts- 
bereich hervorgehende Zahikérper ist ein Kreisteilungskérper, d. h. 

2 ni 
cin durch eine Hinheitswurzel e ™ erzeugter Korper oder ein in 
diesem Korper enthaliener Unterkérper, und jeder Kreisteilungs- 
kérper ist cin Abelscher Kérper. 

Ebenso wie nach dem voraufgehenden Satz die Exponential 
funktion ¢?”*® fiir rationale Werte des Arguments m mit den 
Abelschen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten verkntipft 
ist, trifft dies auch fiir die elliptische Modulfunktion, z. B. die 
Invariante j(w), zu, wenn wo Wurzel einer ganzzahligen quadra- 
tischen Gleichung mit negativer Diskriminante ist. Eine derar- 
tige Modulfunktion hei8t nach Kronecker singuldr. Hine sin- 
guldre Invariante j(@) geniigt einer irreduziblen Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienien, der sogenannien Klassengleichung, die 
auch noch in dem durch Adjunktion der Quadratwurzel aus der 
Diskriminante der quadratischen Gleichung erweiterten Kérper 
arreduzibel bleibt und dann eine irreduzible Abelsche Gleichung 
_ ast. Da die singuléren elliptischen Modulfunktionen durch 
Worzelzeichen ausdriickbar sind, was aus der Natur der Klassen- 
gieichuug, eine ,.relativ Abelsche“ Gleichung zu sein, folgt, 
ahnte bereits Abel, vgl. die Bomerkungen von Sylow in 
Abels lwres 2, 316; den ersten Beweis gab Kronecker, 
Monatsb. d. Berl. Akad. (1857), 455, (1862), 363 und (1877), 
851. Eine zusammenfassende Darstellung mit zahlreichen Lite- 
raturnachweisen findet man in Webers Artikel ,,Komplexe 
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_ Multiplikation“, Enzyklopddie der math. Wiss. 1, 716 und in 
dem dritten Buche des dritten Bandes seiner Algebra. Vel. 
auch F. Klein, Ausgewdhlie Kapitel der Zahlentheorie, Auto- 
graphierte Vorlesungen, Gottingen 1896. Es gilt auch umge- 
kehrt folgender Satz, Kroneckers_,,liebster Jugendtraum“ 
(Brief von Kronecker an Dedekind, verdff. von Frobenius, 
 Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1895), 115): Alle in einem imagindren 
quadratischen Kérper Abelschen Gleichungen lassen sich durch die 
_ Kéorper der singuldren Moduln und durch die Kreisteilungskérper 
_ lésen. Einen Beweis hat zuerst Fueter, Journ. f. Math. 132, 
- 255 (1907) geliefert; vgl. auch Fueter, Gdttinger Diss. (1903). 
- Eine Ausdehnung dieser Untersuchungen ist der von Hilbert, 
(Gott. Nachr. (1898), abgedr. Acta math. 26, 99 (1902)) and 
Furtwangler (Math. Ann. 68, 1 (1907)) sfammnende Nachweis 
der Existenz eines Klassenkérpers fiir einen beliebigen algebra- 
- ischen Grundkérper P, der im einfachsten Fall der obige ima- 
_ gindre quadratische Kérper ist. Dieser allgemeine Klassenkérper 
wird durch eine im Kérper P Abelsche Gleichung mit Koeffi- 
zienten aus P oder aus einem in diesem Kérper enthaltenen 
Unterkirper definiert. 


§ 12. Die Hinheitswurzeln. Die Kreisteilungsgleichung. 
GauBsche Summen. Reine Gleichung. 

Alle, Wurzeln der Gleichung 2? =1 heiBen n® Einheits- 
wurzeln; sie sind simtlich voneinander verschieden und werden, 
wenn k die Werte 0,1,2,...,m—1 durchlduft, in der Form 
5; Qkxa ee PAK 
&, = COS — + 7 sin as gegeben. 

Die Bilder der GréBen ¢, in der sog. GauBschen Ebene 
der komplexen Zahlen liegen auf einem Kreise mit dem Radius 
Eins und bilden ein regulires n-Eck, dessen erster Kckpunkt 
sich auf der Achse der reellen Zahlen befindet; die Teilung des 
Kreises in m gleiche Teile hangt demnach von der Lésung der 
Gleichung 2”= 1 ab. 

Befriedigt « die Gleichung 2"=1, so ist auch & eine n® 
Kinheitswurzel, wenn m irgendeine ganze positive oder negative 
Zahl einschlieBlich der Null ist. Das Produkt zweier beliebiger 
nm Einheitswurzeln ist wiederum eine n® Hinheitswurzel. 

Ist ¢ zugleich n® und m® Einheitswurzel, so ist es auch d® 
Einheitswurzel, wenn d der grifte gemeinsame Teiler von n 


und m ist. 
Die Summe s, der k*" Potenzen aller n@" Hinheitswurzeln ist 


oS 
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Null, auger wenn k durch n teilbar ist. Ist k durch n teilbar, — 
so ist 5,= Nn. 

Eine n® Einheitswurzel heipt eine primitive n* Einheits-— 
wurzel, wenn « keiner Gleichung 2” = 1 geniigt, wobei m < n ist. 
Eine nicht primitive mn‘ Einheitswurzel heiBt eine imprimitive 
n® Einheitswurzel. 

Eine charakteristische Eigenschaft eimer primitiven ni‘ EHin- 
heitswurzel ¢ ist, daB ihre Potenzen ¢, e*, e°,..., &" sdimtliche ver- 
schiedene n® Einheitswurzeln ergeben. Durch Potenzieren einer 
imprimitiven n®” Einheitswurzel erhdlt man niemals sdmtliche ni 
Einheitswurzeln. 

Jede imprimitive n® Hinheitswurzel geniigt ciner Gleichung 
Z™=1,. wobei m ein Divisor von n ist. Umgekehrt ist jede 
Wurzel von. z"=1, wenn m ein Teiler von n ist, eine impri- 
mitive n® Einheitswurzel. Jede imprimitive n® Hinhettswurzel ist 
primitive m” Einheitswurzel, wobei m ein gewisser Divisor 
von n ist. 

Die Gleichung 2" = 1 hat soviel primitive n® Einheitswurzeln, — 
wie die Anzahl y(n) derjenigen ganzen positiven Zahlen betrigt, 
die kleiner als n und relativ prim zu n sind. Ist p eine Prim- 
zahl, so ist jede Wurzel der Gleichung 2 =1, ubgesehen von 
der Zahl 1, primitive p® Einheitswurzel. Es ist p(p)=p—1. 

Ist AO die k® Potenz a Primzahl p, so findct man alle 
Wurzeln der Gleichung @*=1, indem man je eme Wurzel 
1, @y,..+, 0, der k Gleichungen cP = 1, 2? = w,, 2 = ay,..., 
2 = 0, _, wahlt wnd das Produkt ,.0,..., bildet. Dann 
und nur dann, wenn ow, eine primitive p® Finuaanne! ist, d. h. 
0,=- 1, ist das Produkt w,.w ..., eine primitive p** Einheits- 
wurzel. Es ist p(p*) = p*-1(p — 1) =p (1 _ a . 

Ist n= p+ ps... ph, wobei p,, py, ..-, p, lauter unterein- 
ander verschiedene Primzahlen sind, so findet man alle Wurzeln 
der Gleichung 2”*=1, ee man je em Wurzel 1, dg,..., 4, der 
Gleichungen ght — i ges dace gut — 1 wihlt und ihe Pro- 
dukt hy. dg... A, bildet. Dieses Produkt stellt dann und nur 
dann Gee bprombce n® Einheitswureel dar, wenn alle Grépen 
Ais 4ey-+-y 4, primitive p,® baw. pe, ..., p,"” Einheitswurzeln 
sind. Es ist 9(n) = 9(p,%) p(p2*) ... p(B) = 

Lelie yi. fa . pit —=)( —=).+-(1—<). 

DPy** Dg pyri Py, 1 Ps 1 P, 

Ist & eine primitive n® Einhcitswurzel, so sind, wenn k zun 
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relatiw prim ist, alle k" Potenzen von « und auch nur dicse 
Potenzen primitive n® Hinheitswurzeln. 
Die Summe aller primitiven n*” Einheitswurzeln wird mit 
u(m) bezeichnet. Ist n durch das Quadrat einer Primzahl teil- 
bar, so hat die zahlentheorctische Funktion u(n) den Wert 0, ist 
n das Produkt von t verschiedenen Primzahlen, so hat u(n) den 
Wert (— 1)’; w(1) ist gleich +1. (Moebius, Journ. f. Math. 9, 
109 (1832), Ges. Werke 4, 595, Mertens, Journ. f. Math. 77, 
_ 289 (1874). 
Die y(n) primitiven n“™ Einheitswurzeln geniigen der Glei- 
chung p(n)" Grades: 


| eae — 1) 0; 


hierbei ist das Produkt tiber alle Teiler t von n, einschlieBlich 
n und 1, eu erstrecken, und w(t) bedcutet die oben definierte 
_zahlentheoretische Funktion. Die Gleichung Z,=0O hat ganz- 
_gahlige Koeffizienten; sie ist im absoluten Rationalitatsbereiche 
irreduzibel, und bleibt es auch noch bei Adjunktion einer primitiven 
gq" Einheitswurzel, falls n und q relativ prime Zahlen sind. 
(Kronecker, Journ. de math. 19, 192 (1854), Ges. Werke 1, 
92, Journ. f. Math. 100, 79 (1887)). 

Da die sukzessiven Potenzen jeder Wurzel der Gleichung 
Z, = 0 alle m Wurzeln der Gleichung 2*= 1 liefern, von der 
die Teilung des Kreises in m» gleiche Teile abhingt, heiBt die 
Gleichung Z,=0 die Kreisteilungsgleichung. 

Fir eine Primzahl m = p lautet die Kreisteilungsgleichung: 


n 
t 


gP—1 


a en eT = 0. 


Fiir eine Primzahlpotenz m = p* lautet dié Kreisteilungs- 
gleichung 


oi 


"hia 


= ge—eF-* 4 p(p— 2a 1 mayo t 4. geht 4 4 oe), 


Ist n = p,h- py... p* (p,, Poy+» +; P, Verschiedene Prim- 


zablen), so ist 
ae a eres 


z= HT (—1)"° = : : : Signy 
(gay) fas) ames) cee 
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Die Diskriminante der Gleichung Z, =O hat den Wert 


9m) 
(= 1) nl Dees ; 
7 (ORES IORI IC = wobei @ die oben eingefiihrte zahlen 
p,? (P1) + Po? (Pa) 2. pple 


théoretigche Punkin bedentet. (Vgl. die elementare Ableitung 
von Rados, Journ. f. Math. 181, 49 (1906)). 

Die Irreduzibilitit der Gleichung Z,—0 im absoluten 
Rationalitatsbereich hat zuerst Gau8 (Disquisitiones arithmeti- 
cae (1801), Art. 341) bewiesen. Andere Beweise stammen von 
Kronecker, Journ. f. Math. 29, 280 (1845), Journ. de math. 
(2) 1, 399 (1856), Ges. Werke 1, 1 und 99, Schoenemann 
und Eisenstein (Schoenemann, Journ. f. Math. 32, 100 
(1846), Hisenstein, ebenda 39, 166 (1850), Schoenemanns 
Reklamation, ebenda 40, 188 (1850), a. a. O. Zeile 8 v. u. ist 
32, § 61 zu lesen). Die Irreduzibilitit von Z,k =O im abso- 
luten Rationalititsbereich bei Serret, Journ. de math. 16, 296 
(1850). DaB die Gleichung Z,—0 fir beliebiges n im abso- 
luten Rationalititsbereich irreduzibel ist, und es auch sogar 
bleibt, wenn eine Wurzel einer ganzzahligen irreduziblen Glei- 
chung adjungiert wird, deren Diskriminante zu mn relativ prim 
ist, hat Kronecker (Journ. de math. 19, 177 (1854), Ges. 
Werk 1, 75, Journ. f. Math. 100, 79 (1887)) zuerst bewiesen. 
Andere Beweise der Irreduzibilitit von Z,— 0 fiir beliebiges n 
stammen von Dedekind, Journ. f. Math. 54, 27 (1857), 
Arndt, Journ. f. Math. 56, 178 (1859), Lebesgue, Journ. 
de math. (2) 4, 105 (1859). 

Die Kreisteilungsgleichung Z, = 0 ist eine irreduzible Abel- 
sche Gleichung. Ihre Galoissche Gruppe ist eine transitive 
Abelsche Gruppe des Grades und der Ordnung y(n), die holo- 
edrisch tsomorph ist mit der Gruppe der Zahlklassen der zu n 
relativ primen Zahlen (vgl. 8. 203, Z. 10 v. u.). Die Gruppe 
ist dann und nur dann zyklisch, wenn n die Potenz einer un- 
geraden Primzahl, das Doppelte hiervon oder 2 oder 4 ist. Fir 
diese und nur fiir diese Werte der Zahl n ist die Kreisteilungs- 
gleichung eine irreduzible einfache Abelsche Gleichung. 

Aus dem Satz: ,,Eine Normalgleichung ist dann und nur 
dann durch Quadratwurzeln lésbar, wenn ihr Grad eine Potenz 
von 2 ist“, folgt: Die Wurzeln der Kreisteilungsgleichung Z, = 0 
sind dann und nur dann durch Quadratwurzeln darstellbar, wenn 
der Grad y(n) von Z,=0 eine Potenz von 2 ist. Da sich 
alle Wurzeln von 2*=1 durch Potenzieren einer beliebigen 


~ 
a 
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-primitiven n” Hinheitswurzel ergeben, folgt das Theorem von 

GauB (Disquisitiones arithmeticae, Art. 365, 366): Damit die 
Gleichung 2*=1 durch Quadratwurzeln lésbar sein soll, ist not- 
—wendig und hinreichend, dap n entweder gleich einer Primzahl 
der Form 2*+ 1 oder gleich 2™ oder gleich einem Produkt 
mehrerer verschiedener Zahlen dieser Formen ist. Dann -und 
nur dann, wenn sich die Gleichung z"=1 durch Quadratwurzeln 
_auflosen lapt, kann der Kreisumfang mit Zirkel und Lineal in 
mn gleiche Teile geteiit werden. Fiir dieselben Werte von 
kann auch der Umfang der Lemmniskate mit Hilfe von Zirkel 
und Lineal in m gleiche Teile geteilt werden (GauB, Disguisi- 
tiones arithmeticae, Art. 335, Abel, Recherches sur les fonctions 
elliptiques, Giuvres 1, p. 861, Eisenstein, Journ. f. Math. 39, 
~160, 224, 275 (1850), Schwering, Journ. f. Math. 107, 196 
(1890)). Eine Zahl der Form 2’ + 1 kann nur dann Primzahl 
‘sein, wenn h = 2* ist; jedoch sind nicht alle Zahlen der Form 
9% 44 Primzahlen. k= 0,1, 2, 3, 4 liefert die Primzahlen 
3, 5, 17, 257, 65537; hingegen erhilt man fiir k = 5 die Zahl 
2?) 4.1 = 4294967297, die durch 641 teilbar ist. Vermutlich 
existiert nur eine endliche Anzahl von Primzahlen der Form 
24.1. Die Gleichung 28—=1 hat die Wurzeln 


1 RE pe 
Poot. V3, 
die Gleichung z°= 1 besitzt die primitive Wurzel 
cos —* 4 isin = = + (1+ V5 +4+iV10 + 25), 


die Wurzeln der Gleichung z!’= 1 findet man in GauB8, Dis- 
quisitiones arithmeticae, Art. 354. Die Gleichung 27°’= 1 hat 
Richelot, Journ. f. Math. 9,1 (1832) behandelt. Fiir die 
Gleichung 2°°°57 — 1 vgl. Hermes, Gétt. Nachr. (1894), 170. 
Unterhalh 100 gibt es im ganzen 25 Zahlen, fiir die e”?9=1 
durch Quadratwurzeln lésbar ist, némlich m = 2, 3, 4, 5, 6, &, 
10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 
68, 80, 85, 96. 

Die geometrische Konstruktion des reguliren Siebzehnecks 
mittelst des Lineals und eines festen Kreises geben v. Staudt, 
Journ. f. Math. 24, 251 (1842) und Schroeter, ebenda 75, 
13 (1873), nach Mascheroni unter alleiniger Anwendung des 
Zirkels Gérard, Math. Ann. 48, 390 (1897). Die Konstruk- 
tion des reguliren 257-Ecks bei Pascal, Rend. Accad. di Na- 
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poli (1887). Fir nicht mittelst Zirkels und Lineals durchfibr- 


bare Falle der Kreisteilung, nimlich 7, 13 und 97 vgl. Pascal, 
Giorn. di mat. 25, 82 (1687), fir 19 und 37 Amaldi, ebenda 
30, 141 (1892). Fir die hier behandelten Fragen vgl. besonders 
Klein, Vortrdge iiber ausgewdhlte Fragen der Elementargeometrie, 
ausg. von Taegert, Leipzig 1895, und Enriques, Fragen der 
Elementargeometrie, Teil II, deutsch von Fleischer, Leipzig 
1907. 

Wir beschrénken uns darauf, von den Fallen, in denen die 
Kreisteilungsgleichung eine irreduzible einfache Abelsche Glei- 
chung ist (n = 2, 4, p*, 2p*, vgl. oben), denjenigen naher zu 
betrachten, fiir den m eine Primzahl ist. 


Ist » eine Primzahl, so lassen sich die Wurzeln der Gleichung 


ed 
ze—1 


in der Form a, O(a), O7(«),..., @?— (a) anordnen, hierbei ist « 
eine beliebige Wurzel, 6'(«) = a, und g bedeutet eine primitive 
Wurzel fiir die Primzahl p.*) 


p 
Da die Gleichung ; ars 


Zahlen einfache Abelsche Gleichung ist, kann thre Lésung be- 
werkstelligt werden (vgl. 8. 308) mittelst einer primitiven (p — 1)" 
Einheitswurzel, Teilung eines Winkels in p — 1 gleiche Teile und 
Ausziehung einer Quadratwurzel aus einer positiven Zahl, die hier 
die Zahl p ist (GauB, Disquisitiones arithmeticae, Art. 360). 
Zur weiteren Behandlung von = - = 0 hat GauB, Dis- 
quisitiones arithmeticae, Art. 343, die f-gliedrigen Perioden ein- 
gefiihrt. Sei » — 1 irgendwie in zwei ganzzahlige positive Fak- 


toren ¢ und f zerlegt. Ist « eine beliebige Wurzel der Gleichung 
2? 1 


= P-14 p-84...44=—0 


= 0 eime im Korper der reellen 


er ae 0, so heiBen die e Funktionen: 


qy me of atte gett ee gt Oe 0 gee 


die e Gaufschen f-gliedrigen Perioden. Die e Perioden sind 
Wurzeln der Gleichung e®" Grades: 


P= (1 — 1) (4 — m4) (n — ng) --- (9 = y~1) = 9. 
1) g heiBt eine primitive Wurzel fiir die Primzahl p, wenn die 


Zahlen g, g*, g°, ..., g?~1 bei ihrer Division durch p, yon der Reihen- 
folge abgesehen, die Zahlen 1, 2,..., p—1 ergeben. 
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Diese hat ganzzahlige Koeffizienten und ist eine im absoluten 
Rationalitdtsberecich irreduzible eimfache Abelsche Gleichung, Jede 
der Perioden ist also eine ganze rationale Funktion jeder anderen 
mit rationalen Zahlenkoeffizienten. Nach Adjunktion irgendeiner 
2? 4 
pL ae 


-Wurzel dieser Normalgleichung zerfallt die Gleichung 
in das Produkt der e Gleichungen: 


tam (= of) (e = eo") (¢ — 087)... (¢ — 94) 0, 
a (4=0,1,2,...,e—1) 


Die Koeffizienten jeder dieser e Gleichungen y,=0 sind 
lineare ganze Funktionen der e Perioden 1, 11,--+)N,-_1 mit 
ganzzahligen Koeffizienten, und jede dieser Gleichungen ist in dem 
durch Adjunktion der ePerioden erweiterten Kérper eine irreduzible 
einfache Abelsche Gleichung. LaBt sich die Zahl f irgendwie in 
zwei ganzzahlige Faktoren e’ und f’ spalten, so bilde man die 
-sog. f -gliedrigen Perioden: 


nk aes ee ae tre 4 gfe t ne ee og (OF — Net Ae 
(4=0,1,2,...e’— 1). 


Die GréBen ny, 1; +--) N»—1 gentigen einer Gleichung, deren 
Koeffizienten lineare ganze Funktionen von 1, 7,,.. +, %,_1 mit 
ganzzahligen Koeffizienten sind. Diese Gleichung ist in dem 
durch die Perioden 1m, 7,,.-,,-; erweiterten Kérper eine irre- 
duzible Abelsche Gleichung. Nach Adjunktion einer Wurzel 
dieser Normalgleichung zerfillt jede der e Gleichungen y, in 
é Gleichungen vom Grade f’. Jede dieser Gleichungen ist in 
dem durch 1, ',.--; 4, erweiterten Kérper eine irreduzible 
einfache Abelsche Gleichung. Dieses Verfahren 1&Bt sich fort- 
setzen, indem man f in Faktoren spaltet. Vgl. GauB, Dis- 
quisitiones arithmeticae, Art. 342—354. 

Die Galoissche Theorie liefert den Kern dieses Verfahrens. 


P—1 5 . 
Die Wurzeln der Gleichung > = 0 seien mit 


«= O(a) = oe? (= 0,1, 2,..4p—2) 


: P__4 
bezeichnet. Die Galoissche Gruppe & der Gleichung > =. 


wird von der zyklischen Permutation C = (a, o,, 0 ,-- +) %_9) 
und ihren Potenzen gebildet. Die Permutation C’ und ihre Po- . 
tenzen bilden eine Untergruppe ©, von & des Index e. Jede 
der ¢ Perioden 1, 1) Ne) +--) N¢-1 ist eine zu G, zugehdrige 
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natiirliche Irrationalitit. Die e¢ Perioden vertauschen sich bei. 
allen ©, nicht angehérigen Permutationen von © nur unter- — 
einander und gentigen daher einer irreduziblen Normalgleichung 
@® = 0, deren Galoissche Gruppe zu G/G, isomorph ist und 
sus der zyklischen Permutation 7’ = (19, "%) %g»+- +) %e—1) und — 
ihren Potenzen besteht. Adjungiert man m4) zum absoluten 
Rationalititsbereich, so reduziert sich die Galoissche Gruppe & 


pias 
unserer Gleichung -— =O auf die intransitive Gruppe ©, 


der Ordnung f. Ist f= e ‘f’, 80 erzeugt die Permutation Cs 
mit ihren Potenzen eine Untergruppe G, von ©, vom Index ¢; 
die Funktionen 7), ---) 71 sind zu ©, gtace natiir- 
liche Irrationalitaten, die sich bei allen 6, nicht angehérigen 
Permutationen von @, nur untereinander permutieren. 

Fiir eine ungerade Primzahl » kann man y—1 in das 


Produkt 2 - = ) zerlegen. Fir e= 2, f= 2 wird: 


to = & + a ol $e 4 ggP® 
ny = oF + of + + + a *, 
Die zwei GréBen 7). und 7, gentigen der quadratischen Glei- 
p-1 


lon fen awe aay 
Sosa = 0 mit ganzzahligen Koef- 


chung ® = y?+ 4 + 
fizienten. Es wird: 


No = LAG Dp, m=—4F Vi 1)? <p, 


a 
Durch Adjunktion von Ve 1) ? - p zum absoluten Ratio- 


-——# = 0 reduzibel und zerfallt in zwei 
—1 
a 

Bei 4, sind die Exponenten von « die quadratischen 
Reste, bei 7, die quadratischen Nichtreste unter den Zahlen 
s=p-1 


1, 2, ws ey  — 1 nach p.. Daher ist: m— m= DS (5 )e, 


wobei S) das Legendresche Symbol ist, das fee Wert +1 


nalititsbereich wird 


Faktoren des Grades Pp 
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-oder — 1 hat, je nachdem s quadratischer Rest oder Nichtrest 
der Primzahl p ist. 
Kin beriihmtes Problem, dem Gau8 (1811) (Ges. Werke 
2,9, deutsche Ausg. von E. Netto in Die sechs Beweise des 
_Fundamentaltheorems tiber quadratische Reste von Gauf in Ost- 
_walds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 122, S. 51) eine besondere 
Abhandlung gewidmet hat, ist die Bestimmung des Vorzeichens 
der oben auf der rechten Seite von 4,— 1, auftretenden Quadrat- 
_wurzel, die davon abhingt, welche Hinheitswurzel man fiir « 


2riu 
swahlt. Ist we ” , wobei u zu: relativ prim ist, und demnach 
: s=p—1 - 2QHi_s s=p-t ji 2Qrips 
No — 1 = (Fe P , so hat die Summe DIGP Pp, die 


s=1 e=1 
Pals 
man als GauBsche Summe bezeichnet, den Wert + (2) al 3 ) Vo; 
hierbei ist (£) das’ Legendresche Symbol und i=V—1. 
Mithin ergibt sich fir p= 1 (mod. 4) die Wertbestimmung 
(5) -//p und fir p=3 (mod. 4) gleich i(£) Vp. Die Gleichung 


(yp aE 4 ae WORE 

SG - (2) 8F) yp 
‘bleibt noch richtig, wenn p eine beliebige ganze, aber keine 
Primzahl mehr ist und ( ) das Jacobische Symbol bedeutet, 
das jedesmal, wenn.s und p einen gemeinsamen Teiler besitzen, den 
Wert 0 zu erhalten hat.*) e) ist dann ebenfalls das Jacobi-_ 
sche Symbol. Auch kénnen uw und p einen Teiler gemein haben; 
in diesem Fall ist (4) = 0 z nehmen. Eine Darstellung 


der in die Zahlentheorie gehdrigen Gau8schen Summen findet man 
bei Bachmann, Analytische Zahlentheorie, Leipzig 1894, 8.145. 


1) Sind s und p zwei relativ prime Zahlen und ist p in die 
Primzahlfaktoren p = p, p,p,... zerlegbar, so ist das Jacobische 
Symbol definiert durch 

@ 
Py)’ 


5 ele) kegs Gira 


die Legendreschen Symbole sind. 
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Weitere Angaben tiber Einheitswurzeln findet man in der & 


Monographie von Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung, 
Leipzig 1872, Weber, Algebra 1, 596ff, 2, 69 u. 736 und 
D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkorper, Math.- Ver. 
4 (1897), S. 325 (der Kreiskérper). Vgl. auch § 11, 8. 310. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit der Betrachtung der 
reinen Gleichung 2" =a, die auch als binomische Gleichung be- 
zeichnet wird. Ist m eine Primzahl p, so ist die Gleichung 
2 —a=O in jedem Korper P, der a enthalt, dann und nur 
dann reduzibel, wenn a die p®* Potenz einer Zahl aus P ist. 


Ist also die Gleichung z?—a reduzibel, so hat sie eine dem ~ 


Korper P angehérige Wurzel. (Abel, Gwores 1, 72, Jordan, 
Traité, p. 300, Mertens, Monatsh. f. Math. 2, 291 (1891), 
Kneser, Journ. f. Math. 106, 48 (1890)). 

Fiir beliebiges » gilt folgender Satz (Capelli, Rend. Ace. 
di Napoli, Dez. 1897, Febr. 1898, Math. Ann. 54, 602 (1901), 
Vahlen, Acta math. 19, 195 (1895), Wendt, Math. Ann. 53, 


450 (1900)): Die Gleichung 2" — a = 0 ist im einem beliebigen — 


Kérper P, der a enthdlt, dann und nur dann reduzibel, wenn a 
die h® Potenz einer Zahl aus P ist, wobei h ein Teiler von n ist, 
oder wenn n durch 4 teilbar und — a das Vierfache der vierten 
Potenz einer Zahl aus P ist. 

Ist a eine Wurzel der Gleichung 2” —a=0, so ergeben 
sich ihre sdimtlichen Wurzeln in der Form oo, = & % (¢=0,1,2,-..2—1), 
wobei € eine primitive n® Hinheitswurzel ist. Jede reine Glei- 
chung 2*—a=O ist in einem Korper, der die n®" Einheits- 
wurezeln enthdlt, eine Abelsche Gleichung. In dem kleinsten Korper, 
der die Gréfe a enthdlt*), ist die Gleichung 2*—a=0O so be- 
schaffen, daB sich alle thre Wurzeln als rationale Funktionen von 


2 5 : CN 
zwet geeigneten a), a, im der Form a; = (=)a, (¢=0,1,8,....n—1) _ 
0 : 


ausdriicken lassen. 


§ 13. Algebraisch auflésbare Gleichungen. 


Kine. Gleichung f(z) =O mit Koeffizienten aus einem 
Koérper P heiBt algcbraisch auflésbar (praziser eine im Korper P 
algebraisch auflésbare Gleichung), wenn sich ihre s&mtlichen 
Wurzeln aus den GréBen des Kérpers P durch eine endliche 
Anzahl von Wurzelausziehungen finden lassen. Man sieht sofort, 
da8 die Exponenten bei simtlichen Wurzelausziehungen als Prim- 


1) Also ohne Adjunktion von Einheitswurzeln. 


yo. 


ts Fete ae 
725 
, ~ iE. 
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zahlen angenommen werden kénnen. Weber, Algebra 1, 647 
nennt die auflésbaren Gleichungen, wie man eniiver statt alge- 
braisch auflésbar sagt, elas 

Die n Wurzeln o:,, c,,..., &, emer auflésbaren Gleichung lassen 
Sich stets in die Form: a, = 2 Cape Die 5 P59) he) 
bringen, wobei die n Funktionen r, ganze rationale Funktionen 
threr Argumente 1, Po; -- +) Py mit Koeffizienten aus dem der 
Untersuchung zugrunde liegenden Kérper P bedeuten. Die Gropen 
P1, Pg, -- +, Pz destimmen sich hierbei nacheinander durch eine 
Kette reiner Gleichungen: 9, = R,, 97 = R,(q,), 


ps? = Rs (91, %2),-- +) PIA = Ri Par e+ +) Pani) 


Die Zahlen t,, t2,..., t, bedeuten Primzahlen; die Gripen 
R, @=2,...,% sind ganze rationale Funktionen von 9, Qo) - ++) 
Q;_, mit Koeffizienten aus P, und R, ist eine dem Korper P 
angehorige Zahl. Man kann es stets so einrichten, daB die 
GréBen o,, G2, ---, 92, dh. die auftretenden Radikale, ganze 
‘rationale Funktionen der m Wurzeln von f(z) =O sind, und 
die Koeffizienten dieser Funktionen dem durch Adjunktion von 
Einheitswurzeln erweiterten Kérper P angehdren. Die Gripen 
Pi, Pay-- +) Py Sind also bei Zugrundelegung des Korpers P ak- 
zessorische Irrationalitdten, die aber in dem durch Adjunktion 
von Hinheitswurzeln erweiterten Korper natirliche Irrationalitdten 
sind. Abel hat in seiner grundlegenden Arbeit (vgl. oben S. 252, 
(Euores 1, 75) bei der Untersuchung der Form, die man den 
Radikalen @ bei algebraisch auflésbaren Gleichungen geben kann, 
das Auftreten der Hinheitswurzeln nicht betont; dies geschah 
erst durch Jordan (Zraité, p.270) und Kronecker (Monatsb. d. 
Berl. Akad. (1879), 206). DaB die bei der Lésung der Gleichungen 
dritten und vierten Grades auftretenden Radikale in die Form 
rationaler Funktionen der Gleichungswurzeln und Hinheitswurzeln 
gebracht werden kénnen, geht bereits aus Lagranges Angaben 
in seinen Réflexions hervor. (Vgl. S. 283 und 287.) 

Da die reinen Gleichungen sich auf Abelsche Gleichungen 
zurtickfiihren lassen, folgt: 

Damit eine Gleichung auflisbar sei, ist notwendig und hin- 
veichend, dap ihre Behandlung auf eine Kette wreduzibler 
Abelscher Gleichungen vom Primzahlgrad reduziert werden kann. 
Diese Behandlungsweise verdankt man Jordan, Trait¢, p. 386. 
Vgl. hierzu auch Bendixson, Acta math. 27, 317 (1903). 

Hine Gleichung ist dann und nur dann auflésbar, wenn 
ihre Galoissche Gruppe eine auflisbare Gruppe ist. (Vgl. 8. 199.) 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 21 
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Hat man eine im Kérper P auflésbare Gleichung f(z) =0 
mit der Galoisschen Gruppe @ der Ordnung g, deren Kom- 
positionsreihe &, G,, G,..., G,_1, 1 lautet und deren Index- 


reihe Le A aoe ae 97~1 infolge der Auflésbarkeit aus lauter 
9° On I7—1 
Primzahlen besteht, so gestaltet sich die Behandlung der auf- 
lésbaren Gleichung f(z) = 0 auf Grund der Galoisschen Theorie 
folgendermaBen: Man bestimmt, eine natirliche Irrationalitét 1, 
der Wurzeln von f(z) =0, die zur Gruppe &, gehért, ebenso 
eine natiirliche Irrationalitit y,, die zur Gruppe ©, gehdrt, 
usw., schlieBlich eine zur Gruppe ©,_, gehdrige natiirliche 
Irrationalitit y,_, der Wurzeln-von f(z)=0 und eine zur ~ 
identischen Permutation 1 geh6rige nattirliche lrrationalitét 7,. 
Dann ist 7, eine rationale Funktion von 7, mit Koeffizienten 
aus P, ebenso ist 7. eine rationale Funktion von 7, mit Koeffi- 
zienten aus P usw., schlieBlich y,_, eine rationale Funktion 
von 4, mit Koeffizienten aus P. Die GroBe m, geniigt einer 
im Kérper P irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung vom 


Primzahlgrade = deren Galoissche Gruppe mit der Faktor- 


1 
gruppe G/G, holoedrisch ‘isomorph ist. Nach Adjunktion von 
m, geniigt die GréBe 4, einer in dem erweiterten Kérper (P, 7,) 
irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung vom Primzahlgrade 


= deren Galoissche Gruppe mit der Faktorgruppe &,/G, ho- 
2 


loedrisch isomorph ist. Nach Adjunktion von 7, geniigt die 
GréBe 7, einer irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung vom 


Primzahlgrad is deren Galoissche Gruppe mit der Faktor- 


8 
gruppe &,/G,- holoedrisch isomorph ist usw., schlieBlich geniigt 
my in dem durch Adjunktion von n,_, erweiterten Kirper einer 
irreduziblen einfachen- Abelschen Gleichung des Grades g,_4, 
deren Galoissche Gruppe mit der Gruppe ©,_, holoedrisch iso- 
morph ist. Die Wurdeln der vorgelegten Gleichung f(z) =0 
sind ganze yationale Funktionen von y; mit Koeffizienten aus P. 
Dieses Verfahren reduziert, wie es dem Jordanschen Satz ent- 
spricht, die Auflésung der Gleichung f(¢) = 0 auf eine Kette 
von nacheinander zu lésenden einfachen Abelschen Gleichungen 
mit Gruppen von Primzahlordnung, die mit den Faktorgruppen 
G/G,, G,/G,,..., G,_, holoedrisch isomorph sind. Bei einer 
Reduktion auf Gleichungen mit einfachen. Gruppen sind diese 
Gruppen nicht zu vermeiden, sie kinnen eventuell nur in anderer * 
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 Reihenfolge auftreten. Im Gegensatz zu den bei der Reduktion 
auf eime Kette von reimen Gleichungen oben (S. 321) eingefiihrten 
y sind die Gripen 1, %2,--., nz natiirliche Irrationalitéten des 
Kérpers P, ohne dag man diesem Einheitswurzeln zu adjun- 
gieren braucht. 

LGBi sich auch nur eine Wurzel einer irreduziblen algebra- 
aschen Gleichung durch Wurzelausziehungen finden, so trifft dies 
fiir alle Wureeln zu, und die Gleichung ist algebraisch auflisbar. 
(Abel, Guwres 2, 221, vgl. auch Selivanoff, Acta math. 19, 
88 (1895).) 

Aus dem Satz von Galois (vgl. oben S. 210) und der 
Tatsache, daB die Ordnung jeder transitiven Permutationsgruppe 
durch ihren Grad teilbar ist, folgt der Satz von Abel (Gwwres 2, 
222 und 262): Jede auflisbare irreduzible Gleichung, deren 
Grad sich durch wenigstcns zwei verschiedene Primzahlen tetlen 
laBt, ist imprimitiv. Ist also n durch zwei verschiedene Prim- 
 gahlen teilbar, so zerfdllt die vorgcigte Gleichung n*" Grades 
durch Adjunktion der Wurzeln einer auflisbaren Gleichung s*” 
Grades in Faktoren r®” Grades, wobein = rs. Die Bchandlung 
auflésbarer Gleichungen laBt sich also auf das Studium der auf- 
lésbaren primitiven Gleichungen vom Primzahlpotenzgrad euriche 
fiihren. (Vel. Galois, Guvres, p. 51.) 

Hat man eine irreduzible primitive auflésbare Gleichung dex 
Primzahlpotenzgrades p*, so lassen sich ihre Wurzeln stets in der 
Form oy »../, derartig anordnen, daB &,’, &',..., & die Zahlen 
0,1, 2,..., »—1 durchlaufen und alle Permutationen der 


Galoisschen Gruppe der Gleichung das Aussehen ( oe) 
siSa°' Sk / 
haben; die Indices é,, &,..., & ergeben sich hierbei aus 
&,', &',..., & durch Substitutionen der Form 
Ee = G38) + ayy ho ++ + a8 + Giggity C=N2,- 9A) 
wobei @,, (¢=1,2,...k; {=1,2,-.,k+1) ganze Zahlen mod p mit nicht 
verschwindender Were inania | a; 4| (i,j =1,2,..4k) bedeuten. 

Die Galoissche Gruppe einer irretiuciblen primitiven auf- 
lisbaren Gleichung des Primzahlpotenzgrades p* ist also entweder 
mit der allgemeinen vollen linearen EE LTEERUC der Ordnung 
(w* — 1) (vw — p) (p* — p*)-- > (p* — p*-*) p* in k Variablen 
mit ganzzahligen Koeffizienten mod p oder mit einer ihrer Unter- 
gruppen isomorph. (Vgl. S. 247.) Fir k=1 erhilt man die 
von Kronecker sog. metazyklische Gruppe des Grades p und 
der Ordnung p(p—1), die stets auflésbar ist. (Vgl. S. 213, 

21% 


Nt 
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Z. 21 auf S. 213 lies |z,« + Bz| statt |2,a¢+ |). Hieraus — 


ergeben sich die fir k =1 giiltigen Galoisschen Theoreme: 

Eine irreduzible Gleichung vom Primzahlgrad ist dann una 
nur dann auflésbar, wenn ihre Wurzeln sich so schreiben lassen, 
dag ihre Galoissche Gruppe die metazyklische Gruppe oder 
eime threr transitiven Untergruppen ist. (Galois, (Huvres, p. 48.) 

Eine irreducible Gleichung vom Primzahlgrad ist dann und 
nur dann auflésbar, wenn alle ihre Wurzeln rationale Fumkiionen 
zweier beliebiger Wurzeln mit Koeffizienten aus dem der Betrach- 
tung gugrunde Viegenden Korper sind. (Galois, Cuores, p. 49.) 

Hat eine irreduzible Gleichung vom Primzahigrad mit reellen 
Koeffizienten mehr als eine reelle Wurzel, so ist sie bet Zugrunde- 
legung eines reellen Kérpers sicher nicht auflisbar, wenn sie nicht 
lauter reelle Wurzeln hat. 

Aus der Natur der metazyklischen Gruppe und ihrer Unter- 
gruppen (vgl. 8. 213) folgt: 

Jede im Korper P irreduzible auflésbare Gleichung vom 
Primzahigrade p .kann mittelst zweier irreduzibler -einfacher 
p—1 

5 und des 
Grades p gelist werden. Die Wurzeln einer im Kérper P irre- 
duziblen auflésbaren Gleichung p‘" Grades lassen’ sich namlich 
so anordnen, da zwischen ihnen die Beziehungen stattfinden 
&, = O09), « = O(a,),..., uy = O(a, _1)- Die Operation @ 
ist hierbei eine ganze rationale Funktion mit Koeffizienten aus 
einem Kérper (P, 9); dieser geht aus dem der Betrachtung zu- 
grunde liegenden Kérper P durch Adjunktion einer Wurzel 
einer im Kérper P irreduziblen einfachen Abelschen Gleichung 
des Grades » — 1 oder £ >= hervor, wobei 6 ein Teiler von 
p—t1 ist. (Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. (1853), 369.) 

Als Endziel der Behandlung algebraisch auflésbarer Glei- 
chungen sah bereits Abel (Glwores 2, 222ff., 266) an, Aus- 
driicke zu konstruieren, die aus dem gegebenen Kérper P durch 
Wurzelzichungen hervorgehen und die Doppeleigenschaft be- 
sitzen, da jede Wurzel einer irreduziblen auflésbaren Gleichung 
vorgegebenen Grades in ibnen enthalten ist und sie umgekehrt 
nur solche Werte annehmen, die irreduziblen auflésbaren Glei- 
chungen des vorgegebenen Grades gentigen. Eine Lésung des 
Problems in voller Allgemeinheit hat fiir einen Primzahlgrad 
Kronecker (DMonatsb. d. Berl. Akad. (1853), 365) ohne Beweis 
gegeben; der erste vollig durchgefiihrte Beweis stammt yon 


Abelscher Gleichungen des Grades~p — 1 bezw. 


a gl Lu del 
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_H. Weber. Vgl. das zusammenfassende Resultat bei Weber, 


_ Algebra 1, 694. Vel. ferner Wiman, Acta math. 27, 163 


(1903). Die gewéhnliche kurze Angabe, daB die Wurzeln jeder 

im Kérper P irreduziblen auflésbaren Gleichung p**" Grades 

von der Form A+ VR, +. VP, eee VR, sind, wobei A 

dem Kérper P angehért und #,, R,,..., R, die Wurzeln einer 

im Kérper P einfachen Abeischen Gleichung k*" Grades sind, 
p— 

) 
ist, hat den Nachteil, daB der angegebene Ausdruck p*- statt 
p-wertig ist. Die Lisung des Abeischen Problems der Wurzel- 
darstellung fiir auflésbare Gleichungen, die nicht vom Primzahl- 
grad sind, gibt fiir den Grad 8: Weber, Algebra 2, 383, fir 
den Grad 9, spiter allgemein fiir den Grad p?: Wiman, Arkiv 
for mat., Svenska Vetenskapsakademien 1, 665 (1904), ebenda 
3, Nr. 27 (1907), Verhandl. d. 8. Math.-Kongr., 8. 190 (1905). 


i 
, und d ein Teiler von p—1 


- wobei k gleich p — 1 oder 


- Zu den aufldsbaren Gleichungen neunten Grades gehdren die 


Glewchungen fiir die neun Wendepunkte der Kurven 3. Ordnung. 
(Vgl. S. 247.) Die Herstellung eines Wurzelausdruckes fiir die 
auflésbaren Gleichungen von beliebigem Primzahlpotenzgrad ist 
eine noch nicht abgeschlossene Aufgabe. Vgl. Bucht, Arkiv 
for mat., 6, Nr. 23 (1909). 

Fiir die Geometrie wichtig ist die Frage: Unter welchen 
Bedingungen kinnen die Wureeln einer algebraischen Gleichung 
nur durch Ausziehen von Quadraiwurzeln, also bloB mittelst einer 
Kette quadratischer Gleichungen, gefunden werden. Hierzu ist 
notwendig und hinreichend, dap die Ordnung der Galoisschen 
Gruppe der Gleichung eine Potenz von 2 ist. Dann und nur 
damn, wenn sich die Lésung einer geometrischen Aufgabe auf 
eine solche Gleichung zuriickfiihren lépt, kénnen die in der Auf- 
gabe gesuchien GroBen mititelst Zirkels und Lineals allein gefunden 
werden (Descartes, Géométric (1637), livre premier). Von den 
beriihmten geometrischen Problemen, die das Altertum schon 
beschiftigten, sind das delische Problem (Verdoppelung des 
Wiirfels) und die Trisektion eines beliebigen Winkels mit Hilfe 
von Zirkel und Lineal allein unlésbar; diese Aufgaben fiihren 
nimlich auf irreduzible Gleichungen dritten Grades. Literatur: 
Die Biicher von Klein und Enriques (vgl. S. 316). Uber die 
Teilung des Kreises im n gleiche Teile mit Hilfe von Zirkel und 
Lineal ygi. 8S. 315. 
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§ 14. Gleichungen fiinften und héheren Grades. Hinige 
funktionentheoretische und geometrische, nicht alge- 
braisch auflésbare Gleichungen hoheren Grades. 


Zum Mittelpunkt fiir die Behandlung der Gleichungen fiinften 
Grades kann die [kosaedergleichung: sie =Z gewahlt werden, 
die ausfiihrlich geschrieben: 

(— 9 — 1 + 228.91 — 298.95 — 494.919)8 
—17289°Z7(9 + 1197-1) = 


lautet. (Vgl. oben S. 240.) In dem Korper, der auBer den ratio- 
nalen Zahlen noch den Parameter Z enthilt, hat die Ikosaeder- 
gleichung eine Galoissche Gruppe der Ordnung 4-60. Nach Ad- 
junktion der fiinften Einheitswurzeln wird die Ikosaedergieichung 
eine Normalgleichung, deren Wurzein lineare Funktionen einer ein- 
gigen sind und durch die bekannten 60 Kollineationen der Iko- 
saedergruppe Sg aus thr hervorgehen. Die Galoissche Gruppe 
wird die einfuche transitive Permutationsgruppe des Grades und 
der Ordnung 60, die mit der Ikosaedergruppe Beg isomoiph ist. 

Da die Ikosaedergruppe Boy Tetraederuntergruppen Z,., also 
Untergruppen des Index 5, besitzi, so existieren fiir die Ikosaeder- 
gleichung rationale Resolventen fiinfien Grades. 


oe 13 fife fe Soa i2f, ¥ i, 
68 2 ie 


Setzt man 4 = , wobei H, und 


f, Invarianten der Dieses (vgl. S. 239) und 7,5, 7 und 
Hj) Invarianten der Ikosaedergruppe (vgl. 8. 240) sind, so 


hingen w und v von dem Verhiltnis & = 2 ab, und die Funktion 


2 
Y=mv+nuv gentigt, wenn m und » willkiirliche Gréfen 
sind, einer rationalen Resolvente fiinften Grades der Ikosaeder- 
gleichung, der von Klein (Ikosaeder, 8.106) sog. Hauptresolwvente 


y> + Ae 12m?n + cunt) Ve 


i—Z 
40, 58m | 34 
ty as als ys Ree eee 
3 5 40m® ~ i5mn*+4n\ _ 
+ 7 (48m 12 aye )=o 


Diese Hauptresolvente hat in dem durch die Gleichungskoeffi- 
gienten bestimmten Korper, nachdem man ihm die finflen Einheits- 


wurzeln adjungiert hat — es geniigt sogar die Adjunktion von V5 _, 
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die alternierende Permutationsgruppe von fiinf Symbolen, also eine 
mit der Soo tsomorphe Gruppe, zur Galoisschen Gruppe.) — 

Ist eine beliebige Hauptgleichung fiinften Grades, ad. h. eine 
Gleichung (vgl. 8. 278) der Form ¥° + 5a0Y?+58Y+y=0 
gegcben, so sind zur Bestimmung ihrer Wurzeln folgende Schritte 
erforderlich: 

(1.) Das Ausziehen der Quadratwurzel aus der Diskriminante 
der Gleichung. Adjungiert man diese Quadratwurzel. dem durch 
die Gleichungskoeffizienten bestimmten Kérper, so hat die vorge- 
legte Hauptgleichung die.alternierende Permutationsgruppe von 
fiinf Symbolen zur Galoisschen Gruppe. 

(2.) Nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskrimi- 
nante kann man die vorgelegte Hauptgleichung direkt mit der 
_ Hauptresolvente identifizieren. Setzt man: 


_ 8m? | 12m?n | 6mn?+ ne 
we Bo 7 Sa Za Z) 
= 4m* | 6m?n*? + 4mn$ 3n4 
dees eS Bp VAC = Ava ot eae 
Bz 3(S* _ 40m°n? 15mn*+ 4n® 
"NZ 24-2" Za—H ); 
so driicken sich m, n, Z aus. diesen Gleichungen rational durch 
a, 6, y und die Quadratwurzel der Diskriminante aus; die nume- 
rischen Koeffizienten sind abgesehen von V5 rationale Zahlen (vgl. 
Klein, Ikosaeder, 8. 192). 
(3.) Bestimmung einer Wurzel & der Ikosaedergleichung 
3 


#0 == Z, deren rechte Seite nach (2) zu finden ist. 


bestimmten Werte und w und v sind die oben angegebenen Funk- 
tionen von @. Um die Wurzeln einer Hauptgleichung fiimften 
Grades zu bestimmen, sind also auBer rationalen Operationen und 
dem Zichen der Quadratwurzel aus der Zahl 5 (Operation (2)) nur 
das Ausziechen der Quadratwurzel aus. der Diskriminante (Opera- 
tion (1)) und die Bestimmung einer Wurzel der Tkosaedergleichung 
(Operation (3)) erforderlich. 


1) Die Hauptresolvente ist auch ohne Adjunktion von V5 eine 
rationale Resolvente der Ikosaedergleichung; bei Unterlassung der 
Adjunktion von 5 hat sie die symmetrische Gruppe von fiinf Buch- 
staben zur Galoisschen Gruppe. 
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Um die Operation (3) zu leisten, mu8 man den algebraischen 


Bereich verlassen; denn die Bestimmung der Ikosaederirrationalitat 
ist transzendenter Natur. Sie kann mittels hypergeometrischer 
Reihen odcr elliptischer Modulfunktionen geschehen. 

Die hypergeometrische Reihe 


a-B +1). 
a= P(e, 6,9, Z)—1+ 2+ = iis. 
gentigt der Gau8schen Differentialgleichung: 

a? x dz 
Z(1—Z) sa + (y—(@+p+ 1) Z) 57 — «Ba = 0. 


p-@+1) 
(he ie 


(y + 1) 


Der Quotient ¢ = a irgend zweier partikularer Integrale dieser 


2 
linearen homogenen Differentialgleichung befriedigt die Differen- 
tialgleichung 3. Ordnung: 


1 i i u 1 
2 8 ee 
a FNS) Goetz) 277 2Z.1—Z) ° 
hierbei eae falls a, B, y reell vorausgesetzt werden, die 
Leyak ; : 
GréBen — aS: der Reihe nach die absoluten Betrige von 


bey a ; if a und |!«—f|. Das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung lautet ot wobei a, 6, c, d Integrations- 


konstanten sind. Jedes partikulére Integral &@ der Differential- 

gleichung 3. Ordnung vermittelt die konforme Abbildung der 

positiven Halbebene der Variablen Z auf die Flache @ eines von 

Kreisen begrenzten Dreiecks mit den Winkeln =, =, =. Das 
2 

spezielle Wertsystem v, = 2, v, = 3, vg =5, bei Seni die GauB- 

sche Differentialgleichung der iypergeometricchen Funktion 


11 i ee 
FU) — 3 37) 
entspricht, steht in innigster Beziehung zu der durch ein Ikosaeder 
bewirkten Kugeleinteilung in 120 abwechselnd eongraets und 
ua . 
= = ;- Die 


8 
Funktion Z = TE vermittelt nimlich die konforme Abbildung 
wu n 


der Flache @ eines sphirischen Dreiecks mit den Winkeln — PE 


auf die positive Halbebene der Z. Die Ikosaecderirrationalitat lapt 
sich daher als Quotient gweier geeigneter partikuldérer Lésungen 
der GauBschen Differentialgleichung finden, also .mittels hyper- 


symmetrische spharische Dreiecke mit den Winkeln — 


Bel Cleichong! tnitens Grades. 329 


geometrischer Reihen bestimmen. (Vgl. die grundlegende Arbeit 
_ von H. A. Schwarz, Journ. f. Math. 75, 292 (1873), Ges. Abhdlgn., 

Berlin 1890, 2, 211, Klein, Math. Ann. 12, 512 (1877), 
Um die Ikosaederirrationalitat durch elliptische Modulfunk- 


tionen auszudriicken, setze man Z = J(w) = oweRt wobei J 
2 OE a 


die absolute Invariante, g, und A homogene transzendente Funk- 
tionen (— 4)*** und (— 12)** Dimension aus der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen sind, und bestimme hieraus w. (Wie dies 

geschehen kann, vgl. Klein, Math. Ann. 14, 111 (1879).) Ist 


Gan CFO a e "© in Jacobischer Bezeichnung, so ergibt sich die 
Ikosaederirrationalitat @ als Quotient zweier elliptischer Theta- 
reihen in der Form: 


go a, NS qt on, q°) 


a, (xa, q°) 


(Klein, Math. Ann. 61, 560 (1905)). Die Beniitzung dieser Formel 
an Stelle von Reihen, die der Gau8schen Differentialgleichung 
geniigen, kommt auf einen Umweg hinaus, wie wenn man sich 
zur Lésung der reinen Gleichung z2*—a des Logarithmus be- 


dient, zuerst “la berechnet und dann z als Numerus zu = la be- 


stimmt (vgl. S. 254). 
Da die Ikosaedergruppe Diederuntergruppen D,,, also Unter- 

gruppen des Index 6, besitzt, so existieren fir die Ikosaeder- 

gleichung auch rationale Resolventen sechsten Grades. Setzt man 
5 x 0} He, 

ee 1fh , 

hingige GréBe m der Gleichung (vgl. Klein, Ikosaeder, S. 134f.): 

p® — 10Zq° + 12279 + 527 =0. 


Die Galoissche Gruppe dieser Gleichung sechsten Grades ist 

bei Adjunktion der fiinften Einheitswurzeln — es geniigt sogar 

schon die Adjunktion von Vs — die der Primzahl p = 5 

entsprechende Modulargruppe (p + 1)" Grades der Ordnung 
: ee 

pipe ty welche mit 59 holoedrisch isomorph ist (vgl. 5. 253 


2 
u. 214).") Setzt man Z ee oernd ge — — 7% so erhalt man fir 


, so gentigt die von dem. Quotienten 9 = “ ab- 


A Ge 


1) Ohne Adjunktion von 5 ist die Gleichung sechsten Grades 
fiir g auch eine rationale Resolvente der Ikosaedergleichung; ibre 
Galoissche Gruppe ist bei Unterlassung der Adjunktion von der 
Ordnung 120. 
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die Unbekannte & die in der Theorie der elliptischen Se 
‘auftretende Gleichung: 


die durch rene are befriedigt wird. (Kiepert, Journ. f. 
e(s)—e(F) 

Math. 87, 114 (1879).) Fihrt man in dieser Gleichung &? = u 

ein, so erhilt man: 


10 2 
6 3 eI — = 
Mea An UT Re 0. 


Diese Gleichung gehért zum Typus der sog. allgemeinen Jacobi- 
schen Gleichungen sechsten Grades. Hierunter verstcht man Glei- 
chungen sechsten Grades, bei denen sich die Quadratwurzeln threr 
sechs Mit Un, Up, U1) Ug, Ug, Uy dezeichneten Wurzeln als lineare 
Funktionen von drei Parametern Ag, A,,“A, in der bereits von — 
Jacobi (Journ. f. Math. 3, 308 (1828), Ges. Werke 1, 261) an- 

gegebenen Form: 


V ites = V5A,, Vim = Ay + e™A, + eA A, (m= 0,1,2,8,4) 


darstellen lassen, “wobei & eine primitive finfte Einhettswurzel ist. 
Die von Brioschi (vgl. die spa auf S. 255, sowie die Dar- 
stellung bei Klein, Ikosueder, S. 150) aufgesteltte allgemeine 
Jacobische Gleichung sechsten Grades mit den Wurzeln Uno, Uy, 
Uy, Ug, Us, Uz lautel: 
(wu — A)® — eA — A)P+ nie — A)? — C(u — A) 
+5B°?—AC=0; 
hierbei ist: 
B= BA tA, Ag ae 2 Ay? Ay? A,” ot A,PA,° oe A (A? ez A,°), 3 
C = 320A,°A,7A,” — 160A,*A,2A,® + 20A,7A,*A,* + 6A,°A,° 
— 4A,(32A,*—20A,2A,A,+ 5 Ay7A,”)-(AP+A3)+A}°4+ Al? 
Eliminiert man die Parameter Ay, A,, Ay aus der oben fiir die 


Gleichungswurzeln gegebenen Darstellung, so erhilt man folgende 
zwischen den Wurzeln bestehende Relationen: 
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Vit + Vtg + Vtg + Vtg + Vtg = V5 thsy 

Vito + PV ty + AV ug + 8 Vtg + Vu, = 

Vig + BV, + &Vety + AV + PV, = 0. 
Der Nachweis, wie man aus der allgemeinen Gleichung fiinften 
Grades nach Adjunktion dey Quadratwurzel ihrer Diskriminante 
aligemeine Jacobische Gleichwngen sechsten Grades als rationale 
- Resolvenien herleiten kann, und der Zusammenhang spezieller Jaco- 
bischer Gleichungen mit der Theorie der elliptischen Funktionen 
- bildet den Kern der Kroneckerschen und Brioschischen Unter- 
suchungen tiber die Gleichungen fiinften Grades. Eine Jacobische 


Gleichung mit AO hat Kronecker seiner Auflésung der 
Gleichung fiinfien Grades (C. R. (1858)) zugrunde gelegt. (Vgl. 


Klein, Math. Ann. 14, 147 (1879).) A=0, B=z, O=+ 4 


hefert auch die oben angefithrte spezielle Gleichung sechsten Grades 
“aus der Theorie der elliptischen Funktionen, von der wir aus- 
gingen. Die Jacobischen Gleichungen fiir B= 0 charakterisieren 
nach Brioschi die aus der Theorie der elliptischen Funktionen 
stammenden Multiplikatorgleichungen. Die spezielle B=0, A=1, 
C=— 256k3(1 — k*) entsprechende Jacobische Gleichung ver- 
wendet Brioschi zur Lésung der Gleichung fiinften Grades (vgl. 
§. 255 

a allgemeine -Jacobische Gleichung sechsten Grades hdngt 


B 
von zwei wesentlichen Parametern, nimlich As und aE ab, wie 


ihre Form: 


$2)" 42-1)" 022-3) 22-1) 
+5(B)—Z=0 
lehrt, wenn man a = U setzt. Hingegen hingt die Ikosaeder- 


gleichung nur von einem Parameter ab. Das gleiche trifft auch 
fiir die speziellen Jacobischen Gleichungen zu, die A = 0 bezw. 
B= 0 entsprechen und die wir durch die elliptischen Funk- 
tionen beherrschen. Die A = 0 entsprechende Jacobische Glei- 
chung sechsten Grades lautet: 


u& + 10BuS — Cu + 5B? =0 


ode 
: g* — 10Zy' + 12279 +527=0, 
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sa 


E 8 
wenn gy = — Te ZL= — gesetzt wird. Die letztere 3 


Gleichung ist die Ausgangsgleichung auf Seite 329. 


Die Hauptgleichung ¥®° + 5aY? + 5B Y + y =O hat, wenn 


die finften Einheitswurzeln als bekannt gelten, nach Adjunktion 
der Quadratwurzel threr Diskriminante die Ikosaedergleichung zur 
rationalen Resolvenie. Fiir die allgemeine Gleichung finften Grades 


gilt folgender von Kronecker (Monatsber. d. Berl. Akad. (1861), 


609) stammende und zuerst von Klein (Thosaeder), dann von 
Gordan (Math. Ann. 29, 318 (1887), vgl. auch Weber, Algebra 2, 
470) bewiesene Satz: Ohne Einfiihrung akzessorischer Treationae 
tdten ist es, wenn auch alle numerischen Konstanien als bekannt gelien, 
' selbst nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Diskriminante 
unmiglich, aus der allgemeinen Gleichung fiinfien Grades Jacobi- 
sche Gleichungen mit nur emmem Parameter oder tiberhaupt ratio- 
male Resolventen mit nur einem Parameter abzuleiten. Um die 
Wurzeln einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades zu finden, kann 


man die vorgelegte Gleichung zuerst durch Zichen einer Quadrat-— 
wurzel auf eine Haupigleichung reduzieren (vgl. S. 278). Dieses — 


Zichen einer Quadratwurzel geht bei einer allgemeinen Gleichung 
fiinften Grades den mit (1)—(4) numerierten Operationen voraus, 
die wir S. 327 zur Bestimmung der Wurzeln einer Hauptgleichung 
fiinften Grades angaben. Diese bei der Behandlung einer all- 
gemcinen Gleichung fiinften Grades noch hinzutretende Quadrat- 
wurecl ist eme akzessorische Irrationalitat (vg]. 8.301); diese trdgt 
nicht zur Erniedrigung der Galoisschen Gruppe der Gleichung bei. 
Eine soiche akzessorische Irrationalitat ist nach dem Kronecker- 
schen Satze nicht zu vermeiden, wenn man mit eimparametrigen 
Gleichungen arbetten will. Bei der Lésung der allgemeinen Glei- 
chung fiinften Grades durch Jacobische Gleichungen, die A = 0 
bezw. B = 0 entsprechen, tritt daher auch notwendigerweise eine 
akzessorische Irrationalitaét auf. 

Fiir die Gleichungen fiinften Grades vgl. man auBer der im 
voraufgehenden und auf 8. 253 ff. zitierten Literatur den Artikel 
von Wiman, Endliche Gruppen linearer Substitutionen in der 
Enzyklopidie der math. Wiss. 1, 522, ferner Scheibner, Bei- 
trdge zur Theorie der linearen Transformationen, Leipzig 1907. 
Zur Einfiihrung vgl. man: Vivanti, Funzioni poliedriche e mo- 
dulari, Mailand 1906, Netto, Algebra 2, 487, Bianchi, Lezioni 
det gruppi etc., p. 234. 

Hat man eine Gleichung beliebigen Grades, so kann man 
sie nach der Galoisschen Theorie zunichst stets durch eine Kette 
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von 1 Gleichungen mit einfachen Galoisschen Gruppen ersetzen 
_(vgl. 8. 303). Fir die Behandlung einer Gleichung f(z) =0 be- 
_liebigen Grades mit einfacher Galoisscher Gruppe © hat Klein, 
(Math. Ann. 15, 251 (1879), vgl. auch Weber, Algebra 2, 235) 
folgendes Verfahren angegeben: Fir die Gruppe © gibt es, wie 
fiir jede Gruppe eine Gruppe linearer homogener Substitutionen 
von niedrigstem Grade uw, die mit © isomorph ist. (Kleinsches 
Normalproblem, vgl. S. 232.) Aus den Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung f(z) = 0 kann man stets ganze homogene Funktionen 
bilden, und zwar genau in der oben definierten Zahl u, daB sich 
diesé; wenn die Wurzeln von f(z) = 0 den Permutationen der 
Gruppe © unterworfen werden, nach einer mit G isomorphen 
linearen homogenen Substitutionsgruppe I" des Grades 4 trans- 
formieren. (Vgl. auch Burkhardt, Math. Ann. 41, 309 (1893).) 
Mit der Gruppe I’ ist wie mit jeder Gruppe linearer homogener 
‘Substitutionen das auf §.228 besprochene sog. Klein sche Formen- 
problem verbunden, namlich aus den Invarianten der Gruppe 
I die Variablen zu berechnen. Hierbei gelangt man zu einer 
Normalgleichung, deren Grad gleich der Ordnung von I" ist und 
deren Galoissche Gruppe mit I” holoedrisch isomorph ist. Die 
Behandlung der Gleichung f(z) = 0 wird durch die angegebene 
Normalgleichung oder eine andere mit ihr iquivalente rationale 
Resolvente ersetzt. Existiert eine zu der Gruppe © holoedrisch 
isomorphe Kollineationsgruppe des Grades yw’, wobei uw’ kleiner 
als w ist, und will man die Behandlung der Gleichung f(z) = 0 
-mittels dieser Kollineationsgruppe durchfiihren, so wird die Ad- 
junktion akzessorischer Irrationalitaten erforderlich. 

Hat man eine einfache Abelsche Gleichung f(z) =0 (vgl. 
§. 306) mit den Wurzeln o,, w,..., %,, deren Galoissche 
Gruppe @ avs der zyklischen Permutation C = (0, 0,..., @,) 
und ihren Potenzen besteht, so wird die fragliche lineare ho- 
mogene Substitutionsgruppe I’ vom Grade w=1. Ist ¢ eine 
primitive m® Einheitswurzel und adjungiert man diese dem 
durch die Koeffizienten von f(z) = 0 bestimmten Kérper, so 
stellt die in dem erweiterten Kérper natiirliche Irrationalitat 
Y, = (er, + ecg €7a,-+----+2”—1o,)”—* eine ganze rationale Funk- 
tion der Wurzeln von f(z)=O dar, die bei der Permutation C* in «* Y, 
(«=3,2,...,n) tibergeht. Hinfacher verwendet man die sich mit Y, kogre- 

1 


dient transformierende Gréke Z, = ——— me Spee eee 

- o, tea, +68 Gy poe Oh 
Die Invariante dieser Gruppe in einer Variablen ist Z,”. Die 
Bestimmung von Z, kommt auf das Ziehen einer n‘** Wurzel ans 
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‘der bekannten GréBe 1: (a, + ea, + ¢’a, +-+-+e"-*u,)” heraus. 

Die GriBe ist die Lagrangesche Resolvente (vgl. 8. 307). Die 
durch Wurzelecichen lésbaren Gleichungen und auch nur sie allem 
fiihren auf Formenprobleme ersten Grades. 

Bei der nicht algebraisch auflésbaren Gleichung niedrigsten- 
Grades, der Gleichung fiinften Grades, liegt es so: Nach Adjunk- 
tion der Quadratwurzel aus der Diskriminante hat sie die altee- 
nierende Gruppe von fiinf Symbolen zur Galoisschen Gruppe. Dr. ~ 
Gruppe linearer homogener Substitutionen niedrigsten Gradeis 
die mit dieser ‘einfachen Gruppe der Ordnung 60 isomorpH islt — 
ist eine solche des Grades 3, die ternire Ikosaedergruppe (vgl. 
8. 242). Das Kleinsche Formenproblem wird ungefahr gleich- 
bedeutend mit dem Studium der allgemeinen Jacobischen Glei- 
chungen sechsten Grades. (Klein, Math. Ann. 15, 259 (1879), 
Ikosaeder, 8. 211). Da es keine einfache binére Gruppe linearer 
homogener Substitutionen 60. Ordnung gibt, erfordert die Be- 
handlung der Gleichung fiinften Grades mit Hilfe der biniren 
Kollineationsgruppe Yg.) die Zuziehung einer akzessorischen Qua- 
dratwurzel. 

Die allgemeine Gleichung sechsten Grades hat nach Adjunk- 
tion der Quadratwurzel aus der Diskriminante die alternierende 
Gruppe von sechs Symbolen zur Galoisschen Gruppe. Die Valen- 
tinersche Gruppe (vgl. S. 242) ist die Kollineationsgruppe nie- 
drigsten Grades 3, die mit der einfachen Gruppe der Ordnung 
360 isomorph ist. Die Valentinersche Gruppe ist mit keiner 
Gruppe linearer homogener Substitutionen in drei Variablen iso- 
morph. Unter Zuziehung akzessorischer Irrationalitaten lat sich 
die Auflésung der Gleichung sechsten Grades mit der Valentiner- 
schen Gruppe in Zusammenhang bringen (vgl. Klein, Journ. f. 
Math. 129, 151 (1905), Gordan, Math. Ann. 61, 453 (1905), 
Lachtin, Math. Ann. 56, 445 (1903)). 

Ehe die Valentinersche Gruppe entdeckt war, haben Maschke 
(Rend. Lincei 4,, 181 (1888)) und Brioschi, Acta math. 12, 83 
(1889) und Ann. de I’école normale (3) 12, 343 (1895) die Wurzeln 
der Gleichung sechsten Grades durch hyperelliptische 9-Nullwerte 
ausgedrtickt, analog wie man die Wurzeln der Gleichung fiinften 
Grades durch elliptische Modulfunktionen bestimmen kann. Der 
tiefere Grund hierfiir liegt darin, daB die Gruppe der Borchardt- 
schen Moduln ©,,s9) eine invariante Untergruppe der Ordnung 
16 besitzt und daher mit der symmetrischen Gruppe Ge von 
sechs Symbolen meroedrisch isomorph ist. (Vgl. 8. 243.) 
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Da die alternierende Gruppe Y,, von sieben Symbolen mit 


einer quaterniren Kollineationsgruppe holoedrisch isomorph ist, 
80 kann die allgemeine Gleichung siebenten Grades mit einer quater- 
néren Kollineationsgruppe in Zusammenhang gebracht werden 
(vgl. 8. 236 u. 243, sowie Klein, Math. Ann. 28, 499 (1887)). 
Auch die Gleichung sechsten Grades kann mit einer quaterniren 
Kollineationsgruppe behandelt werden, da die symmetrische 
Gruppe ©,, von -sechs Symbolen mit einer solchen holoedrisch 
isomorph ist (vgl. Klein, Math. Ann. 28, 499 (1887).) Fir 
_ die Gleichung siebenten Grades ist die quaternire Kollineations- 
gruppe die niedrigste mégliche, hingegen nicht fiir die Gleichung 
sechsten Grades (vgl. oben). Sowohl die mit G,, als auch mit W,, 

3 


holoedrisch isomorphen quaterniiren Kollineationsgruppen er- 

-fordern, wenn man zu einer homogenen linearen Substitutions- 
gruppe tibergeht, die doppelte Zahl von Substitutionen. Die 
Behandlung der Gleichungen sechsten und siebenten Grades auf 
diesem Wege erfordert daher akzessorische Irrationalititen. 

Die allgemeinen Gleichungen achten und hoéheren Grades 
kinnen, wenn n der Grad der Gleichung ist, mit keiner Kollinea- 
tionsyruppe von niedrigerem als (n — 1)" Grade in Zusammen- 
hang gebracht werden (Folge des Satzes von Wimann, vgl. 
S. 235). Die allgemeine Gleichung n'™” Grades 1u8t sich sofort 
auf ein Formenproblem (m — 1)*" Grades reduzieren, indem man 
die zu permutierenden GréBen der Bedingung unterwirft, daB ihre 
Summe verschwinden soll. Die allgemeine Gleichung n*”" Grades 
gestattct daher fiir n > 8 keine Reduktion auf einfachere Formen: 
probleme; die fraglichen Gleichungen bilden ihre eigenen Normal- 
probleme. | 

Eine Bestimmung der Wurzeln der allgemeinen Gleichung 
n®2 Grades durch transzendente Funktionen geben die Aufsitze 
von Lindemann, Gétt. Nachr. (1884) und (1892). 

Uber speziclle, nicht algebraisch auflésbare Gleichungen migen 
- folgende Angaben gemacht werden: Daf gewisse aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen: stammende .Gleichungen (p + 1) 
Grades (p ungerade Primzahl) die Modulargruppe der Ordnung 
4p(p?—1) als Galoissche Gruppe besitzen, hat bereits Galois 
(Gurres, p. 27) gezeigt (vgl. S. 253). Kronecker (Monatsber. 
d. Berl. Akad. (1861) 615, (1879) 220) hat dann die Aufmerk- 
samkeit auf die allgemeinen Gleichungen (p + 1)*" Grades (p un- 
gerade Primgahl) mit der Modulargruppe als Galoisscher Gruppe 
gelenkt. Fir p = 3, 5,7 und 11 und auch nur fiir diese Werte 
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haben die fraglichen Gleichungen vierten, sechsten, achten und 
zwolften Grades infolge der Kigenschaften der Modulargruppe (vgl. 
8.215, letzte Zeile) rationale Resolventen dritten, fiinften, siebenten 
und elften Grades. Die Behandlung jeder Gleichung siebenten 
und achten Grades, deren Galoissche Gruppe eine einfache 
Gruppe der Ordnung 168 ist (py =7 entsprechend), léBt sich 
auf das Formenproblem einer ternéren linearen homogenen Sub- — 
stitutionsgruppe der Ordnung 168 zuriickfiihren (vgl. S. 242). 
Ebenso kann die Behandlung jeder Gleichung 11. und 12. Grades 
mit einer einfachen Galoisschen Gruppe der Ordnung 660 (p =11 
entsprechend) auf das Formenproblem einer quiniren linearen 
homogeren Substitutionsgruppe zurtickgefiihrt werden; die Kolli- 
neationsgruppe niedrigsten Grades, die mit der p=11 ent- 
sprechenden Modulargruppe isomorpb ist, geht némlich aus einer 
quinéren Gruppe linearer homogener Substitutionen derselben 
Ordnung hervor (vgl. S. 244). Fiir alle Gleichungen siebenten 
und achten Grades mit einer einfachen Galoisschen Gruppe 
der Ordnung 168 hat Klein (Math. Ann. 15, 265 (1879)) be- 
wiesen, daB sie sich unter Heranziehung einer akzessorischen 
Hilfsgleichung vierten Grades mittels der speziellen, durch die 
Theorie der elliptischen Funktionen gelieferten Modulargleichung 
lésen lassen. (Rechnerische Ausfiihrung bei Gordan, Literatur 
auf S. 242 bei der Kleinschen Gruppe.) 

Die Dreiteilung der hyperelliptischen Funktionen liefert eine 
Gleichung 27. Grades mit eimer Galoisschen Gruppe der Ordnung 
51840, die eine invariante einfache Untergruppe der Ordnung 
25 920. besitzt. Die Losung jeder Gleichung 27. Grades mit einer 
derartigen Galoisschen Gruppe der Ordnung 51840 -laBt sich 
auf die obige Gleichung aus der Theorie der hyperelliptischen — 
Funktionen zuriickzufithren. Zu dieser Gattung von Gleichungen 
gehért im besonderen auch die Gleichung 27. Grades fiir die 
27 Geraden einer allgemeinen Fliche dritter Ordnung. (Literatur- 
angaben oben auf 8. 244.) 

Die Gleichung 16. Grades fiir die 16 Knotenpunkte einer 
Kummer schen Fldche hat eine Galoissche Gruppe der Ordnung 
11520, die eine invariante Untergruppe &,, der Ordnung 16 
besitat. Die Quotientengruppe ©, j59)/G,, ist mit der symmetri- — 
schen Permatationsgruppe in sechs Symbolen holoedrisch isomorph, 
und die Gleichung 16. Grades kann mit Hilfe der allgemeinen 
Gleichung sechsten Grades und vier Quadratwurzelausziehungen 
gelést werden (Literatur oben auf S. 243). Hingegen erfordert 
die Gleichung 16. Grades fiir die 16 Geraden einer Fldche 
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_ 4.0rdnung mit einem Doppelkegelschnitt auBer der Auflésung qua- 
 dratischer Gleichungen nur die Lisung einer allgemeinen Glei- 
_ chung fiinften Grades. Die Ordnung der Galoisschen Gruppe 


dieser Gleichung 16. Grades ist 16. 5!. (Jordan, Traité, p. 309, 
Klein, Math. ZG 4, 357 (1871), Pereno, sen di mat. 
(2) 21, 57 (1893).) 

Dis 28 Doppeltangenten einer allgemeinen Kurve 4. Ord- 
nung hingen von einer Gleichung 28. Grades mit einer ein- 
fachen Galoisschen Gruppe der Ordnung 1451520 ab (vgl. 


_ §. 249). Die Verallgemeinerung dieses Problems ist folgende: 
‘Ist C, eine Kurve n”” Ordnung ohne Doppelpunkte vom Ge- 


schlechte p=4(n—1)("—2), so héngt die Bestimmung der 
Dis (oe 1) Kurven der Ordnung n—3, die die gegebene C, in 

4n(m—3) Punkten zweipunktig beriihiren: von emer Gleichung 
ie 1(2? — 1)*" Grades ab. Die Untersuchung der zugehérigen 
Galoisschen Gruppe bei Jordan, Traité, p. 329, Dickson, 
Trans. Am. M. S. 3, 38 und 377 (1902), Annals of math. (2) 
6, 141 (1905). Weiteres tiber Gruppen geometrischer Glei- 
chungen bei Jordan, Traité, p. 301, Maillet, C. R. 138, 890 
(1904), Ann. de Toulouse (2) 6, 277 (1904), E. Pascal, Annali 
di mat. (2) 20, 269 (1893), 21, 85 (1893). 


§ 15. Bestimmung der Anzahl der reellen und 
komplexen“Wurzeln einer Gleichung. 


Eine Gleichung f(z) = aya” + ae*=?+---+a, =O mit 
reellen Koeffizienten hat zwischen zwei reellen Zahlen A und B 
eine gerade (einschl. 0) oder eine ungerade Anzahl von Wurzeln, 
je nachdem f(A) und f(B) gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben; hierbeit ist jede Wurzel entsprechend threr Vielfachheit 
zu gdhlen. Fir reelle GréBen A, deren absoluter Betrag ge- 
niigend groB ist, entscheidet ttber das Vorzeichen von f(A) das 
erste Glied a)A”. 

Eine Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten 
hat stets wenigstens eine reelle Wurzel. Ist') sign (ay) = — sign (a,), 
so hat die Gleichung wenigstens eine positive Wurzel und, wenn 
n eime gerade Zahl ist, auch noch wenigstens ecime negative 
Wurzel. 

Ist f(z) eime ganze Funktion mit reellen Koeffizienten, f(z) 
ihre erste Abgeleitete und durchlduft z die reelle Zahlenreihe von 

1) sign = Vorzeichen. 

Pasoal, Repertorium. I. 2, Aufl. 22 
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— oo bis + oo, so geht der Quotient re bei seinem Verschwinden 


jedesmal von einem negativen Wert zu einem positiwen uber. 

Hieraus folgt der Satz von Rolle, Traité d’algébre (1690), 
2s Buch, Kap. 6, vgl. auch Lagrange, Giuvres 8, 190—199: 

Sind A und B zwei unmittelbar aufeinanderfolgende reelle 
Wurzeln einer Gleichung f(2) = 0 mit reellen Koeffizienten, so 
liegt zwischen A und B (die Grenzen sind nicht mitzuzdhlen) 
eine ungerade Zahl von Wurzeln (mehrfache Wurzeln sind threr 
Vielfachheit nach zu zihlen) der Gleichung f(z) = 0, also min- 
destens eine. 

Korollare zum Satz von Rolle: I. Hat die Gleichung 
f(2) = 0 mit reellen Koeffizienten @ reelle Wurzeln, so hat die 
Gleichung f(z) =0 stets ep—1-+ 2k reelle Wurzeln, wobei k > 0 
ist. II. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden reellen Wurzeln dcr 
Gleichung f’(2) = 0 kann héchstens cine Wurzel von f(z) = 0. 
gelegen sein. Den Satz Ii beniitzt Rolle, um Grenzen fiir die 
reellen Gleichungswurzeln zu finden. Vgl. auch Lagrange, a.a.0O. 

Aus dem Satze von Rolle ergibt sich das Theorem von 
Waring (Meditationes algebraicae (1770), vgl. Cajori bei Cantor, 
Vorl. tiber Geschichte der Math. 4, 106): Sind A und B zwei 
unmitielbar aufeinanderfolgende reelle Wurzeln einer Gleichung 
f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten, so liegt gwischen A und B 
(die Grenzen sind nicht mitzuzdhlen) eine ungerade Anzahl von 
Wurzeln (mehrfache Wurzeln sind ihrer Vielfachheit nach zu 
zthlen) der Gleichung F(z) = C)f(2) + C,f (2) = 0, also min- 
destens eine. Cy und C, sind beliebige reelle Gripen; C, + 0 
(vgl. auch Cesaro, Nouv. Ann. de math. (3) 4, 326 (1885)). 

Korollare zum Waringschen Satz: I. Hat die Gleichung 
f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten @ reelle Wurzeln, so hat die 
Gleichung F(z) = C)f(z) + C,f (2) = 0, wobei C, und C, be- 
liebige reelle GréBen sind (Cy a 0), o+ 21 reelle Wurzeln, 
hierbei ist 7 > 0. II. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden reellen 
Wurzeln der Gleichung F(z) = 0 kann héchstens eine Wurzel — 
von /(¢) = 0 gelegen sein. 

~ Verallgemeinerung des Korollars I zum Waringschen Satz: 
Hat die Gleichung Cy2” + C,e"-*+ C,2™-? +---+C6,=0 
von beliebigem Grade m mit reellen Koeffizienten lauter reelle 
Wurzeln und die Gleichung f(z) = 0 vom Grade »>m mit 
reellen Koeffizienten @ reelle Wurzeln, so hat die Gleichung 
Cof(@) + Of (2) + Caf") + +++ + Caf (2) = 0, bei der f (6), 
f'(z),.-. f(z) die sukzessiven Abgeleiteten bedeuten, 9 + 21 
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_ reelle Wurzeln (1 > 0) (Poulain, Nouv. Ann. de math. (2) 6, 23 
(1867), Realis, ebenda, p. 417, Fouret, C. R. 106, 1135 u. 
1220 (1888)). 

Hat die Gleichung f(z) =0 vom n®" Grade mit reellen Koeffi- 
zienten @ reelle Wurzeln, so hat die Gleichung 

(+O) + EO +--+ 0 =0, 
wobei t eine beliebige reelle Grége ist und f’(z), f'(#),-.., F(z) 
die sukzessiven Abgeleiteten bedeuten, e— 2k reelle Wurzeln, k > 0 
(Poulain, Nouv. Ann. de math. (2) 6, 22 (1867), Realis, ebenda, 
p. 416). 

Saiz von Hermite und Biehler (Hermite, Bull. soc. 
math. 7, 131 (1879), Biehler, Journ. f. Math. 87, 350 
(1879), Laguerre, Guvres 1, 109 und 360, Auric, C. RB. 
137; 967 (1903), Hurwitz, Math. Ann. 46, 284 (1895)): Ist 
(2-0, — 8,4) (e — a, — Bt)... (ee, — 8,1) = p(z) + i(z) und 
haben die Gripen B,, By,-.., 8, ausnahmslos das gleiche Vor- 
geichen*), so hat die Gleichung py(2) +qw(z)=0, wobei p und q 
beliebige reelle GréBen bedeuten, nur reelle Wurzeln. Alle reellen 
Wurzeln von »(z) = 0 sind untereinander verschieden und werden 
durch diejenigen von (2) = 0 getrennt, die gleichfalls reell und 
verschieden sind. 

Die genaue Anzahl reelier Wurzeln einer beliebigen Glei- 
chung f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten zwischen zwei reellen 
Zahlen A und B (A < B) liefert der Satz von Sturm (vel. 
§. 256). Wir fiihren zunichst den Begriff der Sturmschen 
Kette em: Ist f(z) = 0 eine Gleichung mit reellen Wurzeln, die 
im Intervall A bis B keine mehrfachen Wurzeln hat, so heiBt eine 
Reihe ganzer rationaler Funktionen f(¢), (2), (2), -. + f.(2) 
mit reellen Koeffizienten eine Sturmsche Kette, wenn sie fol- 
gende Bedingungen erfiillt: 

1. Die letzte Funktion f,(z) undert nie ihr Vorzeichen, 
wenn ¢ alle reellen Werte des Intervalls von A bis B*) durchlauft. 

2. Zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Funktionen f,_,(2) 
und 7,(z) verschwinden nie gleichzeitig fiir denselben reellen Wert 
z= 06 des Intervalls von A bis B. 

3. Verschwindet eine Funktion f,(z)(k = 1, 2,..., r—1) 
fiir einen reellen Wert ¢=b des Intervalls von A bis B, so 
ist sign f,_,(0) = — sign f, ,,(0). 


1) ¢ ist die imaginiire Hinheit. ; : 
2) Die Grenzen A und B sind bei den Bedingungen i—4 ein- 


zuschlieBen. 
99% 
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4, Wenn f(z) fir einen reellen Wert des Intervalls von 
A bis B verschwindet, so hat fiir diesen die erste Funktion /,(¢) 
jedesmal dasselbe Vorzeichen wie die erste Abgeleitete f(z). 

Sturmscher Satz (1): Bilden fiir eine Gleichung f(z) = 0 
mit reellen Koeffizienten, die im Intervall von A bis B keine 
mehrfachen Wurzeln hat, die Funktionen f(z), f,(2), f(2),- ++ 
f,.(2) eine Sturmsche Kette und sind A und B zwei reelle 
Zahlen (A << B), so hat die Gleichung f(z) =0 zwischen den 
Grenzen A und B, die selbst keine Wureeln sein sollen, soviel 
reelle Wurzeln, wic die Reihe 


f(A), f(A), f(A), -- + F(A) 


mehr Vorgeichenwechsel besitet als die Reihe 


f(B), 4B), (B),-- + FB). 

Zwei aufeinanderfolgende reelle Gréfen, die nicht ver- 
schwinden, besitzen einen Vorzeichenwechsel oder eine Vorzeichen- 
folge, je nachdem sie verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben. 
In den zwei obigen Reihen kénnen Nullen nur in der Mitte, 
jedoch nie am Ende (Bedingung 1 fiir die Sturmsche Kette) 
und nie am Anfang (f(A) + 0, f(B) + 0) auftreten; die Nullen 
kommen nur isoliert vor (Bedingung 2 fir die Sturmsche 
Kette) und sind beim Abzihlen der Vorzeichenwechsel einfach 
fortzulassen. 

Eine besondere Sturmsche Kette liefert das von Sturm 
angegebene Divisionsverfahren. Man wihle fiir f,(z) die erste 
Abgeleitete f(z). Durch fortgesetzte Division bilde man die 
Gleichungskette: 


f2) =f @4&@) —h). 
f'(2) = f(e) @(¢) — fale), 
fa(¢) = f,(¢) Gs (2) — f(z), 


f,—2 (2) aie f,1(2) @_4 (2) Sales 

in der die sukzessiv auftretenden Reste immer mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen verwendet werden. Hat f(z) =O keine 
mehrfachen Wurzeln, so sind f(z) und f’(g) relativ prim, und 
man gelangt schlieBlich zu einem von Null verschiedenen letzten 
konstanten Rest: — f,. Die gefundenen Funktionen f(z), f’ (2), 
f3(2), fg(2),--+, f dilden eine Sturmsche Kette. 

Sturmscher Satz (II): Hat die Gleichung f(¢) =0 reelle 
Koeffizienten und keine mehrfachen Wurzeln umd sctet man in 
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die durch das Sturmsche Divisionsverfahren gefundene Funk- 
tionenkette f(z), f' (2), fe(2)s fg(2),-- +> f, die reellen Zahlen A 
und B(A< B), die selbst keine Wurzeln der Gleichung sein 
sollen, so gibt die Anzahl der Vorzeichenwechsel, welche die Reihe 
f(A), f(A), f(A), --» fr-1(4)) 
mehr als die Reihe 


KB), £(B), fB), #--5 fp (B)» fh 


hat, die genaue Anzahl reeller Wurzeln von f (2) = 0, die zwischen 


- den Grenzen A und B liegen. 


Zusatz (Sturm, a. a. O., Artikel 18): Bei einer Gleichung 
mit mehrfachen Wurzeln verschwindet der Resi — f,; der Satz II 
bleibt trotzdem noch richtig, nur ist das verschwindende f, fort- 
zulassen und jede gwischen den Grenzen A und B gelegene mehr- 
fache Wurzel auch bloB einfach zu zdhlen. 


Wihit man A=—oo und B=-+ 00, so liefert das 
Sturmsche Theorem die genaue Anzahl aller reellen Wurzeln 
von f(z) = 0. 


Eine Gleichung f(z) = 0 vom n®" Grade mit reellen Koejfi- 
ztenten besitet dann und nur dann lauter reelle verschiedene 
Wurzeln, wenn die durch das Sturmsche Divisionsverfahren ge- 
- wonnene Sturmsche Keite f, f', fo,---+, f, aus nm +1 Funktionen 
besteht; und die Koeffizienten der hochsten Potenzen in allen 
Funktionen das ndmliche Vorzeichen haben. 

Ebenso wie das Sturmsche Verfahren leistet auch die 
Theorie der reellen quadratischen Formen (Hermite, C. R. 
35, 52 (1852), ebenda 36, 407 (1853), Journ. f. Math. 52, 

39 (1856), Ciwores 1, 281, 284, 397, Sylvester, Phil. 
- Trans. 148 (1853), Coll. math. papers 1, 429) die Bestimmung 
der genauen Anzahl reeller Wurzeln, welche eine Gleichung 
f(#) = ay2” + ae" ebeieeD a, =O mit reellen Kocffizienten 
zwischen zwei gegebenen reellen Zahlen A und B (A < B) hat. 

Es seien @,, O,..., %, die m verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung f(z) = 0, die keine mehrfachen Wurzeln habe. Man 
bilde die quadratische Form: 

k=n 


hy = 2 ox a,)*(U, + a, Us + a," U,+::: ene U,)? 


der n Variablen U,, U,,:.., U,; die GréBe q bedeute eine 
positive oder negative ungerade Zahl, & einen reellen willkir- 
lichen Parameter. Die Koeffizienten von h, lassen sich als 


: ae 
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symmetrische Funktionen der Gleichungswurzeln durch die reellen 
Koeffizienten von f(z) = 0 reell ausdriicken. Zransformiert man 
die reelle quadratische Form h, durch eine reelle lineare homo- 
gene Substitution von nicht verschwindender Determinante in eine 
Summe reeller Quadrate (vgl. S. 121) wnd findet man, wenn 
man &= A setzt, N,, wenn man §=B wihli, N, Quadrate © 
mit negativen Vorzeichen, so ist die genaue Anzahl der zwischen 
A und B gelegenen Wurzeln von f(z) = 0 gleich N, — Ny. 

Man kann statt h, auch andere reelle quadratische Funk- 
tionen wihlen, die dasselbe leisten, z. B. die aus h, durch reelle 
lineare homogene Transformation von nicht verschwindender Deter- 
minante: U; = ay; GU 44 + gM ye bot $Oy__ pM G=1,2,---)0) 
hervorgehende reelle quadratische Form H, der » Variablen 
Uy, Ug, .U_, namlich: 

“ken 


A, — 26 — 4)? + [Ag ty + (Gg ee, + Ay) Ug + (Gigar,” + Ay, + Ay) thy 
piv gags? + Ba" * + >a, 4a). 


Besonders bequem gestaltet sich die Berechnung der q=1 
entsprechenden quadratischen Form H,., Sie ist namlich die 
Bézoutiante (vgl. S. 271) der zwei ganzen Funktionen f(a) und 
g(a) = f(x) -(@—&) vom xn Grade, wobei f’(x) die erste 
Abgeleitete bedeutet. Es ergibt sich folgende Vorschrift: Man 


entwickle 
t=n—1k=n—1 


£219) W—P-10F@ 2-9 Saag 
oe k=0 


y¥—e 


nach ganzen positiven Potenzen der Variablen x, y und fihre . 
fiir a'y* die Produkte u,_,u,_; ein. Die g=1 entsprechende 
quadratische Form H, lautet alsdann ~* 

t=n—1k=n—-1 


eee Vv 
HI, == a Aj, Uy Uy pe 


k=0 
Die Differenz der Anzahl negativer Quadrate, welche die 
t=n—1 Oe j 
Bézoutiante > = 4, Un —i@Un—e, Geren Koeffizienten von dem 
7=0 k= 
Parameter §& abhdng ie fiir §= A und §= B liefert, ist gleich — 
der Zahl der Gleichungswurzeln von f(z) =0 ewischen den Grenzen 
A und B (Hermite, Journ. f. Math. 52, 51 (1800) Guvres 1, 
413), 
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Die fiir ¢ = 0 aus h, hervorgehende quadratische Form sei 
mit g,; bezeichnet. 


R= 4=n= nN 
gene) 2 } = 2 j 
I; =2( +e Oye, U, to," 70) = = eines U,U,, 
= #=1l=1 
cere 
wobei s, = a,’ die Summe der i" Potenzen der Gleichungs- 
sims) | 


wurzeln bedeutet. Die reelle quadratische Form g, hat bei jeder 
reellen linearen homogenen Substitution in eine Summe von Qua-. 
_ draten soviel Quadrate mit negativen Vorzeichen als die Glei- 
chung f(z) = 0 Paare imagindrer Wurzeln hat. Hieraus ergibt 
sich der Satz von Borchardt (Journ. de math. 12, 58 (1847), 
Ges. Werke, S. 24): 

Die Gleichung f(z) =0 mit reellen Koeffizienten und ver- 
schiedenen Wurzeln hat soviel Paare imagindérer Wurzeln als die 
Reihe der Determinanten: 


| Oy 
Of S05, Oo | ’ 
| Sy S89 
Soha Sn—1 
So 51 Se 3 
Carmi Sie Sy Sail a os 0 
| 5g $3 S84 
Cig ae Teas GR ess 


Vorzeichenwechsel aufweist. Das Borchardtsche Theorem bleibt 
auch richtig, wenn in der GréBenreihe 6,, 6,,..., 6, isolierte 
Nullen auftreten; diese sind einfach zu streichen. Bei mehrfach 
unmittelbar aufeinanderfolgenden Nullen kann das Borchardt- 
sche Kriterium versagen, wie beispielsweise die Gleichung 
a+ 1=0 lehrt. 

Eine charakteristische Bedingung dafiir, daB eine Gleichung 
f(z) = 0 mit reellen Koeffizienten ohne mehrfache Wurzeln nur 
reelle Wurzeln hat, besteht darin, daB 6, >0, 6,>0,..., 
6, > 0 sind. 

Die quadratische Form g, und das Triagheitsgesetz der 
reellen quadratischen Formen hat Jacobi bereits vor Veriffent- 
lichung der Hermiteschen und Sylvesterschen Arbeiten zur 
Bestimmung der reellen Wurzeln einer Gleichung f(#) = 0 mit 
reellen Koeffizienten verwendet (vgl. Borchardt, Journ. f. 
Math. 53, 281 (1857), Ges. Werke, 8. 469, siehe oben S. 122). 
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Wir schlieBen diese Betrachtungen (vgl. zu dem hier be- 
handelten Gegenstand noch die Aufsitze von Kronecker, Ges. 
Werke 1, 227, 308, 2, 37, 113, die Monographie von Hatten- — 
dorff, Die Sturmschen Funktionen, 2. Aufl. Hannover 1874, 
Frobenius, Jowrn. f. Math. 114, 187 (1895), Hurwitz, Math. 
Ann. 46, 273 (1895), die Anmerkungen zu Sturms Abhandlung 
in Ostwalds Klass. der exakten Wiss. Nr. 143) mit einem Satz 
von Sylvester (Phil. Trans. (1853), Coll. math. papers 1,547): 

Sei f(z) =O eine Gleichung n*” Grades ohne mehrfache 
Wurzeln und mit reellen Koeffizienten und f, (2) =nf(z) — ef (z), 
wobei f(z) die erste Abgeleitete von f(z) ist, so hat die Gleichung 
f(2) =0 soviel Paare imagindrer Wurzeln, wie die Bézoutiante 
von f (2) und f,(z) bei einer reellen Transformation in eine 
Summe von Quadraten negative Quadrate aufiweist. Die Bézou- 
tiante von f' (2) und f(z) ist eime reelle quadratische Form 


t=n—2 k=n-2 


> Fila 


t=0 


von nur m—1 Variablen uy, Us,..., U 


n und wird gefunden, 
mdem man ‘ 


t=n—2h=n—2 


f@) -£M—f WA) ra 


7=0 


bildet und fiir a'y* das Produkt u,_,uU,_, setet. 

Nicht die genaue Anzahl, aber eine obere Grenze fir die 
Zak] der Wurzeln einer Gleichung mit reellen Koeffizienten, die 
zwischen zwei reellen Zahlen liegen, liefert der Satz von 
Fourier (vgl. S. 256): Ist f(¢) = 0 cine Gleichung n*" Grades 
mit reellen Koeffizienten und bedeuten f(z), f’(2),.-+. F() 
die Abgeleiteten von f(z), so ist die Anzahl der Wurzeln von 
f(z) =0, die zwischen den zwei reellen Zahlen A und B (A<B) 
liegen, wenn A und B keine Wurzeln von f(z) =0 sind, gleich 
oder um eime gerade Zahl kleiner als die Differenz der Vor-. 
zeichenwechsel in den zwei Reihen: 


F(A), F(A) 33 FCA) 
LB) Be eet Oe 


Etwaige in den zwei Reihen auftretende Nullen sind zu streichen. 
Jede mehrfache Wurzel, welche die Gleichung f(z) = 0 im Inter- — 
vall A bis B hat, ist beim Fourierschen Satz entsprechend threr 


und 
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_ Vielfachheit zu zdhlen. Fiir eine Gleichung mit lauter reellen 
Wurzeln gibt der Fourtersche Satz die genaue Anzahl ihrer 
reellen Wurzeln zwischen irgend zwei Grenzen A und B. Der 
Fouriersche Satz wird mit Unrecht auch nach Fouriers Zeit- 
genossen Budan genannt (vgl. Darboux, Cwores de Fourier 

2, 310). 

Satz von Laguerre (Journ. de math. (3) 9, 102 (1883), 
(Now. Ann. de math. (2) 18, 9 (1879), ebenda 19, 52 (1880), 
_(Eurres 1, 6, 68 und 75, Paris 1898): Ist A eine positive 
| Grégpe und f(z) =O eine Gleichung mit reellen Koeffizienten, 
so ist die Zahl der Zeichenwechsel, welche die Rethe: 


f(2) = aye” + aye"-1 + age"—? +-+-+4,, 


fle) = age”? + a2"? +.-- + G4) 
fal) = a2" *-+ aye*—2 + -<- +d, 3) 
fee Ay 


fir <= A aufweist, wenigstens gleich der Zahl der Wurzeln 
von {(Z) = 0 (mehrfache Wurzeln sind entsprechend threr -Viel- 
fachheit zu zdhlen), die gréfer als A sind. Ubertrifft die An- 
gahl der Zeichenwechsel-die Zahl der Wurzeln, die grépBer als 
A sind, so ist die Differenz eine gerade Zahl. 

Descartessche Zeichenregel (vgl. S. 251): Hat man eine 
Gleichung f (2) = a2" + a, 2"— ++ a,2"-? +--- +a, =0 mit reellen 
Koeffizienten, so ist die Zahl der positiven Wurzeln von f(z) =0 
(mehrfache Wurzeln sind entsprechend ihrer Viclfachheit zu zahlen) 
gleich oder um eine gerade Zahl-kleiner als die Zahl der Vor- 
zeichenwechsel der Gleichung. Etwa vorhandene Wurzeln 0 sind 
nicht als positive Wurzeln mitzuzéhlen. Unter den Zeichcnwechseln 
bezw. Zeichenfolgen der Gleichung f(z) = 0 versteht man die Zakl 
der Zeichenwechsel bezew. Zeichenfolgen der Kocffizientenreihe ay, 
G1, Ay,.+-, An; etwaige verschwindende Koeffizienten sind fort- 
gulassen. 

Die Descartessche Regel ergibt sich aus dem Fourier- 
schen Satz, indem man A= 0, B=oo wihlt, und aus dem 
Laguerreschen Satz, wenn man A=O setzt. LHinen Beweis. 
der Descartesschen Regel hat GauB, Ges. Werke 3, 65, ge- 
geben, vgl. ferner Laguerre, Journ. de math. (3) 9, 99 
(1883), Guores 1, 3. Die Descartessche Regel wird irr- 
tiimlicherweise auch Harriot, Artis analyticae praxis (1631), 


346 _ Kapitel IV. Algebraische Gleichungen. 


zugeschrieben. Bei Harriot findet sich die ek tiberhaupt 
nicht (vgl. auch die Anm. in Ostwalds Klass. d. exakt. Ve 
Nr. 127, 8, 247). 

Zusitze zur Descartesschen Zeichenregel: 

1. Die Zahl der negativen Wurzeln von f(z) = 0 ist gleich 
oder um eine gerade Zahl ee als die Zahl der Vorzeichen- 
wechsel der Gleichung f(— 2) = 

2. Gaup’ Korollar zum hedbur fhe oaen Satz (GauB, 
Ges. Werke. 3, 70): Fehlen in einer Gleichung mit reellen Koeffi- 
Rienten c Glieder und ist c und d die Anzahl der durch eine 
ungerade Zahl fehlender Glieder umnterbrochenen Zeichenwechsel 
bezw. Zeichenfolgen in der gegebenen Gleichung, so hat die Glei- 
chung mindestens e—c +d imagindre Wurzeln. 

3. Aus dem GauBschen Korollar oder aus der am SchluB 
des Fourierschen Satzes gemachten Bemerkung folgt: Ene 
Gleichung mit lauter reellen Wurzeln besitet genau soviel positive 
Wurzeln, als f(z) Zeichenwechsel aufweist, und soviel negative 
Wurzeln, wie f(— 2) Zeichenwechsel hat. Abgesehen von den letzten 
Ghedern kinnen nur isolierte Glieder der Gleichung verschwinden, 
diese miissen stets zwischen zwei Gliedern mit verschiedenen Vor- 
zeichen stehen. ; 

Eine obere Grenze fiir die Anzahl der reellen Wurzeln 
einer Gleichung gibt auch ein von Sylvester, Coll. math. 
papers 2, 376, 489, 491, 493, 498, 542, 704 aufgestelltes 
Theorem, das eine bereits von Newton (Arithmetica universalis 
(1707), Bd. 2, Kap. 2, Maclaurin, Algebra (1748), Teil 2, 
Sect. 1, Kap. 13, Cantor, Vorl. tber Geschichte der Math. 3, 
404 u. 561) stammende Regel als besonderen Fall enthiilt. 
Literatur: Genocchi, Nouv. Ann. de math. (2) 6, 5 (1867), 
Petersen, Theorie der algebraischen Gleichungen, 8.203, Weber, 
Algebra 1, 345, Netto, Algebra 1, 225. 

Die Bestimmung der Gesamtzahl der reellen Gleichungs- 
wurzeln hingt mit der fiir ein Intervall auf folgende Weise zu- 
sammen: 

Jede Gleichung f(z) =O mit reellen Koeffizienten hat halb 
so viele Wurzeln, die gréBer als irgendeine reelle Zahl A sind, 
als die Gesamtzahl reeller Wurzeln von f(y?+ A) = 0 betréigt. 
Bestimmt man also A = 0 entsprechend: die Gesamtzahl reeller 
Wurzeln von f(y”) =0 nach dem Borchardtschen oder 
Sylvesterschen Satz, so ist die Zahl der positiven Wurzeln von 
f(z) =0 halb so prob 

Jede Gleichung f(z) =O mit reellen Koeffizienten hat 
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gwischen den Grenzen A und B(A<B) soviel Wurzeln als 
die Gleichung »(u)=(1+4)"f (444 = 0 positive Wurzeln 
besitzt. Die auf y(u) = 0 angewandte Descartessche Zeichen- 
regel gibt also analog dem Fourierschen Satz eine approxi- 
mative obere Grenze fiir die im Intervall A bis B gelegenen 
Wurzeln von f(z) =0 (Jacobi, Journ. f. Math. 13, 348 (1835), 
Ges. Werke 3, 279). 

Die Gleichung f (¢)=Ohatewischenden Grenzen Aund B(A< B) 

2 
halb so viele Wurzeln wie p(y”) =(1+y?)" f (5%) =0 
recile Wurzeln besitet, und die Gesamtzahl reeller Wurzeln von 
(y*) = 0 ist gleich der Differenz der Gesamtzahl reeller Wurzeln 
von f(y® + A) =O und der von f(y? + B)=0. 
ber eine von Klein angegebene geometrische Verglei- 

chung der verschiedenen Abschitzungskriterien fiir die Anzahl 
der reellen Gleichungswurzeln vgl. Weber, Algebra 1, 354. 

Mit Hilfe des Sturmschen Divisionsverfahrens léBt sich 
fiir eine rationale Funktion auch der von Cauchy eingefiihrte 
Index der Funktion bestimmen. g(¢) sei irgendeme in dem 
Intervall A <<t< B (A und B reelle Zahlen) reelle und, ab- 
gesehen von v in dem Intervall gelegenen Ausnahmestellen 
Eiglgs= <9. ty eindeutige und stetige Funktion von ¢; die Un- 
stetigkeitsstellen seien derartig, daB der Wert von » mit be- 
stimmtem Vorzeichen unendlich wird, sowohl wenn ¢ von links 
her als von rechts her sich dem ¢; @=1,2,....*) nahert. Fir 
jede einzelne Unstetigkeitsstelle sei «(t) = 0, +1 oder — 1, 
je nachdem » beim Uberschreiten von ¢, sein Vorzeichen nicht 
andert oder von einem negativen zu einem positiven oder von 
einem positiven zu einem negativen Wert tibergeht. Unter dem 


Index J 4 (@) der Funktion » fiir das Intervall A<t < B ver- 
steht man nach Cauchy (J. éc. polyt., Cah. 25, 176 (1837)) die 
Summe J” (Y) = &(4) +e) +--+ e(t,). Ist p fiir das ganze 
Intervall ilsg, so ist J i) = = (.: 


Hat auch— ebenso wie g fir das Intervall A bis B nur 


einzelne im Innern des Intervalls liegende polare Unstetigkeiten, 
so bestebt die Relation: 


Ji (p) + TA) = = (sign ¢(B) — sign  (A)) 


Ist p = A eime rationale Funktion, wobei f und f, teder- 
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fremde ganze Funktionen bedeuten, und ist f mindestens von dem 
gleichen Grade wie f,, so findet man den Index J 2 (4 a auf folgende 


Weise: Man bilde nach dem Sturmschen Divisionsverfahren die 
Fumktionenreihe f, f,, fos--+» fp» die erhalicn wird, indem man f 
durch f, dwidiert und die “sukeessiv auftretenden Reste immer 


mit entgegengesetaten Vorzeichen nimmt. J, (4) ist gleich der 


f 


Anzahl der Vorzeichenwechsel, welche die Reihe 


f(A), f(A), f(A), --- f(A) e. 


mehr aufweist als die Reihe 


f(B), f(B), f(B),-- + £,(B). 


(Sturm in der S. 256 zitierten Arbeit Artikel 20, ferner Journ. 
de math. 1, 305 (1836), Cauchy, a. a. O., S. 187.) 

Ist f, von hiherem Grade als f und hat man den Index 
r3(4) zu bestimmen, so geschieht dies mit Hilfe der oben zwischen 


ae *(@) und J ‘ (=) angegebenen Relation. 


Ist f’ die erste Abgeleitete von f, so ist J Z (4) gleich der 


Anzahl der zwischen A und B gelegenen reellen Wurzeln von 
f(¢) = 0. (Sturmscher Satz vgl. S. 340.) 

Die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung f(z) = 0 mit be- 
liebigen (auch komplexen) Koeffizienten im Innern einer einfach 
geschlossenen reguliéren Kurve C wird durch ein Cauchysches 
Integral bestimmt. Jst f(z) eine tberall im Innern und auf 
dem Rande von C holomorphe und auf dem Rande auch von 
Null verschiedene Funktion, so ist die Anzahl ihrer innerhalb 
von C pees Nulistellen Gede nach ihrer Vielfachheit gezahit) 
gleich = J oS dz, wobei das Integral tiber den Rand von C 
in oaion Sinne zu erstrecken ist. Ist z= 2+ ty und trennt 
man f(z) im seinen reellen und imagindren Bestandteil, setet also 
f(a + ty) = X(a, y) + i Y(a, y), so wird 


fai) 
Dwele TO). we tere 
der Index ist lings der Kurve C gu erstrecken, ad. h. er wird 
givich der stets geraden Zahl p—p’, wenn p beew. p’ die An- 


~ 


\ 
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zahl von Punkten auf C angibt, in denen Y verschwindet und 
hierbet der Quotient y vom Negativen zum Positiven bew. vom 


Positiven zum Negativen iibergeht. Man kann statt X, Y auch 
— Y, X verwenden (Cauchy, vgl. Sturm u. Liouville, Journ. 
de math. 1, 278 (1836), Sturm, ebenda, 8. 290). Betreffs des 
Cauchyschen Index vgl. ferner Hermite, Journ. f. Math 52, 
39 (1856), Hwures 1,410, Hurwitz, Math. Ann. 46, 273 (1895), 
64, 517 (1907). 
(2) sei eine ganze rationale Funktion wnd C werde von 
4A Bogen unicursaler Kurven gebildet. Ein Bogen C, werde durch 
die rationalen Funktionen « = p(t), y = w(t) dargestellt, wo- 
bei die reelle Variable ¢ das Intervall A bis B durchlaufe und 
auf diese Weise den Bogen C, einmal beschreibe. Lungs des 
Bogens C, geht f(¢) = X(a, y) +4Y(a, y) ter in die ratio- 
nale Funktion X(9, y) + +Y(g, y) = R(t) + iF, (4); lings des 
Bogens C, wird J ( +) daher gleich J z (ees) und ist als 
Index einer rationalen Funktion mittels des Sturmschen Divisions- 
verfahrens zu finden. Der Index lings der Kurve C ist die 
Summe der Indizes lings C,, C,,..., C,. So kann man, auf 
rationalem Wege die Anzahl der Wurzeln innerhalb eines von 
Geraden und Kreisbogen begrenzten Bereiches finden. Wahit man 
fir C einen geniigend groBen Kreis, dessen Zentrum der Koor- 
dinatenursprung der GauBschen Ebene ist, so liBt sich auf die 
Theorie des Index ein Beweis des F’undamentalsatzes der Algebra 
griinden. Hierauf beruhen auch ihrem Gedankengang nach der 
erste und vierte GauBsche Beweis des Fundamentalsatzes der 
Algebra (vgl. Zitat oben S. 251, siehe auch Weber, Algebra 
1, 333). | 

Die Untersuchungen tiber den Cauchyschen Index sind 
ein spezieller Fall der von Kronecker (Monatsb. d. Berl. Akad. 
(1869), (1873) u. (1878), Ges. Werke 1, 175, 213, 303, 2, 
37, 113) stammenden Charakteristikentheorie. Sie bestimmt dié 
mehreren Gleichungen -mit reellen Koeffizienten und reellen 
Variablen gemeinsamen Wurzeln. Vgl. Picard, Traiié d’analyse, 
2. Aufl, Bd. 1, 136 und 2, 205, Weber, Algebra 1, 323. 


§ 16. Approximation der Wurzeln. 
Jede Gleichung by + b,2"1 + by2’2 + +++ + b,2% = O, bet der 
0<y4<y<---<y, und bo +0, 0, + O ist, hat, wenn man 
thre Wurzeln in der sog. Gaufschen Ebene der komplexer 
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Zahlen darstellt, innerhalb oder am Rande eines jeden der vier 
Kreise mit den Radien: 


1 1 
1 Vy Vy Vi es bls, 
( ) : G, —,) Gan ee b, | 
1 1 
(v, +1) +2)... +k—D\s- | by 
(2) ( i hee ) bbe 
1 
By [> 
(4) kB 


mindestens eime Wurzel. Die bei (4) auftretende Grope B be- 
deutet jene der zwei pdsitiven Zahlen 1 und ip ,; adie nicht 


1 
kleiner als die andere ist (Fejér, Math. Ann. 65, 413 (1908)). 
Die Kreisradien hangen auBer von den Anfangsgliedern 0) und 
b, noch von der Gliederanzahl der Gleichung oder den Expo- 
nenten ab; 6) und b, allein bestimmen keinen endlichen Kreis, 
der mindestens eine Gleichungswurzel enthilt. 

Hingegen gilt folgendes Theorem (Landau, Sitzwngsb. d. 
Berl. Akad. (1904), 1118, Viertelsjahrhefte der naturf. Ges. zu 
Ziirich 51, 252 (1906)): Fir jede ganze rationale (sogar- ganze 
transzendente) Funktion f(2)=¢ +Gq2¢+ 47 +---, bei der 
der Koeffizient c, von Null verschicden ist, existiert eime nur 
von den zwei Gripen ¢, und c, abhdngige positive Zahl KR, so 
dap in einem mit dem Radius K um den Koordinatenursprung 
geschlagenen Kreise mindestens eine der beiden Gleichungen 
f(z) = 0. oder f(z) =1 eine Wurzel besitzt. 

Ist f'(2) die erste Abgelvitete irgendeiner ganzen rationalen 
Funktion f(z), so stellt sich in der Gaufschen Ebene der kom- 
plexen Zahlen keine der Wurzeln der Gleichung f’ (2) = 0 aufer- 
halb jenes kleinsten konvexen geradlinigen Polygons dar, das 
sich um die Wurzeln von f(z) =0 spannen lift (vgl. die 
Literaturangaben von Fejér, Math. Ann. 65, 417 (1908), 
fener Cesaro, Nouv. Ann. de math. (3) 4, 329 (1885), 
Cesaro-Kowalewski, Elementares Lehrbuch der algebraischen 
Analysis usw., S. 434). 

Stellt man die Wurzeln irgendeiner Gleichung 


f(2) = age” + aye?—1 +a,e*-2 4 oe a, =0 


mit beliebigen reellen oder komplexen Kocffizienten im der sog. 
GauBschen Ebene der komplexen Zahlen dar, so liegt keine von 
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ihnen auperhalb des mit dem Radius G@ um den Koordinaten- 
ursprung geschlagenen Kreises, wo G-die einzige positive Wureel 
der Gleichung: 


| ay | u" — {| a, | w*—*+ | ay | w?-F + a,iu"->+...+|a,|} =O 


ist, d. h. G ist eime obere Grenze fiir den absoluen Betrag der 
Gleichungswurzeln (Cauchy, Exercices de math. (1829), Guvres (2) 
9,122). Diese Grenze ist schirfer als die von Gau8 beim vierten 
Beweise des Fundamentalsatzes im Jahre 1849 (Ges. Werke 8, 
76, vgl. oben S. 251) verwendete. Aus den unten angegebenen 
-Kriterien fiir die obere Grenze der positiven Wurzeln einer 
Gleichung mit reellen Koeffizienten folgt: Ist A die gréBte Zahl 
unter den absoluten Betrégen vor |a,|, |a,|,...,|a,|, so ist 


die angegebene GréBe G nicht gréfer als 1 eos Ist k die 


| @ ie 
Anzahl der von Null verschiedenen Grd8en a,, a atl eee sO 
ist G nicht gréBer als die gréBte unter den Zahlen 


| a, | A | a Ve 
Ay! ? | a | | Qq | | dy 
1 
Setzt man 7 = > So erhilt man fiir ¢ die Gleichung 


dgtatita?+---+a,t"’=0; ist G’ eine obere Grenze 
fiir die absoluten Betrige |¢) der Wurzeln der transformierten 
Gleichung tf (=) = 0, so ist K= S eine untere Grenze fiir 
die absoluten Betrage der Wurzeln von f(z) = 0, d.h. |z| > XK. 

Eine Zahl G heiBt eine obere Grenze fiir die positiven 
Gleichungswurzeln, wenn alle positiven Wurzeln nicht grofer als 
G sind; eine solche wird durch folgende Satze geliefert: . 

Ist f(#) = ag" + a,2"-1 + age"-*+---+4a,=—0 eine, 
Gleichung mit reellen Koeffizienten und a, >0, so ist jede 
Zahl G, fiir dic f(z) und sémtliche sukzessive Abgeleitete 
f(z), f'(2),-- +5 f*-Y(z) positiv werden, eime obere Grenze fiir 
die positiven Gleichungswurzeln von f(<) = 0 (Newton, Arith- 
metica universalis, Bd. 2, Kap. 4, Folge des Fourierschen 
Satzes auf §..344). Ist ebenfalls a, > 0, so ist auch jede Zahl G, 
fiir die alle Funktionen 


f,(2) oe agen" ete Gil inher +... On 4 (é=n—1,n—2,...,0) 
positiv ausfallen, eine obere Grenze fiir die positiven Wurzeln 


(Laguerre, Nouv. Ann. de math, (2) 19, 49 (1880), Gwores 
1, 72, Folge des Laguerreschen Satzes auf 8. 345). 


~ 
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Ist in der Gleichung aye” + ae"~*+---+ 4, =0 mit 
reellen Koeffizienten a, der erste der negativen Koeffizienten, also 
My, y,-+ +) G;_4 positiv, und ist N der absolute Betrag des dem 
absoluten Betrage nach griBten negativen Koeffizienten, so ist 
jede der GréBen 


Daa 
N 
Ve Vea 


. wobei f jeden der Werte 0, 1, 2,..., 7 —1 annehmen kana, 
eine obere Grenze fiir die positiven Gleichungswurzeln. Im be- 
sonderen sind also 


j eens 
N N 
: +V2 Seats a + a, + vee G4 


(und a fortiori 1 — die sog. Maclaurinsche Grenze, die 
0 


aber schon Rolle, Traité d’algébre (1690), 2%* Buch, Kap. 6 
hat) obere Grenzen fiir die positiven Gleichungswurzeln. Vgl. auch 
Lagrange, Rés. des équ. num. (oben 8S. 256), éuvres 8, 32, 
Longchamps, Nouv. Ann. de math. (2) 19, 71 (1880). 

Ist ag > 0 und hat die Gleichung 


aye" + a,2"~'+---+a,=0 


mit reellen Koeffizienten im ganzcn k negative Koeffizienten, die 


Bs, An, Ap, 4,,--. lauten médgen, so ist die gripie der k Gropen 


By eax aaa] Ri ae | RO rere ee 
(fea raat Vac! 7 Lae! 
Gio wat a Wars aa: 
eine obere Grenze fiir die positiven Gleichungswurzeln (Cauchy, 
Guvres (2) 9, 152, Abel Transon, Now. Ann. de math. (2) 
11, 256 (1872)). 

Ist G’ eine obere Grenze fiir die positiven Wurzeln von 
f(— 2) =0, so ist — G@’ eine untere Grenze fiir die negativen 
Wurzeln von f(z) = 0, d.h. keine der Wurzeln ist kleiner als 
—G’. Sind Z und — L’ obere bezw. untere Grenzen fiir die posi- 


tiven bezw. negativen Wurzeln von g"f ()=0, so hegt keine 
; F 1 1 
Wurzel: yon f(7) =0 zwischen — und — ira 
Mittels des Sturmschen oder Fourierschen Satzes kann 
man zuerst die reellen Wurzeln einer Gleichung mit reellen 
Koeffizienten separicren, d. h. ein Intervall finden, in dem nur 
eine Wurzel der Gleichung liegt. Die zunichst folgenden Me- 
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, 
o 


thoden setzen eine auf irgendwelche Weise vorgenommene Sepa- 
‘ration.der Wurzeln voraus. 

| Regula falsi (Regel des doppelten falschen Ansatzes, Histo- 
risches bei Cantor, Vorl. iiber Geschichte der Math. unter dem 
‘Stichwort Falscher Ansatz des Registers. vgl. auch Rudolf 
Wolf, Handbuch der Astronomie 1, 87, Ziirich 1890): Sind 
A und B zwei reelle Zahlen, f(z) irgendeine Funktion mit: reellen 


Koeffizienten und sign f (A) = — sign f(B), so liegt 
B = Ba—Af®) _ 4, _ A=B)FA _ p_ ABB) 
. f(A) — f(B) Ht (Ale f(B) f(A) — f(B) 


stets zwischen A und B. Eine Gleichung f(z) = 0, die zwischen 
A und B eine einzige Wurzel « hat, besitzt diese daher in eincm 
der zwet kleineren Intervalle A bis B, oder B, bis B; die Wurzel 
a liegt zwischen B,— L und B,+ L, wobei 
Se Pa mM 
8 [F(4) —7(B)] 

ast und M den gripten Wert bedeutct, den der absolute Betrag 
|f’(2)| der zweiten Abgeleiteten im Intervall A bis B annehmen 
kann (vgl. Liiroth, Vorl. wber numerisches Rechnen, Leipzig 
1900, S. 175 u. 198). 

Zwischen den zwei reellen Zahlen A und B habe die Glei- 
chung f(z) =O mit reellen Koeffizienten nur eine reelle Wurzel a, 
mithin ist also sign f(A) = — sign f(B). Das Intervall A bis 
B sei so klein gewahlt, daB die zweite Abgeleitete f(z) in 
dem ganzen Intervall A bis B keine Wurzel besitzt. Dies ist 
moglich, nachdem f(z) und f”(z) vorher von etwaigen gemein- 
samen Teilern befreit wurden. f(z) hat dann im ganzen 
Intervall A bis B dasselbe Vorzeichen. Mit A sei, unabhingig 
davon, ob sie die gréBere oder kleinere Zahl ist, diejenige 
der zwei Grenzen bezeichnet, fiir die f(z) und f’(2) dasselbe 
Vorzeichen haben. Auf die Grenze A kann man dann die 
Newtonsche Naherungsmethode in der von Fourier verbesserten 
Form anwenden (Newton (1669) vgl. oben S. 256, zuerst 
publiziert in Wallis’ Algebra (1685), Lagrange, Res. des equ. 
num., (Ewres 8, 159, Fourier, Anal. des équ. dét., vgl. 
oben S. 256, Darboux, Nouv. Ann. de math. (2) 8, 17 (1869), 
Fouret, ebenda (2) 9, 567 (1890)): Bildet man sukzessiv 


f(A) i ga eh ay) 
ec ee eee z = F(A)” 
fog 4A, Fay 


Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl, 23 
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0 wird die erste Abgeleitete f(z) im ganzen Intervall A bis a 
nicht Null; A, liegt stets zwischen A und a, A, zwischen A, 
und a usw., und die Gripen A, A,, A,,... konvergieren nach a. 
Es ist « stets zwischen A,,,—L, und A,,, +L, gelegen; 
dabei ist 
(AO nee 

2 | f (Ap) |? 


und M, bedeutet den gripten Wert des absoluten Betrages von 
f(z) im Intervall A, bis B. 

Die Kombination der Regula falsi mit der Newtonschen 
Néherungsmethode (Fourier, Anal. des cqu. dé.) ergibt unter 
den gleichen Bedingungen und bei Verwendung der gleichen 
Bezeichnungen wie beim Newtonschen Naherungsverfahren 
folgendes Theorem: 

Bildet man sukzessiv 


Bf(A) — Af(B) ; 

a B —— : age oe 
f(A—FB) ? 8 7A) 7B) 

so liegt B, stets zwischen «a und B, B, zwischen B, und « usw., 

und die Grifen B, B,, B,,... konvergieren nach a. Die - 

Wurzel « liegt stets zwischen A, und B,. 

Bildet man ferner sukzessiv (Fourier a. a. 0.) 


Cos pol Ge ee 9g f(Cn) 


FOL Las ne ems. es a 07 I 


so liegt C, stets zwischen B und a, C, zwischen C, und a, 
.C, zwischen C, und « usw., und die Zahlen C,, C,,... konver- 
gieren nach «. Die Wurzel a liegt stets zwischen A, und C,. 
Die Newtonsche Niherungsmethode ist nur ein Spezial- 
fall des von Legendre-Cauchy (Cauchy, Analyse algébrique 
(1821), Gwvres (2) 3, 381) stammenden Verfahrens sukzessiver 
Approximation. Aus einem geeigneten Anfangswert A ist mittels 
einer stetigen Funktion y(¢) sukzessiv eine Wertreihe A, = y(A), 
A, = 9(A,),-»-5 4,41 = 9(A,),... herzuleiten, so daB die GréBen 
1» 4g,.-. nach einem Wert « konvergieren, der Wurzel einer 
vorgegebenen Gleichung f(z) = 0 ist. Hierzu mu8 « = g(a) sein. 
 Vgil. Schroeder, Math. Ann. 2, 317 (1870), Isenkrahe, 
ébenda 31, 309 (1888), Netto, Algebra 1, 300, Liroth, 
Vorl. uber numerisches Rechnen, 8.179, Pellet, C. R. 133, 
917 u. 1186 (1901), Perrin, ebenda, 1189. 
Lagranges Kettenbruchmethode: Hat man eine Gleichung 
f(2) = 0 mit reellen Koeffizienten und weifS man, daB sie 


L,= 


B,f(A,) sts A,f(B,) 


B,= 
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4. positive Wurzeln zwischen den zwei ee ganzen Zahlen g 
und g+1 besitzt, so setze man z=g +2 —- Die sich dann 


aus f(z) = 0 fiir 2, ergebende Gleichung pte) = 0 hat soviel 
positive reelle Wurzeln, die gréBer als 1 sind, wie f(z) =0 
reelle Wurzeln Peaehen den Grenzen g und g+1 hat. Ist 
9, eine derartig gewiihlte ganze positive Zahl, daB f,(z,) = 0 
zwischen den Grenzen g, und g, + 1 wenigstens eine Wurzel 


aes! F 2 ; 
hat, so setze man 24, = g, + cae und operiere mit der sich aus 


a 2 

f, (4) = 0 ergebenden Gleichung /,(¢,) = 0 weiter. Auf diese 
Weise werden die zwischen g und g-+ 1 liegenden positiven 
Wurzeln von f(z) = 0 in Kettenbriiche 


1 
el pe 
Ge 


entwickelt. Lagrange, Rés. des équ. num., CEwvres 8, 41, 
M.A. Stern, Journ. f. Math. 11, 142, 277 (1834), Sturm 
in der S. 256 zitierten Arbeit, Art. 16. 
Lagrange-Bernoullisches Verfahren: Ist s, (v=1,2...) die 
Summe der v”" Potenzen der Gleichungswurzeln, so ndhert sich 


Sy44 


fiir wachsendes v der ihrem absoluten Betrage nach gréptcn 


Gleichungswurzel, falls eine solche existiert (Lagrange, Rés. des 
équ. num., Ceuwores 8, 170). Am einfachsten findet man die 
f' (2) 
: 7@), 
also ae =" 4% 424... pildet (vgl. 8. 267). Dieses 
. Verfahren Seana eh iy Spezialfall in die von Daniel Ber- 
noulli (Comm. Acad. Petrop. 3, 92 (1728)) stammende und dann 
von Euler (Introductio in Gnalyan infinitorum (1748), Bd. 1, 
Kap. 17) aufgenommene Methode der Berechnung der Gleichungs- 
wurzeln mittels rekurrenter Reihen und 1aBt sich so ausgestalten 
(Fourier, Anal. des équ. dét., Ostwalds Klass, Nr. 127, 8. 63, 
Stern, Journ. f. Math. 11, 293 (1834), Jacobi, ependa 13, 
349 (1835), Ges. Werke 2. 280, F. Cohn, Math. Ann. 44 
473 (1894)), daB es zur Heneruae sdimtlicher Wurzeln pe 
beliebigen Gleichung mit reellen oder imaginiren Koeffizienten 
dienen kann. 

Grdaffesche Methode: Ist eine Gleichung f(z) = 0 mit den 

23* 


$., indem man/—” nach fallenden Potenzen von 2 entwickelt, 
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Wurzeln a,,c,..., 0, gegeben und sehreibt man f(z) =g,(z") +-29,(z”), 
faBt man also die Gliéder mit geraden und ungeraden Potenzen 
zusammen, so hat die Gleichung 


LY) =2y)? — ¥792(y)? = 0 


die Wrzeln o,?, a,*,..., a,*. Durch sukzessives Fortsetzen 


dieses Verfahrens findet man eine Gleichung: 
f,(w) = dyu" + dyu"-'+ du®-? + --- +4, =0 


mit den Wurzeln «,%, o%,..., @,%, wobei t= 2” ist. Befriedigen — 
die absoluten Betrige der Wurzeln der vorgelegten Gleichung 
die Ungleichheiten |a,| > |o,|..+-> |e,|, so ist fiir gentigend 
groBe v angenihert 


und man findet a, o,..., @, durch Ziehen c* Wurzeln. 
Ist 
| «| =||---=|]a,| 
aber gréBer als 


lessid, [essed sy ]m| 


so befriedigen die GréBen a,°, a°,..., o,° fir gentigend gro8e 
t angenihert die Gleichung dyu) + dui-*---+d,=0 und 
die GréBen O57 4, O74 9,--+-) @,” die Gleichung 


dus + A eee oe Agcy 557 tere t d,, = 0. 


Man kann die Methode so ausgestalten, da8 sie alle Gleichungs- 
wurzeln liefert. Griffe, Die Aufldsung der hiheren nwmerischen 
Gleichungen, Zirich 1837. Encke, Journ. f. Math. 22; 193 
(1841), Carvallo, Amn. de la faculté de Toulouse 3 (1889) 
(These de Paris). 

Wir schlieBen mit der Aufsuchung der rationalen Wurzeln 
emer Gleichung mit rationalen Koeffizienten: 

Die rationalen Wurzeln einer Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten, bet der der Koeffizient der hédchsten Potenz gleich 
1 ist, miissen ganzzahlig sein. 

Die rationalen Wurzeln einer Gleichung 


Gee" a2"? a8 dees * fteeet a, = 


2 led = er ig vd 2 oJ 
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mit ganzzahligen Koeffizienien findet man, indem man ayz = y 
_setat und die ganzzahligen Wurzeln von 


y" + ayy" * + agayy"—* +a,ay"y"—* + +--+ a,a."-' = 0 
sucht (Rolle, Traité d’algébre (1690), 2** Buch, Kap. 5). 
Man findei die etwa vorhandenen ganzzahligen Wurzeln der 
Gleichung 
a +ae"*+---+a,=—0 
mit ganzzahligen Koeffizienten, indem man alle ganzzahligen posi- 
 tiven und negativen Teiler von a, sucht, die innerhalb der Wurzel- 


grenzcn liegen. Ist a ein solcher Wert, so ist « dann und nur 
— dann Gleichungswurzel, wenn sdmtliche Groen 


a, b, +a, - b, + a,_ 

“=, Sa = by, =i St bg, 
b,-. +4 
eee egal 


ba-1 + 
4 


__yanezahlig ausfallen und schlieBloch =— 1 wird. 


Kapitel V. 


Invariantentheorie. 
Von H. FE. Timerding in Braunschweig. 


§ 1. Binirformen zweiter bis vierter Ordnung. 


Die Invariantentheorie beschiftigt sich mit den ganzen 
rationalen Funktionen, insbesondere den homogenen Funktionen 
oder Formen, bei denen alle Glieder beziiglich der verander- 
lichen GréBen von derselben Dimension sind, Doch sind auf 
die letzteren sofort die nicht homogenen Funktionen zuriick- 
zufihren, indem man eine der Variablen —1 annimmt. Die 
Invariantentheorie behandelt diese Formen aber nicht allgemein, 
sondern nur hinsichtlich ihres Verhaltens bei homogenen linearen 
Transformationen der Verinderlichen. Invariante hei®t nach 
Sylvester (Cambr. Dublin Math. Journ. 6 (1851) 290) eine 
solche Funktion der Koeffizienten einer Form, die fiir die trans- 
formierte Form gebildet bis auf einen konstanten (d. h. von den 
Koeffizienten der Form unabhingigen) Faktor mit dem analogen, 
fiir die ursprtingliche Form gebildeten Ausdrucke tibereinstimmt. 
Der konstante Faktor ist hierbei eine Potenz der Determinante 
oder des ,,Moduls“ jener linearen Substitution, durch welche die 
Transformation der Variablen gegeben wird. Der Exponent 
dieser Potenz heiBt das Gewicht der Invariante, die Dimension, 
zu welcher in jedem ihrer Glieder die Koeffizienten der Form 
vorkommen, der Grad der Invariante. Zur Unterscheidung wird 
die Dimension: zu welcher in einer Form die Vertnderlichen 
vorkommen, immer als Ordnung bezeichnet. 

Das eintwchate Beispiel wird durch eine quadratische Form 
zweier Verinderlichen oder Bindrform zweiter Ordnung: 


f = dy)%,7 + 2a, %,% + ax,” 


gegeben. Geht diese durch die lineare Transformation: 
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wey , us , v A, 
: Dy = 0%, + Pky, t= yx, + da, 
in die Form: 
“oe. 7 "9 , , , , A0r 
f = M %,“°+ 2a, %, ty + dy me 


tiber, so wird, wenn 


A = ad — By 
den Modul der Substitution bezeichnet, 
Ay Uy — ay? = A? (aydy — ,?). 
Die ,,Diskriminante“ 
| D = 2(aya — a,”) 


q hat also die Invarianteneigenschaft, und die letztere ist an 
diesem Beispiel zuerst durch Gau8 (Disquisitiones arithmeticae 
1801, Werke 1, Art. 157) konstatiert worden. 
Der Diskriminante D einer quadratischen Form steht die 
Resultante K zwerer linearen Formen 
U = A, 2, + Ag%y, V = b, 2, a by Xp 
zur Seite. Es ist 
Ki = a,b, — aby. 


_ Auch diese Diskriminante scheidet nur einen Faktor, nimlich 
das Quadrat des Substitutionsmoduls aus, wenn w und v durch 
dieselbe lineare Substitution transformiert werden, und heiBt 
deshalb eine simultane Invariante von “ und v. 

Das System zweier quadratischer Bindrformen ist zuerst 
von Boole (Cambr. Math. Journ. 3 ee) 11 ff.) behandelt 


worden. Sind 
f= Oy Hy? + 201%, %_ + Ay %y", J = Vyty” + 2d, ai, ay + b505” 
die beiden Formen, so kann man aus ihnen eine Form 
fy =f + dag = (a + Abo) a4" + 2 (a, +101) m4 y + (dy + ADs) x3? 
zusammensetzen. Die Diskriminante: 
Dy = 2{ (a + 409) (ag + 4bs) — (4 at 4b,)?} 
dieser Form 1a8t sich in folgender Gestalt schreiben: 


D, = Dy + 2Di34 + D; yl? 
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Hierbei sind D,, und D,, die Diskriminanten von f und g, 
und es wird: 


Da D,, D,,, Dg, die Invarianteneigenschaft haben, mu8 
sie auch D,, haben. D,, ist eine simultane Invariante der 
Formen f, g. Eine andere solche simultane Invariante ist die 
folgende: 

| R= DD, — D3. 
oder 
R == 4(ayb, — 4,05) (a, 02 — agb,) — (ayby — ag bq)”. 


Diese ist die doppelte Diskriminante der aus f, g ableit- 
baren quadratischen Form: 


H = (a), — ayby) xy" + (dy by — as bo) 14g sf (a,b, — ag b,) a”. 
Diese Form 18B8t sich auch schreiben: 
H= CA EF A; Z) (6,2, + 6, tg) — (a2, + Ay) OLA te b, 2X), 


oder mit Benutzung von Differentiationssymbolen: 


af af 

PeleO ce Owe 
"| ag ag 
Cr, - OX, 


Eine solche aus den partiellen Derivierten mehrerer Formen ge- 
bildete Determinante heiBt Funktional- oder Jaco bische Determinante 
(vgl. S. 156). Transformiert man /,g durch homogene lineare Sub- 
stitutionen und bildet fiir die transformierten Formen die Form H, 
so unterscheidet sich der gefundene Wert von dem obenstehenden 
nur um eine Potenz (naémlich den Kubus) der Substitutions- 
determinante A. Eine Form von dieser Higenschaft heiBt, eben- 
falls nach Sylvester, eine (simultane) Kovariante der Formen f, g. 
R= 0 ist die Bedingung daftir, da8 H das Quadrat einer linearen 
Form wird, und gleichzeitig dafiir, daB die Gleichungen f = 0, 

= 0 eine gemeinsame Wurzel x,: 7, besitzen. FR heiBt infolge 
dieser letzten Higenschaft die Resultante von f und g. Die drei 
Formen f, g, H geniigen der identischen Beziehung: 


H? == — 4} Dug — 2Di,f9 + D,» f*). 


a ls 
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Nimmt man zu den beiden Formen f, g ‘eine dritte quadra- 
tische Form: 
h = C417 + 2, a, 2% + cya? 


hinzu, so wird die Determinante 
| % My Os: 
Dy33 =| by by bg 
peo 4 18s 
eine simultane Invariante (vom Gewicht 3) der drei Formen f, g, h. 
Nennt man D,;, die Diskriminante von h und D,,; = Ds,, 


D,; = Dz, die zu D,, = D,, analogen, fir f,g zusammen mit h 
gebildeten Invarianten, so wird: 


D,, Dy, Dis 

2 Dios =| D;, Dz, Des 

Ds; Ds; Dss 

Ferner gilt die identische Gleichung: 
D,; Di, Dis f 

D;, Dyz Das 9 

Ds, Dz Ds h 

ie Gare iat 


Bildet man auch die zu H analogen Formen G, F fiir f, g zu- 
sammen mit h, so ergeben sich die weiteren Identitaten: 


2Dy93°f = Dy F + DyoG + Dis H, 
2Dy95° 9 = Dey F + DyoG@ + DzgH, 
2Di93°h = D3, F + DspG + Dg H, 
. Ff+Gg+ Hh=0. 
Die Theorie der Bindrform dritter Ordnung und die daran 
sich kniipfende Auflésung der Gleichungen dritten Grades ist 
von Cayley (A fifth memoir upon Quantics, Philos. Trans. 148 


(1858) 429, Papers 2, 527, Art. 115—127) gegeben worden. 
Aus der Form: 


as 3 2 2 2 
f = ayX,° + Baya", + 34%, %_" + Ag Xe 
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lassen sich durch Differéntiation zwei quadratische Formen 


herleiten, die ausgeschrieben lauten: 
2 2 
fy = Wty” + 20, Hy Hy Ay Hs", 
2 2 
fy = Ay" 2g %1Xy Ug Xp" 


Bildet man deren simultane Kovariante:- 


H = (aa, — a,”) x? + (ay as — Ay Mg) 34 %_ + (a, On z= Gg”) x”, 


so ist dies eine Kovariante, die sogenannte Hessesche Deter- 
minante der Grundform f (vgl. 8. 160). Man kann sie schreiben: 


Hs (gap dag — Gaga) | 


Die Diskriminante von H: 
R= 4 (aya, — a4”) (a, 43 — 4g”) — (gag — A, 49)” 
ist die einzig existierende Invariante von f. Setzen wir noch: 
10H Sp COE 
*s 2 On leg Ogee 
Q@ = fH, — fy Hy 

eine neue Kovariante von f, die ausgerechnet lautet: 

Q = (ay’ag — Baya, a, + 2a,°)2,° 

+ 3 (aya, 43 — 245" + 447A) 217% 


Sam 3 (Gy de As — 2a,?a, + hy dg”) a4 9” 


so wird 


2 3 3 


Sie ist also von der dritten Ordnung. Die beiden Kovarianten 
H, Q und die Invariante R sind mit der Grundform f durch dite 
Identitét verkniipft: 


@+4H° + Rf =0, 


die als die Cayleysche Gleichung bezeichnet wird. 
Bildet man die Form: 


=Q+4f, 
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80 werden deren Kovarianten, wenn man FR + i? = @ setzt, 
H,=0-H, Q,=9-(4Q—Rf), 


und die Invariante wird 
R, = @R. 
Unter den Formen f, sind zwei enthalten, welche dritte 


Potenzen linearer Formen wu, v sind. Diese findet man fiir 


A= Ve R, wie man sofort sieht, wenn man die Cayley- 
sche Identitét in der Form 


(@4+V=8-N@-V—R-f)=-- 48 
schreibt. Aus Q@+/V—R-f=w, Q—V—R-f=0% folgt aber 


1 8 3) __ 1 — v)(u — ev) (u — &®v 
Raa u en )¢ )¢ )s 


wenn ¢ eine primitive dritte Kinheitswurzel ist. Auf diese Weise 
ergibt sich die Zerlegung der Binarform dritter Ordnung in 
Linearfaktoren und damit die Auflésung der Gleichungen dritten 
Grades. — | 

Hine Bindrform vierter Ordnung: 


f = Gy%y* + 40, %,°% + 6a, %,7a," + 4agH, 2° + aga" 


hat zwei Invarianten 
fo he 2 
i= A)a, — 40,0, + 34,”, 
| 
| Ay ay Ag 


Oy Oy Oy |- 


= 


A, As A, | 


Eine Kovafiante, die wieder als die Hessesche Deter- 
minante zu bezeichnen ist, finden wir in dem Ausdrucke: 


1 24 orf o°’f wr o*f¢ 2 P 
H— ce 3) laa “One a 
Dieselbe ist von der vierten Ordnung. Eine zweite Kovariante 
wird durch die Funktionaldeterminante von f und H 
of oH of se) 


1 
a ate apes rar 


gegeben. Es gilt dann“die Identitat: 
T? = —{4H* — iHf? + jf?}- 
Diese geht, wenn man die Wurzeln der Gleichung: 
422 —izg—j=0, 


welche die Resolvente der Gleichung f= 0 heiBt, mit m,, m,, ms 
bezeichnet, in die Form iiber: 


T? = —4(H + mf) (H + mf) (H + mf). 


Auf der rechten Seite muB jeder Faktor ein vollstandiges 
Quadrat sein, weil, besondere Ausnahmefille abgerechnet, jeder 
Faktor verschieden und die linke Seite ein Quadrat ist, also 

laBt sich setzen: 


H+ mf=—g’, H + mf =— wv’, H + mf = — 7, 
so dab 


. (m, ae Ms) G* + (ms, — m,) we (m, = Ms) 4 =0 
und 
T= 2ovy 


wird. Aus diesen Formeln folgt die Zerlegung der Form f in 
Linearfaktoren. Es wird namlich: 


f = Avy Ug Us U,, 


wobei A eine Konstante bedeutet und 


C@ OW Gon a 
U, = — (1m, — mg) ax, + (ms — m,) Oa, + (m, — my) Tan? 
cy aw 6 
a= (my — my) EE — (mg — my) BY — (m, — m) 2, 
: ag é * Q 
Us = — (Mm, — msg) ex, + (m, — m,) ~ — (m, — m,) om? 
C : C Oo 
ut, = — (Mm, — m,) a — (m, — m,) oe + (m, — m,) i 
‘ 2 


setzt werden kann. Diese Methode der Zerfallung einer Funk- 

on vierter Ordnung in Linearfaktoren sowie die ganze 

heorie der Formen vierter Ordnung geht auf Cayley zuriick 
(a.a.O. Art.128 ff.). Fiir die letzten Formeln yg]. man Gordans 
Vorlesungen tiber Invariantentheorie 2 (1887), 195. 


tf 
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SSL: Binarformen aweiter bis vierter Ordnung. 369 
Setzt man: 


Qi Ce + 14%) > (s, & + 85a) = & + ) 
so wird: 


wy = a(€," — &°), 4 = BE? ee 


Durch die lineare Substitution: 


§y = 7%, + 7e%q, bo = $12, + SQM 


wird somit die Form f, da (m, — m,)f = wy? — 7? ist, auf die 
_ ,kanonische“ Gestalt: 


f= y (&,4 oF Gmere.” sie Ben) 


gebracht. MHierbei ist 1 durch die Gleichung bestimmt: 


(1 + 8m?)8 a° 


mi—m? 7 
Bildet man die zusammengesetzte Form 
fi) = Lf + A, H, 


42 = 41, — id,d,? — ja, 


setzt: 


und bezeichnet die Kovarianten dieser Form dritter Ordnung 
mit He, Ye, so werden die Invarianten von f(,): 


a, pram ore 12 Aa, Ji => — 4Qs2, 


und die Kovarianten: 


Die Invariante von $2 ist bis auf einen Zahlfaktor: 
R=?— 7. 


Dies ist die Diskriminante der Form vierter Ordnung f. 

Ist R =0, so hat f einen doppelten Linearfaktor, eben- 
so H, T aber einen finffachen Faktor. 

Wenn die drei Wurzeln m,, m,, m, der kubischen Re- 
solvente zusammenfallen, d.h.i=QO und j =O wird, hat f 
einen dreifachen Linearfaktor, H wird, von einem konstanten 
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Faktor abgesehen, die vierte Potenz und 7 die sechste Potenz 
des dreifachen Linearfaktors von f. 

Wenn H von f nur um einen ,konstanten Faktor ver- 
schieden ist, so wird f und damit H das Quadrat einer 
quudratischen Form. Dann wird 7 der dritten Potenz dieser 
quadratischen Form proportional. 

Wenn H identisch verschwindet, ist f die vierte Potenz 
einer linearen Form. Dann verschwindet auch 7’ identisch. 

Die Binarformen vierter Ordnung findet man sehr voll- 
stindig behandelt bei Clebsch, Theorie der bindren algelna sti 
Formen (1872), S. 134—178. 


§ 2. Binarformen beliebig hoher Ordnung. 


Die Untersuchung der invarianten Bildungen einer all- 
gemeinen Binarform n** Ordnung hat sich in drei Etappen voll- 
zogen. Die erste ist durch die Namen Sylvester und Cayley 
gekennzeichnet und vor allem in Sylvesters Abhandlungen On 
the Principles of the Calculus of Forms, Cambr. Dubl. Math. J. 
6 (1851), 186, 289, 7 (1852), 52, 179, 8 (1853), 62, 256, © 
9 neat 85 und in Cayleys Memoirs upon Quantics ent- 
wickelt, die in den Philos. Transactions von 1854 ab erschienen 
und mit Zusitzen des Verfassers abgedruckt sind in den Coil- 
lected papers 1 221, IL 250, III 310, IV 513, V 527, VI 561, 
VII 325, VIII 147, IX 334, X 339. Den Arbeiten Sylvesters 
und Cayleys voraufgegangen sind die bedeutungsvollen, aber 
wenig bekannten Aufsitze von Boole, Cambr. Math. J. 3 (1843) 
6, 106. Eine zusammenfassende Darstellung der ganzen Theorie 
findet man in G. Salmons Lessons introductory to the motlern 
higher algebra, 1. Aufl. 1859. (Deutsch von W. Fiedler als 
Algebra der linearen Transformationen.) Selbstindige Bedeutung 
kommt Brioschis Teoria dei Covarianti (Rom 1861) zu. 

Die zweite Phase der Entwicklung bildet die Theorie von 
Glebsch und Gordan, die man in folgenden Werken findet: 
A. Clebsch, Theorie der bindren algebraischen Formen, Leipzig 
1872, Faa di Bruno, Eimleitung in die Theorie der bindren 
Formen, Leipzig 1891, P. Gordans Vorlesungen tiber _Invarianten- 
theorie, herausgegeben von G. Kerschensteiner, Leipzig 1887. 

Dié dritte Stufe ist bezeichnet durch die Arbeiten von 
D. Hilbert, Math. Annalen 36 (1890), 473 und 42 (1893), 
313. (Vgl. das kurze Referat von H. 8. White, Bull. of the 
Americ. Math. Soc. (2) 5 (1899), 161 und tber die allgemeine 
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_ Entwicklung der Invariantentheorie den Bericht von Fr. Meyer, 
Math. Ver. 1 (1892) und dessen Referat Enzykl. I’ p. 320.) 
Die Cayley-Sylvestersche Theorie hat sich indes durch die 
letzten Arbeiten Sylvesters, die neue Bahnen und Ziele erdffneten, 
bis in die Gegenwart weiter entwickelt. Die neuere englische 
Invariantentheorie kann man aus dem Buche von J. H. Grace 
und A. Young, The Algebra of Invariants, Cambridge 1902, 
kennen lernen. 

Die Binarform n‘** Ordnung schreibt man gewdhnlich in 
der Gestalt: 


n & in = 
f = a)"," + (ey a, 08 14 4- G Aga 295% 4+ +--+ + a, a9", 


wobei Ls (3) --+ die Binomialkoeffizienten bezeichnen. Es 


sind dann die Bildungsgesetze zu suchen, welche die Inva- 
rianten und Kovarianten dieser Form f befolgen. Fiir die In- 
_varianten und Kovarianten hat man die gemeinsame Bezeich- 
nung Komitanten, die K. Reuschle (Verh. d. Ztiricher Kon- 
_gresses 1898, 8. 123) an Stelle des von Sylvester (Cambr. Dubl. 
Math. J. 6 (1851), 290) gebrauchten Ausdruckes Konkomitanten 
eingefiihrt hat. 

Jede Kovariante ist eine homogene Funktion nicht blo8 
von den Veranderlichen x,,7,, sondern auch von den Koeffizienten 
4, 4,-.. Demgem&8 unterscheiden wir an ihr, wie bereits an- 
gegeben, ihre Ordnung h als die Dimension, in der die ersteren 
yorkommen, von dem Grad k als die Dimension, in der sie die 
letzteren enthilt. Invarianten lassen sich als Kovarianten von 
der Ordnung O auffassen. Der Koeffizient eines Gliedes der 
Kovariante besteht aus Ausdriicken von folgender Form: 


Cc: Ap"? a dy"? mile le A,in, 


in denen c¢ einen ganzzahligen Faktor bezeichnet und immer 
Agta tiga ::: td, =e 
ist. Innerhalb eines Koeffizienten hat auch fiir alle Glieder des 
ihn darstellenden Aggregates 
A +24, ++: +21, = w 
denselben Wert, der das Gewicht des betreffenden Koeffizienten 
heiBt. Man driickt dies so aus, daB man sagt, die Koeffizienten 


der Kovarianten und insbesondere die Invarianten seien homo- 
gene und isobare Funktionen der Koeffizienten a, Bei dem 
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ersten Koeffizienten, namlich dem von 2," ist das Gewicht 
w=4(nk—h) und steigt bei jedem folgenden Koeffizienten 
um 1, so daB es bei dem letzten, naémlich dem von 1%”, 
4 (nk +h) betrigt. Die erste Zahl w heiBt das Gewicht der 
Kovariante. Es ist der Exponent der Potenz des Substitutions- 
moduls, mit der sich bei einer linearen Transformation die 
Kovariante multipliziert, wie man sofort sieht, wenn man die 
besondere Substitution x, = 2, % = Aw, wahlt. Fir eine In- 
variante wird (da h = 0) das Gewicht w=4mg. Das Gewicht 
ist eingefiihrt worden von Cayley (Philos. Trans. 146 (1856) 
101, Papers 2, 250). 

Die Komitantén einer Kovariante sind wieder Komitanten 
der Urform, und eine ganze rationale Funktion von Komitanten 
ist wieder eine Komitante, wenn alle ihre Glieder von derselben 
Ordnung, demselben Grade und demselben Gewichte sind. 

Jede Kovariante Q geniigt bestimmten site ee aaa 
die von Cayley (Journ. f. Math. 47 (1854), 109, Papers 2, 164) 
angegeben sind, die aber Aronhold schon 1850 besaB, wie 
aus einem von Lampe (Arch. d. Math. (3) 1 (1901), 38) ver- 
Sffentlichten Briefe hervorgeht. Diese Differentialgleichungen 
lauten: 


~ 


S00) Fg — A 5y =O, 


tw 


é 
Se 5S = wQ, 
pee 5 19 


Aus diesen Ditereutialeloetancee ist sofort zu erschlieBen, 
daB in jeder Komitante alle Koeffizienten der Urform vor- 
kommen miissen. Fiir Invarianten ergeben sich leicht ersicht- 
liche vereinfachte Gleichungen, indem die Derivierten nach den 
ax verschwinden. 

Die vorletzte Gleichung poche diets aus dem ersten Gliede 
er ee rarents; pales dem mit 2,”, sukzessive die Glieder mit 
Hy*~ 1x, w,"—*a,2---, also die ganze Kovariante abzuleiter 


Setzt. man nimlich 
oS) aats 


6 

x. 

20 _ 
Xs 
qe 
yon = 0. 


| tee 
ae a 4 SS 
= 
= 
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_ $0 ergibt sich: 
1 0A, 
Ais eas > ( —-Q) Ay +4 AS 


; Die Kovariante ist also véllig bestimmt durch ihr erstes 
Glied, welches das Leitglied hei®t. Dies Leitglied A, gentigt 
_ selbst der folgenden Differentialgleichung: 


04, 
2) 0-1 Fa, = 


und jede homogene, isobare Funktion der a,, die dieser Diffe- 
- rentialgleichung geniigt, 1iBt sich als das Leitglied einer Ko- 
_ variante deuten. a 4" 
| Diese Leitglieder werden nach Sylvester als Semin- 
 varianten bezeichnet. Inshesondere heiSen Seminvarianten, die 
nicht weiter auf andere Seminvarianten reduziert werden kénnen, 
Perpetuanten. Z. B. erhalt man bei einer Form vierter Ordnung 


. : 4 3 > 
* f= ay %,* + 4a, m,' x, + 6a, 0,2x7 + 4am, 2° + a, 294 


die Seminvarianten: 


My Ay Ay 
Uy Ay 
So = %, S, = S,= | @ Gy, a, |, 
Ga te. 
Ay Og Ay 


Sy = Gy2dg — 3a 94,4, + 24,°, S, = aya, — 4a,a, + 3a,” 
~ Zwischen diesen 5 Semivarianten besteht die Beziehung: 
48,3 + 8, — 8,78, 5S, + S,°S, = 0. 


Alle Syzygien oder identischen Relationen zwischen den Komi- 
tanten lassen sich auf solche Gleichungen zwischen den Semin- 
varianten reduzieren. Sy), S,, S,, S,; heiBen nach Sylvester 
die ,,Grundformen. 

Fiihrt man die Seminvarianten an Stelle der Koeffizienten 
M, 4... in die obigen Differentialgleichungen ein, so redu- 
zieren sich diese auf drei Gleichungen, indem an Stelle der 
beiden letzten eine einzige Differentialgleichung tritt, deren Inte- 
grale simtliche Kovarianten (bzw. Invarianten) der Urform 
sind. Vgl. Junker, Math. Ann. 64 (1907), 328. 

Die Theorie der Seminvarianten ist entwickelt worden von 
Sylvester, Am. Journ. of Math. 5 (1882), 79, 6 (1883), 97, 
Cayley, ebenda 7 (1884), 1, 59, 15 (1893), 1 (Papers 12, 

Pascal, Repertorium, I. 2. Aufl. 24 
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239, 275, 13, 264), Hammond, ebenda 8 (1886), 104, Perrin, © 
Bull. Soc. math. de France 11 (1883), 88, Mac Mahon, Am. 
Journ. of Math. 7 (1884), 26, 259, 8 (1885), 1, d’Ocagne, 
Comptes Rendus 102 (1886), 916, 104 (1887), 961, 1364, 
Bruxelles Ann. Soc. scient. 10® (1886), 75, 11% (1887), 314, 
12® (1888), 185, Roberts, Proc. Lond. Math. Soc. 21 (1889), 
113. Eine zusammenhingende Darstellung gab Deruyts, Théorie 
generale des formes algébriques (Briissel 1891).  Erginzungen 
dazu gab der Verfasser in den Schriften der Briisseler Akademie: 
Bull. (3) 26 (1893), 258, 28 (1894), 157; Mém. 51 (1893), — 
52 (1894). 

Man kann aus dem Leitglied A, die Kovariante Q auch 
auf folgende Art herleiten, die von Bruno (Journ. f. Math. 90 
(1880), 186) herrihrt. Man schreibe die Form f inhomogen, 
indem man #, = 4%, % = 1 setzt und bilde sukzessive die 
Funktionen 


id 
f=f, hima ls Ri deen 


| 
és 
= 


Wenn man dann in Ay 


fo fy> [otek fiir A> ay; gs. 


schreibt, so- geht Ay in Q tiber. Daraus folgt mit Riicksicht 
auf die Differentialgleichung, der A) geniigt, daB jede isobare, 
homogene Funktion @ von fo, f,, fo ---, die der Bedingung 


geniigt: 
0g 
of, Ca. eA ee 0, 


als Funktion von 2 betrachtet eine Kovariante der Funktion f 
darstellt. 

Von Interesse ist auch die Darstellung der In- und Ko- 
varianten durch die Wurzeln o,, o,...a, der Gleichung f=0, 
in der man sich f inhomogen geschrieben zu denken hat. Zu- 
nichst mu8 jede Kovariante eine homogene, ganze Funktion der 
Differenzen «, —a, und «,— x (,/=1,3,....n) sein. In jedem 
Gliede dieser Funktion mu8 ferner sowohl jede der Wurzeln «, 
wie auch die Variable 2 gleich oft vorkommen, auBerdem mu8 
der ganze Ausdruck symmetrisch beziiglich der Wurzeln a, sein, 
d. h. sich nicht undern, wenn man die Wurzeln beliebig ver- 
tauscht. Sind diese Bedingungen erfiillt, so hat man aber auch 
immer eine Kovariante oder, wenn die Differenzen «,— x ganz 
fehlen, eine Invariante von f vor sich. -(Vgl. Salmon, Modern | 
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B atosbra: Lesson XIII.) Aus irgendeinem Produkte von Wurzel- 
_ differenzen kann man eine Kovariante von f ableiten, indem 
man derartige Faktoren « — «, hinzufiigt, daB jede Wurzel in 

dem Ausdrucke eine gleiche Anzahl Male vorkommt, und darauf 
die Summe dieses Ausdruckes und aller anderen, ae aus ibm 
durch Permutation der Wurzein entstchen, bildet. Dann ergibt 
sich immer, falls die Summe nicht identisch verschwindet, eine . 
_ Kovariante von f. Wenn eine Invariante aus nur einem Gliede 
besteht, so muB dieses Glied alle Wurzeldifferenzen und zwar 
- jede dieselbe gerade Anzah} Male enthalten. Diese Invarianten 
sind also alle die Potenzen einer, welche als das Produkt der 
_ Quadrate aller Wurzeldifferenzen auftritt und die Diskriminante 
_ der Gleichung f= 0 ist; sie verschwindet, wenn zwei Wurzeln 
_ dieser Gleichung einander gleich werden. Sie ist eine Invariante 
2(n — 1)" Grades (vgl. S. 274). 

Man erkennt leicht, da8 der Ausdruck irgendeiner Komi- 
tante fiir die Wurzeldifferenzen mindestens von demselben Grade 
ist wie die Urform, also vom m**. Daraus kann man weiter 
schlieBen, da8 von einer Form m** Ordnung alle Invarianten 
peccuwinden, wenn sie einen v-fachen Linearfaktor hat und 


v >> — ist. 

“Als eine naturgemiBe Erweiterung der einfachen Binir- 
form erscheinen Formen, die mchrere Paare von Verdnderlichen 
und zwar jedes Paar in jedem Gliede zu derselben Dimension 
enthalten, die also aus einer gewdhnlichen Binarform von 2, 
% entstehen, indem man in dieser die Koeffizienten wieder als 
Formen gleicher Ordnung von neuen Variablen y,, yg an- 
sieht usw. Wir wollen eine solche Form eine Simultanform 
nennen. 
Man kann nun solche Simultanformen aus einer gewdhn- 
lichen Binarform ableiten durch einen ProzeB, welcher als Polaren- 
bildwng bezeichnet wird und den wir auch als Plickerschen Pro- 
zefB bezeichnen kénnen. Er wird in der folgenden Weise definiert: 


1 /0f of ). 


4,f=— Da, WY Tz, Ys 


Durch r-malige Anwendung resultiert die sogenannte r* Polare 
der vorgelegien Form n* Ordnung /: 
1 See oe 


ane 1) OS7t)< =) Aa, ° ag aes se 


24* 
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Nach dieser Definition ist der Satz evident, daB die (r + s)# 
Polare die s* Polare der r™ Polare ist. Man erhalt die suk- 
zessiven Polaren, indem man die Form f, =f (a, +44, , %2 +4 Ye) 
nach Potenzen von A entwickelt. Diese Entwicklung kann man 
schreiben: 


hate (t) Areas (0) agate tages 


Der Koeffizient des letzten Ghedes, Ajf, ist die Form f, nur* 
gebildet fiir die Variablen y,, y,. Bildet man die Form 
f (Et, + M4Ye, SY; + Ne¥o), Gd. bh. transformiert man die vor- 
gelegte Form durch eine -lineare Substitution und schreibt die 
transformierte Form: 


i , (n , m— n t Foes i n 
fre Wed eats (7) Ot "Ye + (3) aay; “Yat + Oa Ya"s 
so wird hierin der Koeffizient 
| a, = W,/(®, 
d. h. die nach 7, 4 gebildete vr Polare der fir die Variablen 


&,, & genommenen Form f. Die Polaren U = Ajf(x) gentigen 
der Differentialgleichung: 


CU Ong, 
OX, OYe 0%, 0 Y, 


Umgekehrt li8t sich jede Simultanform, welche dieser Differen- 
tialgleichung geniigt, als Polare einer gewéhnlichen Binarform 
gewinnen. ; 

Fiihrt man die Polarenbildung an irgendeiner Kovariante 
einer Simultanform aus (diese Kovariante ist im allgemeinen 
selbst eine Simultanform), so entstehen neue Kovarianten der 
Simultanform. Die Polarenbildung ist ein invarianter Prozep. 

Die gleiche Eigenschaft kommt der folgenden, an einer 
Kovariante Q ausgefiihrten Operation zu: 


RES Te eee oe One one 
20 = iG Ca ATR, 


Diese Operation hei®t der Cayleysche oder Omega - Prozep 
(Cayley, Cambr. Dubl. Math. Journ. 1 (1846), 104, Papers 1, 95) 
p, q sind die Ordnungen der Kovariante fiir die Variablenpaare 
x und y. Die charakteristische Higenschaft einer Polare U’ 
driickt sich dann einfach so aus, daB 8:U =O wird. 


i 
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Es ist nun von Wichtigkeit, da® sich jede Simultanform 
in bestimmter Weise auf Polarformen zuriickftihren 1i8t. Diese 
_Zurtickfthrung wird durch die Clebsch-Gordansche Formel ge- 
geben. Ist die Simultanform F' von der n*** Ordnung fiir die x und 

von der m‘” fiir die y (m<m), so wird zunichst die Polare 
A,” F eine Form der « allein. Da ferner 2F von der (n—1)*™ 
_Ordnung fiir die ~ und von der (m— 1)" fir die y ist, wird 
auch A” * QF eine Form der 2 allein, usw. Die Formen der L, 
die man so erhilt: 


EB, —A."F, B,— Al 'QF,... B= OF OF... E,,= QF, 


-nennt Gordon die Klementarkovarianten von F. Dann ergibt 
_sich, wenn man abkiirzend - 


Ly Yq — LoYy = (xy) 


setzt, die in Rede stehende Formel: 


F = > (mn), A7—°E, - (ay), 


v=0 


durch welche die Reduktion der allgemeinen Simultanform F auf 
Polarformen Ay’ °E, geleistet wird. Daf noch andere Fak- 
toren, die hier durch die Potenzen des Elementarfaktors (xy) 
vertreten sind, hinzutreten miissen, ist von vornherein klar, da 
eine bloBe Verbindung von Polarformen wieder eine Polarform 
wire. Die Entwicklung der Simultanform F' nach Potenzen von 
(wy), die durch die Clebsch-Gordansche Formel gegeben 
wird, ist eindeutig bestimmt; die Zahlkoeffizienten sind dabei 


die folgenden: 
(¢) (¢) 


(m, 2)o So ed 6 Ny = 


An die Komitanten einer Binirform reihen sich natur- 
gemiB die simultanen Komitanten mehrerer Bindrformen, die wir 
auch in Betracht zu ziehen haben. 

Wir greifen zunichst besondere Bildungen unter den Komi- 
tanten zweier Biniirformen /, g von gleich hoher Ordnung heraus. 
Za solchen Komitanten kann man gelangen, indem man die Form 


fa = fae FG 


bildet. Ist dann @Q eine Komitante 4°" Grades von /, so wird 
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die entsprechende Komitante Q,) fiir f, von folgender Form: — 
rt a3 jh 

Qa =O+ 7 & + a Se + "57 @e 


In diesem Ausdrucke sind Q,, Q,... simultane Komitanten von 
f und g. Nehmen wir fir die Form g die folgende: 


g = bom + (T) betta + (f) Brat Amy? +--+ + Bm", 


60 wird 


Qo 41 al 8Q >; 
wenn wir durch das d-Zeichen den folgenden ProzeB ausdrticken: 
aQ 6Q AY 
5 Oto Kee) abet aay 
6Q, VjgdM bo + ea, fas + da, Pn 


Diese Operation wird als Aronholdscher ProzeB bezeichnet. 
Ausgerechnet ergibt sich fir Q, der Wert: 


a ag oe 
Qe =e 0a, 0a, ---da, Ua 
HA” 


Alle aus einer Komitante Q so folgenden Komitanten Q, heiBen 
nach Cayley deren Emananten (Cayley, Papers 2, p. 321). 
So geht aus jeder Invariante einer Binirform eine Ko- 
variante derselben hervor und jede Kovariante in eine andere 
tiber, deren Grad um 1 geringer und deren Ordnung um 
hdher ist. 
Man kann den Aronholdschen ProzeB auch auf irgend- 
eine simultane Komitante ©) zweier Formen gleicher Ordnung 
f; g anwenden. Hierbei kann insbesondere der Fall eintreten, da8 


60 =0 


wird. Dann heift 0 eine Kombinante der beiden Formen f, g. 
(Vgl. Sylvester, Cambr. Dubl. M. J. 8 (1853), 256.) Sie hat 
die charakteristische Higenschaft, daB sie sich nur um einen 
konstanten, d. h. von den Koeffizienten der Formen unabhingigen 
Faktor andert, wenn man fiir f und g irgend zwei Formen aus 
dem ,,Formenbiischel* f+ 4g nimmt. Daraus folgt, daB, wenn 
wir den friiheren Ausdruck fiir die Komitanten Qa) der Form 
f+4g als Funktion von i betrachten, jede Invariante dieser 
Funktion eine Kombinante der Formen f, g ist. 


§ 2. Binarformen beliebig hoher Orduung: 31D 


Auch ergibt sich, daB jede simultane Komitante der Formen 

“f; g, welche deren Koeffizienten ao, @,,a)..., by, b,, 0)... nur 

in den Verbindungen ab, — a,b), @gby — Gybo, a,b, — yd, . .. 
enthalt, also nur von den Determinanten der Matrix 


| 


abhangt, eine Kombinante ist. 
. Gordan, Math. Ann. 3 (1871), 355, gewinnt alle Kombinanten 
aus einer Fundamentalkombinante: 


| 
Gy Ay Ag... @ 


Dy 5, Oo waztia: O 


n 


nn 


e 


yg F(@y5 Le) GYr 3 Yo) — G1 Le) Fs Yo) 
Hy Ye — %e Yj, 


deren Invarianten- und Kombinanteneigenschaft offensichtlich ist, 
indem er diese Simultanfprm F' nach Potenzen. von (xy) ent- 
wickelt. Die Koeffizienten in dieser Entwicklung sind wieder 
Kombinanten, aus denen sich alle anderen rational ableiten 
lassen. ; 

Schreibt man die Simultanform F' nach Ausfiihrung der 
Division in der Gestalt 


’ 


u—1 
Fa Sent eyns 

e,g=0 
wobei Cyg = Cg» wird, so ist der Fall besonders merkwiirdig, 
wo die Gleichungen f(2,, %) =0, g(a, %) = 0 eine gemein- 
same Wurzel z,: x, haben. Dann muf F fiir diesen Wert von 
Z, 2%, unabhingig von den Werten der. y verschwinden. — Es 
bestehen also die  Gleichunge::: 


n—t1 


OD OF Pees ot (g =0,1...n—1) 
g=0 


fiir die » GréBen Bie Get = 8 Durch die Elimination dieser 
m GréBen aus den m Gleichungen ergibt sich, daB die Deter- 
minante 


R=|e5| 


verschwinden mu. Dies ist die Cayleysche Form der Resul- 
tante zweier Binirformen gleicher Ordnung (Cayley, Jowrn. 
f. Math. 53 (1857), 366, Papers 4, 38). (Vgl. S. 271.) 
Fiihrt man den Aronholdschen ProzeB fiir die Form f 
und statt der Form g fiir die ® Potenz einer Linearform aus, 
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fiir welche wir %_X, — 2% nehmen, so wird zu setzen sein: 
(bos Oy yBg s- 0) = Gg ee 2 ee 
und der Aronholdsche ProzeB geht in einen anderen ter, der 
nach Cayley (Phil. Trans. 146 (1856), Papers 2, 321) als_ 
Evektantenbildung bezeichnet wird. Wir wollen ihn durch das 


Symbol & kennzeichnen, so daB die Evektante einer Komitante 
Q@ zu setzen ist: 


0 we OM on 
&Q »— 08 at ey PRE Tee, 


Lassen wir 2,, 2 mit x,, %, zusammenfallen, so ist dies eine 
neue Komitante der Grundform f. Der Grad derselben ist um 
1 niedriger und ihre Ordnung um m hoher als die von Q. 


e 
§ 3. Die Cayley-Aronholdsche Symbolik. 


Cayley hat in der Arbeit, welche die Grundlage der 
ganzen Invariantentheorie gebildet hat, auf den nach ihm be- 
nannten §2-ProzeB eine Ableitung der Komitanten gegriindet 
(Cambr. Dubl. Math. Journ. 1 (18.46), 104, Journ. f. Math. 
30, 1, Papers 1, 117), die von den bisher poe fice Methoden 
zur ‘Anfstellung von In- und Kovarianten wescutael: verschieden 
ist und in ihrer formellen Weiterbildung durch Aronhold und 
Clebsch grofe Bedeutung gewonnen hat. Man vgl. die grund- 
legende Arbeit von Clebsch, Journ. f. Math. 59 (1861), 1, 
aus welcher die Grundgedanken und das Charakteristische der 
Methode klarer zu erkennen sind als aus den auf der formalen 
Vollendung der Theorie basierten Lehrbtichern. Diese Arbeit - 
bildet den Wendepunkt in Clebschs wissenschaftlicher Tatig- 
keit und inauguriert gleichzeitig die eine Zeitlang in Deutsch- 
‘land bestehende Herrschaft der analytisch-geometrischen Diszi- 
plinen. Cayley wendet den §2-Proze8 auf das Produkt f-g 
zweier Formen n** und m‘* Ordnung an, von denen er die erste 
mit den Variablen 2,, %, die zweite mit den Variablen y,, y, 
geschrieben denkt. Es ergibt sich dann: 


1 fore) ogy) éf(a) , egly) 
82 [ f(z) 9(y)] Sear | Oa, OYe Ox, OY 
Nun kann man hinterher die y mit den zx zusammenfallen 


lassen. Wir wollen dies ausdriicken, indem wir ow statt Q 
schreiben, und finden dann: 


fab op tae a AY 2 » an ¢ 
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o(f-9) =(2U/@)- 92am ba bee Fe |: 


_ Die so gefundene Kovariante ist die Jacobische oder Funktional- 
determmante der Formen f, g. Bei wiederholter Anwendung 
_ dieses Prozesses ergibt sich: 


wo” eee POG Non neg 
(f-9) = Pxe 1)°() ja toat a daene 


e=0 


Man kann hinterher auch g mit f zusammenfallen lassen aris 
_findet so z. B.: 


se 0 aN Us ate Lt Ra OR Da EN 
ot) n? ES dae ae |: 
Dies ist die Hessesche Kovariante von f. Sind f und g ins- 


besondere von derselben Ordnung », so wird w"(f-g) eine bi- 
-lineare Invariante, nimlich: 


m7 TEM (ae 


BWObeL Gj, G,,-.-, 05;-0,, ... die Koeffizienten von f und g 

sind. LaBt man wieder f und g zusammenfallen, so bekommt 
man einen von 0 verschiedenen Ausdruck nur, wenn die Ord- 
nung ” gerade ist, und zwar wird dann 


Peete: f)=2 {andy _ (") ay say + eh an, +(;n) a}: 


“Wenn die gefundene bilineare Invariante zweier Formen 
verschwindet, so heiBen die beiden Formen apolar. Der Begriff 
stammt von Battaglini, Napoli Rendic. 2 (1863), 158, Aiti 2 
(1865), der Ausdruck von Reye, Journ. f. Math. 78 (1874), 
97, 79 (1875), 159. Battaglini sagt harmonisch konjugiert, 
Rosanes, Journ. f. Math. 76 (1873), 312, konjugiert. Die 
Apolaritatstheorie ist ausftihrlich dargestellt in dem Buche von 
Fr. Meyer, Apolaritat und rationale Kurven, Tiibingen 1883. 

Jede Binirform von ungerader Ordnung ist zu sich selbst 
apolar. Damit eine Form f von gerader Ordnung es ist, muS 
die Invariante w”(f-/) verschwinden, die deshalb von Battaglini 
Harmonizante genannt wird. 
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Sind zwei Formen f, g apolar und die eine lautet in ibre 
Linearfaktoren zerfillt 


f = Uy % ++ nq 


so wird die andere von der Gestalt 
J = 6,0," + Cov," +*-: + 6,2," 


(Rosanes, Journ. f. Math. 75 (1873) 166). 

Zu irgend m Binarformen n* Ordnung ist mindestens cime 
Binarform n* Ordnung apolar, und die ersteren lassen sich nach 
dem vorigen Satze alle durch die in die ‘*™ Potenzen erhobenen 
Linearfaktoren der apolaren Form linear ausdriicken. 


Wenn jetzt mehr als zwei Formen, f, g, /, ... vorliegen, 
so schreiben wir diese der Reihe nach mit den Variablen 
yy Ly3 Vy, Yo 25 2, --- und kénnen dann den $2-ProzeB fir 


irgend zwei dieser Variablenpaare auf das Produkt f-g-h--- 
‘anwenden. Wir miissen, um auszudriicken, welche der zwei 
Variablenpaare wir wiahlen, die Bezeichnung dieser Variablen 
oder auch der Formen, zu denen sie gehdren, als Indizes an S2 
setzen, also statt einfach §2 nunmehr schreiben S2,,, 2,,,.-. 
Wenden wir nun diese verschiedenen Prozesse eine beliebige 
Anzahl Male hintereinander an, so ergibt sich zunichst, daf das- 
‘Resultat von der Reihenfolge, die wir hierbei beobachten, véllig 
unabhingig ist und nur davon abhingt, wie oft jeder ProzeB 
im ganzen angewendet worden ist. An die Stelle von 


Rg Qn LF) + GY) hk! +] 
bringen wir dann wieder 
wy On» [f(2) + (2) h(x) ---], 


indem wir die Variablenpaare x, y, z,... zusammenfallen lassen. 
Wenn wir nun symbolisch 


ame fi92 — fog, usw. 


setzen, so ergibt sich folgende einfache Regel zur Auswertung 
des vorstehenden Ausdruckes. Man rechne den Ausdruck 


(f192 — fe9s)" (fhe — fahy)* +> 
aus, als ob die Symbole f,, f2,.-. Zahlen bedeuteten. Dann 
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-ersetze man jedes vorkommende Glied wie 
a le? 94295" hah vee 


durch das entsprechende Produkt von Differentialquotienten: 


ee Oa OO OR 
mi m! I! Oa Oxi? Axldat? datdae ” 
wenn ”, m,1,... die Ordnungen von 7, g, h, ... bedeuten und 


auch v=, +, W =f, + fg, A=, +4,,... von Glied 
zu Glied nicht wechseln. Hinterher kann man auch noch die 
‘Formen f, g,h,... zasammenfallen lassen und erhalt dann jedes- 
mal eine Komitante der einen Form f. 

Besonders zu beachten ist der Fall, daB 


ist. Dann reduzieren sich die in dem Ausdruck fiir die Komi- 
tante der Formen f, g, h, ... vorkommenden Differentialquotienten 
auf Koeffizienten der betr. Form, indem 


1. oF 
— = fF, usw. 
n! Ox Oay V2 

wird, und es entsteht eine simultane Invariante der Formen 
f, 9, ®, ..-, die in den Koeffizienten jeder dieser Formen linear 
ist. Aus einer solchen simultanen Invariante mehrerer Formen 
f, 9, h, ... kann man sich aber jede Invariante einer einzigen 
Form f durch Zusammenfallen der verschiedenen Formen hervor- 
gegangen denken. Man kann nimlich umgekehrt aus der letzteren 
Invariante eine derartige simultane Invariante durch wiederholte 
Anwendung des Aronholdschen Prozesses gewinnen. Gehen wir 
nun auf den symbolischen Ausdruck zuriick, aus dem wir die 
simultane Invariante hergeleitet haben, so kénnen wir ihn durch 
Hinfihrung der abkiirzenden Bezeichnung /, 9, — fo9,= (fg) usw. 


schrejben 
(fg) (fh) baa 


und als charakteristisches Merkmal ergibt sich, da, wenn wir f-g 
fir (fg) setzen usw., herauskommen muB =» 


fo gin ap 
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Derart ist ein symbolischer Ausdruck fir die Inyarianten einer . 
Binarform gefunden. Da8 in der Tat jede Invariante so dar- 
stellbar ist, ergibt sich daraus, daB jede simultane Invariante 
yon f,g,h,... die fir die Koeffizienten aller dieser Formen 
linear ist, wenn man 


a a fe eles be a 9, 898; oe 
setzt, in eine Invariante der linearen Formen 


fe = 11% + fe%e. Ix = 91% TF Go%e, --- 


d. h. in eine ganze rationale Funktion der Determinanten 
(fg), (fh), ... ttbergehen muB. 

Lagt man die Formen f,g,h,... alle bis auf eme zu- 
sammenfallen und nimmt fir die tbrigbleibende Form die 
folgende: 
, (2%, — %%)*, 


so erhaélt man, wenn man hinterher fiir 2,, z wieder 2,, 2 
schreibt, eine Kovariante von f, und andererseits, da man an 


fis fos 91> Gar +» Jetzt 2, — 2% oder #5, — 2, anzureihen hat, 
einen symbolischen Ausdruck von der Form 
(fo) (fh): ++ f892-°:; (@+o+---=p) 


und dies ist der allgemeine symbolische Ausdruck ftir eine Ko- 
variante einer Biniirform, da sich jede solche auf eine simultane 
Invariante dieser Binarform und der Potenz einer Linearform 
zuriickfiihren liBt. 

Bei dieser symbolischen Schreibweise der Kovarianten ist 
die Grundform selbst, die ja mit zu diesen Kovarianten gehért, 
zu schreiben: 


f=f/=9,=:°° 


Die so gegebene Darstellung der Komitanten hat den Vor- 
zug, deren Bildungsweise aus einem verhaltnismaBig einfachen — 
Ausdrucke unmittelbar und vollstandig erkennen zu lassen. Wie 
kompliziert die wirklichen Ausdriicke werden, kann man aus 
dem von Salmon im Anhange der Lessons on Algebra. ge- 
gebenen Beispiele einer Invariante 15. Grades einer Form sechster 
Ordnyng erkennen, die ausgeschrieben 13 Seiten einnimmt. 

Die auseinandergesetzte Methode der Aufstellung von Komi- 
tanten l&Bt sich als direkte'von einer indirekten Methode unter- 


: s § 8. Die Cayley-Aronholdsche Symbolik. 381 


_Scheiden, diese beruht aut einer fortlaufenden Verwendung des 
_w-Prozesses, der von Olebsch als Uberschicbung (Bindre Formen, 
§. 99) und spiter auch als Clebschscher ProzeB beezeichnet 
wurde. Man kann nimlich zuerst bilden w(f-f), w*(f-f),..., 
darauf w*(a"(f-f)-f) fir s=1,2,... und so fortfahren, dann 
gilt der wichtige Satz, der von Gordan herriihrt, daf man 
jede Komitante durch sukzessive Anwendung des Uberschiebungs- 
prozesses gewmnen kann. 
Die Kovariante w”(f-g), die Clebsch noch einfacher (f, g)” 
schreibt, wird in der auseinandergesetzten symbolischen Dar- 
-stellung ; 
| Dem So) te 9s 


Diese Darstellung bleibt auBerlich vollkommen ungeindert, wenn 
man die Formen f und g zusammenfallen 1laBt. 

Die symbolische Darstellung lé8t sich unmittelbar auch 
auf Formen mit mehreren Paaren von Verinderlichen erweitern. 
So wird z. B. die Darstellung der r" Polare der Form f 


STNG a ae ee 


Eine allgemeine Simultanform F mit zwei Paaren von Ver- 
#nderlichen ist zu schreiben: 


F = fz? 97, 


und wendet man auf diese Form den $2-ProzeB an, so ergibt 
sich symbolisch: 


Re 


QE = (fg)fe- 97, 
durch rmalige Anwendung: 
WE = (fol fe "9". 


In diesem symbolischen Kalkiil wird die allgemeine Simultan- 
form F von dem Produkt zweier Binirformen, die eine, f,”, fir 
Variable «, die andere, gi", fiir Variable y geschrieben, nicht 
unterschieden. : 

Eine Simultanform, die fiir beide Variablenpaare von gleicher 
Ordnung ist, besitzt zwei ausgezeichnete Bildungen, die von 
Gordan (Math. Ann. 3 (1871), 355) herrithren und zu denen 
wir auf folgende Art gelangen. Wir nehmen die m Formen: 


ff)" g)™ (€=A1, 2; 55 2) 
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die wir hinterher zusammenfallen lassen, und bilden die In- 
variante : 


a ee ee 


ee vai ( f {%) (g? g) (i, 9 =1,2;... m) “4 
4,5 


und die Kovariante: 


6 = JT (PP™—Y GP M)D ID. Gi=54--m-¥, 


Wahlen wir fiir die Simultanform die oben besprochene 
Fundamentalkombinante, wobei m= m—1 wird, so ist BR die 
Resultante der zugrunde liegenden Formen f, g, also R = 0 die 
Bedingung, daB sie einen gemeinsamen Linearfaktor besiizen. 
Das identische Verschwinden von ® aber wird die Bedingung, 
da8 f und g Zwei Linearfaktoren gemein haben. Stephanos 
(Ann. de VEcole norm. (3) 1 (1884), 329) hat bewiesen, daB @ 
die einzige Form 2(m—1)** Ordnung ist, deren n‘* Uber- 
schiebungen mit den Grundformen f und g idengaee verschwinden. 
Die Kovariante © ist eine Kombinante der Formen f und g. 

Die zu » —1 Formen n* Ordnung apolaren Formen lassen 
sich in der Gestalt f+ 4g darstellen, sie bilden ein Formen- 
biischel. Die Kovariante @ der Formen f, g ist als Kombinante 
eine Kovariante des ganzen Formenbiischels (d. h. irgend zweier 
- Formen aus ihm) und damit auch den » — 1 vorgelegten Formen 


in eindeutiger Weise zugeordnet. Es gilt dann der merkwiirdige — 


Satz, da8 sich die » —1 Formen als lineare Kombinationen der 
(n — 2)" Derivierten von © nach den Verinderlichen 2,, 2, 
darstellen lassen (Berzolari, Napoli Rendic. (2) 5 (1891), 35). 

Die Regeln, die fir den symbolischen Kalki! gelten, kénnen 
nach dem Auseinandergesetzten keine anderen sein als die Regeln, 
die bei der wirklichen Zahlenrechnung fiir die Komitanten einer 
Reihe von linearen Formen 


His Iny h,, ky hes Sais 


gelten. Aber alle diese Formen werden hinterher als identisch 
angenommen. Hs kann also ein Ausdruck, der symbolische Be- 
deutung hat, bei Vertauschung der Symbole f, g,... sich nicht 
andern, und wechselt er hierbei sein Vorzeichen, so mu8 er iden- 
tisch verschwinden. Die symbolischen Rechenregeln lassen sich 
auf die eine Regel zuriickfiihren: 


@) f2Iy. — Iaty = (f9) (ay), 
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die den Fundamentalsatz fiir das Operieren mit linearen Binir- 
-formen darstellt. Macht man in ihr Ys = — Ng, Yo = hy, 80 er- 

q halt man: 
Macht man hierin weiter x, = —k,, 2, =k,, so entsteht: 
(1) (fk) (gh) + (gk) (hf) + (2k) (fg) = 0. 


Die invarianten Prozesse hat Gordan auf einen zurtick- 
gefihrt, dér bei Verwendung dieser Symbolik in formaler Hin- 


- sicht der einfachste ist. Er besteht darin, daB in dem symbo- 


lischen Ausdrucke fg, durch (fg) ersetzt wird. Diesen Proze8 
bezeichnet Gordan als Faliung. 

Auf die symbolische Darstellung der Komitanten 188t sich 
der Beweis eines wichtigen Satzes griinden, der als der Hermite- 
sche Reziprozititssate (Hermite, Cambr. Dubl. Math. Journ. 9 


_ (1854), 172, man vgl. Salmon, Higher Algebra, Lesson XIV, 
feyner die Regbiterang dieses Theorems betreffend Decuria: 


Bull. de VAcad. de Bruaelles (3) 22 (1891) und Gordan, 
Gott. Nachr. (1897), 182) bezeichnet wird. Wir setzen in dem 
allgemeinen symbolischen Ausdrucke einer Kovariante der Bin&r- 


hs G2 h, 


a, 
—Zo=a —- =f, —-7 =); ose 5 ee 


h, A h, TX, 


- form f 


_ so wird er, von einem Faktor abgesehen: 


(w— BY (é — 9)... (@— a) (@ — 8)... 


d. h. von genau derselben Form wie der oben mit Htilfe der 
Wurzeln o, 8,... von f=O gebildete Ausdruck. Aber hier 
ist die Anzahl Male n, die « und ebenso f, y,... vorkommt, 
nicht der Grad der Komitante, sondern die Ordnung der Grund- 
form f. Zu einer Komitante ks" Grades p** Ordnung einer Form 
n®* Ordnung findet man so immer eine Komitante n*™ Grades 


p* Ordnung einer Form &*? Ordnung. Hinem System linear 


unabhangiger oder wie man sagt asyzygetischer Komitanten 


_ gleicher Ordnung p wird auf diese Weise wieder ein System 


asyzygetischer Komitanten von derselben Ordnung p zugeordnet. 

Als Beispiel der Methode, die Komitanten durch sukzessive 
Uberschiebung zu gewinnen, wollen wir das System sweier 
kubischen Formen f, g behandeln. 
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Durch direkte Anwendung des Uberschiebungsprozesses auf 
die Formen selbst gewinnt man eine Kovariante vierter Ordnung” 


. (1) e=(f, 9); 
drei quadratische Kovarianten 
(2) A=(f,f%, B=(g, 9), C=(f, 9) 
und eine Invariante ° 
(3) J=(f, 9). 


Aus den drei quadratischen Formen A, B, C leitet man durch 
doppelte Uberschiebung derselben tiber sich selbst und iber- 
einander die sechs Invarianten her: 

Dy = (A, A)’, Dz. = (B, B)*, Dss = (C, Cc), 
(4) ae 2 ss Ay? (Al 2 

D,, = ( , CY, D;, = (C, , D,, = ( , BY’, 
die mit den friiher so -bezeichneten Invarianten dreier quadra-_ 


tischer Formen tibereinstimmen. Die einmalige Uberschiebung 
der Formen A, B gibt eine quadratische Kovariante: 


(5) E=(A, B). 


Uberschiebung der quadratischen Formen A, B mit den 
Urformen fiihrt zu vier Kovarianten dritter Ordnung: 


P=(f, A), Q = (9, B), 
U=(f, B), V=(g, A), 


(6) 
und doppelte Uberschiebung zu den linearen Kovarianten: 


(7) p=(f, 4), = BY. 
Gleichzeitig wird: ee 


(, =F, Cv=— 54. 


Die Uberschiebung der Kovarianten p, g tibereinander liefert die 
Invariante : 


(8) R = (p, 9g). 


Die Uberschiebung der linearen Kovarianten p, gq mit den 
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| quadratischen Formen A, B, C liefert neue lineare Kovarianten: 

| (9) : p a (A, ~), q = (A, q), p re (B, P)s Gi (B, q). 
Endlich ergibt die doppelte Uberschiebung einer der Ur- 

formen f, g mit der kubischen Kovariante P oder Q der anderen 

die quadratischen Kovarianten: 

(10) A= (P, 9)”, B= (@, De 


Zwischen den gefundenen acht Invarianten J, D, ;, Su be- 
stehen die Relationen: 


‘ Dy, Dye Dy 
S° = > | Dey Doo Dos 
| Ds: Dy Ds: 


? 


2F 8 = (D,, Ds, — Diz) — 4(D,3Dgz — Vs3Dy2), 
J? = 2(Di, — Ds), 
und die Resultante der Formen f, g wird: 
R=Vi2—4J°: 
Aus den zwei kubischen Formen /,g kann man die Kovariantenform 
vierter Ordnung ableiten 
foie te 0 De 
Deren Invarianten werden 
= — 2RSI,. jf = 22’, 
und ihre Kovarianten 
H, = — 4246, 
T, = 22{g(Ap + Cq) —f(Bp + Ca)}- 

Das System zweier kubischen Formen hat Clebsch be- 
handelt (Journ. f. Math. 67 (1867), 360) und v. Gall (Math. 
Ann. 31 (1888), 424); man vgl. auBerdem Sylvester, C. R. 
89 (1879), 828, d’Ovidio, Torino Atti 15 (1880), 267 und 
Gordans Vorlesungen 2, § 32f. Das System dreier kubischen 
Formen hat v. Gall untersucht (Math. Ann. 45 (1894), 207) 
und das System beliebig vieler kubischen Formen Peano (Torino 


Atti 17 (1882), 580). 
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Das System zweier Formen vierter Ordnung wurde unter- 
sucht von Gordan, Math. Ann. 2 (1870), 227, d’Ovidio, 
Torino Atti 15 (1880), 301, 385, 471, 28 (1893), 447, Stroh, 
Math. Ann. 22 (1883), 290,-v. Gall, ib. 33 (1889), 197, 34 
(1889), 332, Brioschi, Torino Atti 31 (1896), 441. 

Uber Formen mit gemeinsamen Linearfaktoren sehe man 
Gordan, Math. Ann. 3, Pascal, Amn. di mat. (2) 16 (1888), 
85, Napoli Rendic. (2) 2 (1888), 402, Lomb. Ist. Rendic. 37 
(1904), 917, 980. 

Das System einer Form fiimfter Ordnung findet man bei 
Clebsch, Bindre Formen, § 73—75. Vgl. auch d’Ovidio, 
Torino Atti 15 (1880), 591, Hammond, Amer. Journ. of Math. 
8 (1886), 19, Lond. Math. Soc. Proc. 27 (1896), 392, Stroh, 
Math. Ann. 33 (1889), 61, 34 (1889), 354. Die Diskriminante 
berechnete bereits Salmon (Cambr. Dubl. Math. Journ. 5 (1850), 
159). Die Diskriminante der Form sechster Ordnung hat 
Brioschi gefunden (Amn. di mat. (2) 1 (1868), 159, Opcre 2,77), 
die Diskriminante einer Form siebenter Ordnung haben Gordan, 
Math. Ann. 31 (1888), 566, und Brioschi, Amn. di mat. (2) 
26 (1898), 255, untersucht. 

Das System einer Form sechster Ordnung findet man be- 
handelt' bei Clebsch, Bindre Formen, § 76ff. Uber das System 
einer Form siebenter Ordnung kann man sich orientieren bei 
v. Gall, Math. Ann. 31 (1888), 318. 

Das System einer Form achter Ordnung hat v. Gall unter- 
sucht. (Math. Ann. 17 (1881), 31, 139). 

Neben der Clebsch-Gordanschen Richtung, welche die 
unabhingigen Komitanten gegebener Formen in ihrem symbo- 
lischen Ausdrucke wirklich hinzuschreiben strebt, steht die ab- 
zihlende Richtung.von Cayley und Sylvester, welche nur 
die Anzahl und den Typus der unabhingigen Komitanten zu 
bestimmen sucht. Diese Bestimmung beruht auf der Verwendung 
einer ,erzeugenden Funktion“, d. h. einer rationalen Funktion 
von zwei Variablen x, a, in deren Entwicklung der Koeffizient 
von a*x* die Anzahl der linear unabhingigen (asyzygetischen) 
Komitanten vom Grade k und der Ordnung h (deg-order k, h) 
liefert. Durch Siebung (tamisage) der so gefundenen Zahlen kann 
man zu den Anzahlen der von allen niedrigeren unabhingigen 
Komitanten gelangen. So gelang es Sylvester, Tabellen fiir die 
charakteristischen Zahlen der unabhingigen Komitanten aufzu- 
stellen, und er hat im Am. Journ. of Math. 2 (1879), 223 diese 
Tabellen fiir die Binirformen erster bis neunter Ordnungen gegeben. 


g 4. Kanonische und typische Darstellung. 387 


§ A Kanonische und typische Darstellung. Erweiterungen 
des Invariantenbegriffes. 


Eine besondere Aufgabe der Formentheorie besteht darin, 
die vorgelegte Grundform selbst so umzugestalten, daB sie aus 
einfacheren Formen in einer besonders charakteristischen Weise 
zusammengesetzt erscheint. Insbesondere kann sie als Summe 
von Potenzen linearer Formen dargestellt werden, und dies ist 
es, was man im engsten Sinne unter der kanonischen Darstellung 
einer Binarform versteht. Die Theorie dieser Darstellungsarten 
schuf Sylvester, Cambr. Dubl. Math. Journ. 6 (1851), 186, 
Philos. Magaz. (4) 2 (1851), 391, auch in einer selbstindigen 
Schrift An Essay on Canonical Forms 1851, alles vereinigt in — 
den Werken 1 (1904). Die Darstellung Sites bubischens Wont 
als Summe dritter Potenzen hatte schon Hesse erdrtert (Journ. 
f. Math. 38 (1849), 262, Werke, 217). Bei der Ausfiihrung 
dieser kanonischen Darstellung ist zu scheiden zwischen Formen 
-angerader und gerader Ordnung. 

Jede Form f von der wungeraden Ordnung n = 2v + 1 laBt 
sich immer als Aggregat von v + 1 Potenzen linearer Formen 
folgendermafen ausdriicken: 


+ 


Hierbei sind die Koeffizienten tt, Gis Wurzeln einer Gleichung 
(v + 1)" Grades 


Ay — A, a +- A,” — see “ (— by Ad os pats, 0, 


der Sylvesterschen Kanonisante. Die Symbole Ay, A,,..., 4 
bedeuten die Determinanten der Matrix: 


y+l1 


Gy Gi} 
| a, Ag ay +42 
| 
a, Gy 44 aaa ee Gey 41 | 


Wenn eine Form f von der geraden Ordnung ” = 2y als 
Aggregat von v Potenzen darstellbar sein soll, so mu8 die 
Determinante 

25* 
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A ay; a, | 
a, As a, +1 1p 
a, Dy 414 as, 


die Katalektikante, verschwinden. Ist dieselbe nicht Null, so 
ersetze man, wenn d,, + 0 ist, die Form / durch f — Ax?” und 
bestimme 4 so, daB die Katalektikante fiir diese neue Form 
verschwindet. Dann 1aBt sich f—Ax,” als Summe von v Potenzen 
darstellen, f mithin als Aggregat von v +1 Potenzen, und dies 
ist immer auf unendlich viele Arten méglich, denn wenn man f/ 
linear transformiert, so kann man auf unendlich viele Arten 
erreichen, daB der Koeffizient von a, nicht verschwindet, weil 
hierzu nur erforderlich ist, daB x, =O keine Wurzel der Glei- 
chung f = 0 ist. 

Der kanonischen Darstellung einer Binarform steht die 
typische Darstellung zar Seite. Hierunter versteht man eine 
solche Umgestaltung der gegebenen Form f, da8B die Verander- 
lichen Kovarianten und die Koeffizienten Invarianten derselben 
werden. Diese Darstellung findet man ausfiihrlich abgehandelt 
bei Clebsch, Bindre Formen, 7.—9. Abschnitt; vgl. auch 
Gordans Vorlesungen. 

Bei einer Form von wungerader Ordnung m fihrt man 
die typische Darstellung mit Hilfe zweier (fiir » > 3 immer 
existierenden) linearen Kovarianten «,, 8, aus. Es gilt, wenn f, 
irgendeine dritte lineare Form ist, die Identitit: 


f,(«B) = «,(fB) — B,(fe). 


Erhebt man diese in die n‘® Potenz, so erhilt man: 


f.r(aBy" = >) (— 1e (7) (48-8 (fae ate 8 
e=0 
Diese Gleichung kann man symbolisch deuten, den man 
f= fe 
annimmt, und erhalt dann mit Hilfe der Invarianten 
Cy = (— 18 (f8)"~ 8 (fee 
die typische Darstellung: 


7 
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(py f= >” i) Can * Be. 


Bei einer Form von der geraden Ordnung n = 2» oxistieren 
fir » > 4 immer drei quadratische Kovarianten, die wir schreiben: 
E = aya,” + 2a, 2,0, + Oty tQ”, 

N = Boh” + 26,0, + By x9”, 
§ = 79%? + 24,0, 4 + qq”. 
Ist R die aus den Koeffizienten a), «,, a, ... dieser Gleichungen 
gebildete Determinante, so wird fiir irgendeine lineare Form: 
fe = 11% + fe%e: 
Rf, ne [(B, 12s Bos) A? as (Bs ¥%o rea Boo) fife + (Bors — B17) fa" ] g 
zr, ly, Go — V2 ot, ) fy a (75% 7 70%) fife ris (yo% est oy) fa" 1m 
2 [(% Be a ty By) fy? of (4 By — 0 Bs) fy fs + (a8, — ty By) fa" VE. 


_ Erhebt man diese Gleichung in die v"® Potenz, so geht sie tiber 
in eine Gleichung von der Form: 


Ry, n =< C ie ee noe -e-0 


Deutet man diese Formel wieder symbolisch, ersetzt also in 
den C,, die f,”~°f,° durch a er 80 bedeuten die Coa Invarianten 


der for f=f," => (7 ) a, a °xg, und man hat eine typische 

Darstellung vor sich. viwisthen &,”, £ besteht wie zwischen 

irgend drei quadratischen Formen eine Identitét von der Gestalt: 
C118 + Copy” + Cogh + 2cognE + 2c5,65 + 296 = 0. 


Eine andere. Art der typischen Darstellung rthrt von 
Hermite her. Sie steht in engem Zusammenhange mit der 
Theorie der Seminvarianten. Wir kénnen unter den letzteren 
die folgenden Bildungen als Sylvestersche ,,Grundformen“ 
auszeichnen : 


ay 
6, eel (eat): Go) OU y_ ks 


Savti -Sene, ”) Oy (Ay 9 41 — »— %1%3,_2)- 
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Die ©, sind vom zweiten, die 3,,,, vom dritten Grade. Fihren 
wir noch ein den Ausdruck: 


Ge. 41 -> (= eG eee i 


so kénnen wir einfach setzen: 


wey +t as Ay Gay 41 ra a, G,, 


Hermite schligt nun (Journ. f. Math. 52 (1856), 18) 
folgenden Weg zur Transformation einer Bin&rform n“* Ordnung f 
ein. Er setzt fiir x,, 2% ein: 


ie 
4X —5LY, fg ho 
und entwickelt den entstehenden Ausdruck nach Potenzen von X,Y, 


indem er dem Resultat dieser Entwicklung die Form gibt: 
fx" + (7) PRY (G) fxr eet + 


Er bezeichnet hieria f', f",... als assoztierte Kovarianten. Die- 
‘selben sind, wie sich herausstellt, alle durch f teilbar und f” 
Perelwindet identisch. 

Man kann aber diese Darstellung so wenden, daB man erst 
in der Urform f die Variablen y,, y, schreibt und sodann: 


f(z): eee ot if Ns f(x) - t= mete ct 


setzt, woraus: 


of Of 
E= aa, th T 5g. Ue T= Ss — Is 


folgt, so daB é, m die Invarianteneigenschaft haben. Nun er- 
gibt sich: 


pla-3/(y) = Gye + (") Gyg"-¥9 + (2) yet tn to Ga 
Hierbei sind die G, Kovarianten, und insbesondere wird G) = 1, 


G,=0. Jede Cae rationale Funktion der G, ist eine Komi- 
tante der Urform, f, wobei sich eine Potenz von f (x) ausscheidet, 


fend umgekehrt muB jede Komitante yon f sich als eine rationale 
Funktion der G, darstellen lassen, in deren Nenner eine Potenz 
von f steht. Die Formen G nennt Gordan die Schwester for men 
von f. In symbolischer Darstellung wird, wenn wir die Formen 


ee +) acs Pa “ 


alle mit f zusammenfallen lassen: 


PCat tPA E. « fO% 1p oo} 


Es werden nun die Fundamentalkovarianten J,,, Js,,, 
aufgestellt, die durch die Gleichungen definiert sind: 


Eas E -» (eed Ge) G.Ge,o45 


fr dag =S'- 1, ")@, Gay 41—k 


Durch eo erhélt man die Kovarianten J wie folgt: 


Iy,=(h ees y OL = (VJ, 2y) fs 


Insbesondere wird J, gleich der Hesseschen Kovariante von f. 
Wenn wir die oben eingefiihrten Seminvarianten fiir die trans- 
formierte Form bilden, so werden die dort mit &,, .bezeichneten 
unmittelbar = f?’- J», , aber mit Riicksicht coraul, daB hier 
an Stelle von a, a, Gy=1, G, = 0 tritt, Ranien auch die 
Seminvarianten 3,4, = f?”~ a7. 41 Die fandamentalen Ko- 
varianten der Urform fallen somit bis auf den hinzutretenden 
Faktor f?”-? mit den fundamentalen Seminvarianten der trans- 
formierten Form zusammen. 

Jede isobare Funktion der Koeffizienten einer Binarform 
hat die Higenschaft, da8 sie sich bei Ausftihrung der linearen 
Transformation 


3 § 4. Erweiterungen des Invariantenbegriffes. 391 
j 


me, , 2s , 
Ly = Uy, Wy = X 


nur um einen konstanten Faktor, nimlich 0”, wenn w das Ge- 
wicht bezeichnet, andert. 

Die Seminvarianten gentigen der weitergehenden Forderung, 
daB sie bei allen linearen Transformationen 


T= 2, + Bay’, % = 02, 
sich nur um den Faktor 6° &ndern. Diese Bildungen kénnen 
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demnach sozusagen als Vorstufen der invarianten Bildungen an- 
gesehen werden. 

Man kann den Invariantenbegriff so verallgemeinern, daB 
man an die Stelle der Gesamtheit aller linearen Transformationen 
eine Gruppe von solchen Transformationen setzt und die Forderung 
der Invarianz nur fiir diese Gruppe aufstellt. Man redet dann 
von Invarianten der betr. Gruppe. Besonders wichtig ist der 
Fall, wo die Gruppe durch die Forderung festgelegt wird, daB 
eine bestimmte quadratische Form fir alle zu der Gruppe ge- 
hérenden Transformationen die Eigenschaft der Invarianz haben 
soll. Wird fiir diese identische Kovariante, welche die Gruppe 
festlegt, insbesondere die Quadratsumme x,” + 2,” gewahlt, so 
spricht man von orthogonalen Transformationen, die hier im 


-, bindren Gebiet von der Form 


a, = 0%,’ + Bay, ty = — Ba, + on,’ 


sind, und entsprechend von orthogonalen Invarianten. Z. B. be- 
sitzt eine quadratische Form ayz,? + 2a,%,2 + d,%_” auBer ihrer 
Diskriminante die orthogonale Invariante a) -+ a,. .Man vgl. 
Lie-Scheffers, Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen, Leipzig 
1893, Kap. 23. 

Der Begriff der Invarianten kann ferner in der Weise ver- 
allgemeinert werden, daB man auBer rationalen Invarianten 
auch algebraische Invarianten in Betracht zieht, die durch eine 
algebraische Gleichung mit rationalen Invarianten als Koeffizienten 
festgelegt werden. 

Durch die von Sylvester eingefiihrten Reziprokanten wird 
der Invariantenbegriff auf irgendwelche fortgesetzt differenzier- 
bare Funktionen y eine Variablen a erweitert. Es handelt sich 
hier um solche rationale Funktionen der sukzessiven Ableitungen 


ra dy 9 ay 
dx? 9 ~ dg? 


Gi ee 5 
welche sich nur um einen Faktor, namlich eine positiv oder negativ 
genommene Potenz von 7’, andern, wenn man die Ableitungen 


y, y... durch die umgekehrten: 


dx 9 ax 


ersetzt. Die am lingsten bekannte Reziprokante ist dieSchwarzsche 
Form: 
Dy yy” ne BY? = wer y 82 go we MET YN Se 


<" 
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Ebenso wird z. B. 


By" yr’ me by” (32% IV ae en Gay 


Diese Reziprokanten sind homogene ganze Funktionen der Ab- 


leitungen. Von solchen Reziprokanten gilt, daB sie isobar sind, 


wenn man als das Gewicht der Derivierten y™ die Zahl m — 2 


ansieht. So wird in den vorstehenden Beispielen, bei denen der 
Grad k = 2 ist, das Gewicht w das erste Mal = 0, das zweite 


Mal = 2. Der Exponent w der Potenz y'“, mit der sich die 


Reziprokante multipliziert, wird allgemein 
w= 3k+ uw, 


Aus der relativen Reziprokante wird eine absolute Rezi- 
prokante R abgeleitet, indem man sie durch y'}“ dividiert. 


Dann ist ee wieder eine Reziprokante. Die Reziprokanten 


dx 
andern sich nicht, wenn: 


L=4%+a, Yy=y tb 


gesetzt wird (Zvanslations-Reziprokanten). Eine Reziprokante, 
die y nicht enthalt, hei8t eine reine Reziprokante. Sie bleibt 
invariant fiir die Transformationen: 


“= ax, + by, +, y=da, + ey, +f 


( Affinitits-Reziprokante). In diesem Sinne sind die Rezipro- 
kanten in der Tat den Invarianten analog. 

Vgl. die von Hammond bearbeiteten Vorlesungen Syl- 
vesters Am. Journ. of Math. 8 Coe 196 und ebenda 9 
(1887), 1, 113, 297, 10 (1887), 1, ferner Cayley, Quarterly 
Tourn. 26 (1893), 169, 289, Papers 13, 366. 


§ 5. Formenmoduln. 


Die Biniarformen finden ihre einfachste geometrische Inter- 
pretation durch Punktsysteme auf rationalen Kurven. Von 
diesem Standpunkte aus liegt es nahe, als natiirliche Erweite- 
rung der Binarformen die algebraischen Gebilde anzusehen, deren 
geometrisches Aquivalent Punktsysteme auf einer beliebigen al- 
gebraischen Kurve sind. Nachdem die Theorie der Punktsysteme 
erst auf transzendentem Wege (Clebsch und Gordan, Theorie der 
Abelschen Funktionen, 1866) in Angriff genommen und darauf die 
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algebraische Theorie durch Brill und Noether (vgl. deren Be- 
richt tiber die Entwicklung dieser Theorie, Math. Ver. 3, 1894) 
begriindet worden, haben Kronecker einerseits (Journ. f. Math. 
92 (1882), 1, Werke 2 (1897), 237) und Dedekind-Weber 
andererseits (Journ. f. Math. 92 (1882), 181) eine strenge arith- 
metische Theorie dieser Gebilde gegeben. 

Der allgemeine Begriff, auf dem die letzteren Theorien 
fuBen, ist bei Kronecker das Modulsytem, bei Dedekind- 
Weber der Modul, und diese beiden Begriffe stehen in engster — 
Beziehung zueinander. In die eigentliche Formentheorie hat 
Hilbert (Math. Ann. 36 (1890), 473) die Moduln eingefiihrt, 
die wir zur unzweideutigen Charakterisierung hier Formenmoduln 
nennen wollen. 

Ein Formenmodul ist ein System algebraischer Formen 
(dh. homogener ganzer Funktionen von » Variablen 2,, 2, .--;%)y 
welches die Higenschaft hat, da8 Summe, Differenz und Pro- 
dukt zweier Formen des Systems immer wieder dem System an- 
gehéren, aber auch das Produkt einer Form des Systems mit 
irgendeiner Form, die nicht zum System gehért, wieder eine Form 
des Systems bildet. 

Der erste grundlegende Satz ist dann folgender: Aus jedem 
Formenmodul li8t sich eine endliche Anzahl m von Formen 
F,, F,,...,F,, auswihlen, so daB jede Form von der Gestalt 


FoAP +4 Fj +--+ 4nF 


(wo A,, Ay,...,4,, beliebige Formen bedeuten, Ae ein homo- 
genes F liefern), aber auch keine andere Form dem Modul an- 
gehért. Nach H. Weber (Algebra II, § 41) heiBt der Inbegritf 
dieser mFormen (F,, Fy, ..-, Fn) eine Basis des Formenmoduls, 

Der Ausdruck Modul rihrt bei Kronecker daher, daf 
er zwei Formen ®, ©’ kongruent nach einem Modul nennt, i in 
Zeichen 

© = @’,. Mod (F,,..., Fin), 


wenn @® von der Form 


P= 0 + AK +). A Fe 

ist. 

Wird F, = 0, Fy = 0,..., F,, = 0, so wird auch F= 0. 
Aber es gehéren nicht umgekehrt alle Formen, die mit der 
Basis (Fj, F,,..., F,,) zugleich verschwinden, zu dem Formen- 
modul. “Diese Formen bilden vielmehr einen neuen Modul, 
welcher der Nullmodwl des ersten heiBen kann. Es zeigt sich 


eae a | 
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jedoch, daB die Verschiedenheit eines Formenmoduls und seines 
_Nullmoduls insofern eine beschrinkte ist, als die Ordnung der 
Formen, die dem letzteren, aber nicht dem ersteren angehdren, 
unter einer endlichen Grenze liegt. Die Basis des Nullmoduls 
besteht aus Formen niedrigster Zahl und Ordnung, deren Ver- 
schwinden das Verschwinden von F,,..., F,, ersetzen kann. 


Durch die Gleichungen F, =0,..., F,, = 0 werden gewisse 
& Verinderliche 2,, %,..., “, als algebraische Funktionen der 
nm —w tbrigen, 7, 4,1,-.-, %,, festgelegt. Die Zahi w heiBt die 
_ Stufe des Formenmoduls. Ist die Stufenzahl » — 1, so gestatten 
die Gleichungen F, =O nur eine endliche Zahl gemeinsamer 
Lésungen. Ist die Stufe , so besteht der zugehérige Nulimodul 
aus simtlichen homogenen Funktionen von ,, %,,..., %, und fir 
seine Basis kénnen wir (a, %,...,%,) Wahlen. Wir kénnen ihn 
als den Fundamentalmodul bezeichnen. 
Ist F, = F;,’ die Form hichster Ordnung o unter den Formen 
der Modulbasis, so lassen sich r—1 Formen F,’, F,’ ... F, 
gleicher Ordnung o bestimmen, derart, daB jede Form des 
~Moduls in der Gestalt: 


a BF, + B,F,' +- Soe + B,F, 
darstellbar ist, wobei nunmehr auch B,,..., B. Formen von 
gleicher Ordnung bedeuten. Von den Formen 

FY =1,F, + SE peas le at te 


(in welchem Ausdrucke 1,, 4,,..., 4, irgendwelche Konstanten 
bedeuten) sagt man, sie bilden eine Schar. Jeder Formenmodul 
‘ist so mit einer Formenschar verkniipft, und diese Verkniipfung 
ist eine eindeutige, denn die Formenschar besteht aus allen 
Formen o* Ordnung, welche der Formenmodul enthilt. 

Ein einfaches Beispiel fiir einen Formenmodul bildet der 
durch die folgenden drei Formen gegebene: 


F, = a4, — %%, Fy = %%% — %%,, Fy = 1%, — %,°. 
Diese drei Formen verschwinden, wenn 
a, = 5, x = 69, 2 = Sn", 1 = 1° 
gemacht wird, was auch die Werte von &, 4 seien. Die simt- 
lichen Formen 


a 1, F, AE Ay Fy + A, F; 


bilden die zn dem Formenmodul gehérige Formenschar. 
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Im allgemeinen bestehen zwischen den Formen einer Modul- 
basis gewisse identische Beziehungen: 


XOF, ae XW F, Sil eae XOF = 09 @=L22.29) 


Die Koeffizienten A, in der Darstellung einer beliebigen Form F 
des Moduls sind dann keineswegs vollkommen bestimmt, viel- 
mehr lassen sie sich durch andere 


A, + ST x, 
@ 


ersetzen, wo die I) Formen bedeuten, die bis auf ihre Ord- — 
nung willkirlich bleiben, und die Summation tiber die Indizes @ 
zu erstrecken ist, fiir welche die Ordnung von X,@)F, die Ord- 
nung von fF nicht thersteigt. 

In dem angefiihrten Beispiel sind die drei Formen F,, Fy, F; 
durch die Beziehungen verkniipft: 


t,P, + 2, F, + «fF, = 0, 
% F, + &,F, + ¢,F; = 0, 


und sonach wird identisch: 


A, F, Ag by Sts A, F, = A, F, oF A,’ Fy ats A, F,, 
wenn 
A EAs oe ERO ee 
Ay = A+ aI" + 4,70", 
A, =A, +.4,1° + 4,I", 
und I’, r°” willkiirliche Formen bezeichnen, deren Ordnung 


“um 1 niedriger ist als die der A. 
Aus den Gleichungen 


SOE ae aw Dae 0 
folgt, daB 
BCH Wim per ks Oat) 
wird, wenn man 
ae ox > n40) X,@ (é=1,2,---,m) 


setzt. Bei dieser Darstellung der X, sind aufs neue die Y(@) 
im allgemeinen nicht vollstindig bestimmt, vielmehr erhilt man, — 
wenn eine Liésung dieses Gleichungssystems fiir Y@) gefunden 


§ 5. Formenmoduln. . 397 
ist, die allgemeinste Lisung, indem man die allgemeine Lisung 
des Gleichungssystems 


Bet YX, =0 (€=1,2,...5m) 


hinzunimmt. — 
Alle Lésungen dieses Systems lassen sich durch gewisse s 
unter ihnen Y(¢), ¥{),..., ¥{@) linear ausdriicken, so da8 man 
als Lésung 
540) = SZ) Y@ (o =1,2,..-,%) 
a 


erhélt. Aus diesen Gleichungen ergibt sich weiter ein Gleichungs- 
system: 
> ZY Gy (9 =1,2,...449) 


usw. Die Kette dieser abgeleiteten Gleichungssysteme bricht 
aber, wie Hilbert gezeigt hat, nach héchstens m Schritten ab, 
indem spatestens das m® Gleichungssystem keine Lésung mehr 
zulaBt. 

Ist z. B. die Basis des Moduls (2,, %, 23, %,), so lautet 
die erste Gleichung: 


%, Xf, Ky + 13 Xz + 4, X, — 0 
und liefert sechs unabhingige Liésungen. Von diesen ist z. B. 


die erste (XM, XD, X10, Xf) = (@, — 4%, 0, 0). Damit er- 
halt man fiir die Y) das Gleichungssystem 


rg¥" + 2¥% 4+ 4, ¥) =0, 
—4,Y® + #,Y® + 2,Y®) = 0, 
— £,Y® — 2,Y + %,Y°%=0, 

— 2,Y® — YO — 2, YO = 0. 


Das zweite Gleichungssystem wird dann 
£,2,—%,2,=0, 2,2, —%2,=—0, 
32, —%,2,=0, %2Z,—4,Z, = 0, 
tl, —%,Z2,=0, %,2, —%4Z, = 0, 
and seine allgeme¢ine Lisung ist 


Z, =4,U, Zy = 0,0, Zy = %4U, Z, = %U, 
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so daB das vierte Gleichungssystem 
“,0=0, »U=0, %,U=0, 1U=0 


keine Lisung V+ 0 zula8t Die geometrische Deutung dieses 
Beispiels wird sehr einfach, wenn 2,, %, %,, %, als homogene 
Koordinaten eines Punktes P im Raume interpretiert werden. 
X,, X, X;, X, sind dann die Koordinaten einer Ebene, die P 
enthalt, Y“, Y®,... die Koordinaten einer geraden Linie, die 
durch P hindurchgeht und Z,, Z,,... die Koordinaten eines 
Punktes, der mit P zusammenfuallt. 

Ein Modul Qt hei8t durch einen Modul 9% teilbar und 
dieser ein Teiler jenes, wenn jede Form, die zu Jt gehdrt, auch 
in N enthalten ist. Z. B. ist (Fj, F,,..., F,,) die Basis eines 
Teilers des durch (F,,..., F',) bestimmten Moduls, wenn r< m ist. 

Der gréBte gemeinschaftliche Teiler zweier Moduln IM, M’ 
ist der Modul, der durch Addition der samtlichen Formen von Qt 
zu simtlichen Formen ‘von J’ entsteht. Dieser besteht, wenn 
(F,, F,,..., F,,) die Basis von Mt, (Fj,..., F,,) die Basis 
von St’ ist, aus allen Formen, die in der Gestalt 

F=A,F,4+---+4,F, + 4,7 +---+4,F, 
darstellbar sind. 

Das kleinste enthaltende Vielfache zweier Moduln IM und Mt’ 
besteht aus allen Formen, die gleichzeitig in Mt und Mt’ ent- 
halten sind. 

Die Zahl der Bedingungen, die eine Form F' von geniigend 
hoher Ordnung R erfiillen mu8, damit sie zu einem Modul M 
gehort, bezeichnet Hilbert, indem er sie als Funktion von R 
betrachtet, mit 7(R) und nennt sie die charakteristische Funktion 
des Moduls. (A) ist eine ganze rationale Funktion von R mit 
ganzzahligen Koeffizienten und von einer. Ordnung d, die kleiner 
als die Zahl der in den Formen auftretenden Variablen ist. 


Diese Funktion “wird.” /dureh Hine minieoneiatontcn (3 ausge- 


driickt, in folgender Weise geschrieben: 
; R R R 
| UB) = 10 +m (4) + w (5) +++: + 22 (4) 


tor tt» - ++» %q Sind bhierbei gewisse dem Modul eigentiimliche 
ganze Zahlen und d ist die Dimension des Moduls. Fir das 
erste von uns gewahlte Beispiel wird 


4(R) =1+ 8R, 
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und fir den Modul (a, 2, 2, %,) ist 7(R) = 0. In der Tat 
-gehért jede Form von 2,, %,, £3, %, zu diesem Modul. 

f Der fair uns wichtigste Satz iiber Formenmoduln wird ge- 
-wonnen, wenn man den allgemeinen Begriff eines Formensystems 
-einfiihrt. Hierunter wird eine Gesamtheit von Formen einer 
bestimmten Anzahl 2,, 7,,...,%, von Variablen verstanden. 
‘von der nur vorausgesetzt zu werden braucht, da8 man von 
jeder einzelnen Form entscheiden kann, ob sie zu dem System 
gehort oder nicht. Dann lautet der allgemeine Hilbertsche Satz: 
: Jedes Formensystem gehirt zu eimem Formenmodul, d. h. es 
lassen sich aus dem System m Formen F,,..., F,, auswahlen, so 
-daB jede weitere Form in der Gestalt: 


F—A,F,+---+A4,F, 

darstellbar ist. 

| Der Beweis geschieht durch vollstandige Induktion, d. h. 
durch den Schlu8 von »—1 auf m Variable. Um diesen Schlu8 
méglich zu machen, wird zuniachst die allgemeine Form F des 
Systems durch eine bestimmte Form F, desselben von der Ord- 
nung r dividiert. Damit diese Division die Wirkung hat, daB 
sie die Ordnung von F fir eine der Variablen unter die Ord- 
nung r von fF, herunterdriickt, wird zuerst die Substitution 


ausgefiihrt : 
Ee ef mad cones oy Ee 14; 2, =Y; 


mnd die 4,,...,4,_4 eeedest so gewahlt, daB das Glied mit y” 
in F, nicht Se ee Dann wird die Division ausgefihrt, 
= man fF und F, als Funktionen von y ansieht, und man 
erhalt ein Resultat: 

F=4,F, + G,, 


wo in ®, y héchstens zur r — 1“ Potenz vorkommt. Fiir eine 
solche Form 148t sich durch den Schlu8 von r — 2 auf r—1 
das Theorem erweisen, indem man ®, = y’~'g + w macht, wo p 
y gar nicht mehr und w es hiéchstens zur (r — 2)*" Ordnung 
enthalt, und voraussetzt, das Theorem sei fiir m — 1 Variable 
allgemein bewiesen (vgl. Webers Algebra II, § 41). 

Gordan hat den Hilbertschen Satz bewiesen, indem er 
von den einzelnen Gliedern der Formen ausgeht (Gétt. Nachr. 
(1899) 240, Journ. de math. (5) 6 (1900), 141). 

Die Hauptanwendung, die Hilbert von seinem Satze ge- 
macht hat, besteht in dem Nachweis der Endlichkeit des In- 
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variantensystems, d. h. des Satzes, daB sich alle Invarianten 
gegebener Formen durch gewisse unter ihnen ganz und rational 
ausdriicken lassen. Der groBe Vorzug dieses Beweises gegen- — 
tiber den urspriinglichen Endlichkeitsbeweisen (Gordan, Journ. 
f. Math. 69 (1868), 343, Math. Ann. 2 (1870), 227, 5 (1872), 
595) beruht auBer der gréBeren Einfachheit darauf, daB er sich 
miihelos auf Formensysteme von beliebig vielen Veranderlichen 
ibertragen la8t. Wir beschrinken uns nur der aue wegen auf 
sine Binirform f mit den Koeffizienten dp, ... 

Zunachst laBt sich nach dem Hilbortochen Theorem, da » 
lie Jnvarianten offenbar ein Formensystem der Roeffiziented 
(9) +++) Gy bilden, jede Invariante J mit Hiilfe gewisser Invarianten 


I,, Jg,..., J, im der Form ausdriicken: 

(a) J = A, J, pp Ayd, Piet oe Ags 2 

Durch eine lineare Substitution x7, = §,y, + 1149) %2 = $41 + Nee 
gebe d),...,@, tiber in a ,..., @,, und die den A, entsprechenden 
Formen der a),...,@, seien A;. Dann besteht eine Gleichung 


von folgender Form: 


AY J = ALAN ST, fo fAL MGT 


Ww 


wenn A = &,n, — &, den Modul der Substitution bedeutet. 
Nach einem von Clebsch und Gordan herriihrenden und von 
Mertens (Wien. Ber. 95 (1887), 942) zuerst allgemein an- 
gewandten Verfahren unterwerfe man nun die letzte Gleichung 
y-mal dem ProzeB 

oie ed Wa eG ot oe 

88, On, 0&,0n,” 
dann gehen die Potenzen von A in einfache Zahlfaktoren und 
die Koeffizienten A,’ in Invarianten tiber, so daB jetzt: 


(6) J=JI,J, oa “se BESS: 
wird und nun die Koeffizienten J,’ nicht bloB homogene Funktionen 
VOn d,..., 4,, sondern Invarianten von f bedeuten. Wendet man 


auf diese dasselbe Verfahren an wie auf J und fahrt so weiter 
fert, so gelangt man, nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
zu einer Darstellung von J als ganze rationale Funktion einer 
endlichen Zahl bestimmter Invarianten J,,... J wr: Fy, Womit 
die Endlichkeit des Systems bewiesen ist. 

Der Beweis 148t sich leicht auch auf das simultane System 
mehrerer Binirformen und die Kovarianten ausdehnen. DaB hier- 


eA rn aa » . 2 
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: 
* 
: 
4 


aus dann die Endlichkeit des Komitantensystems auch fiir Si- 
-multanformen folgt, hat Peano (Torino Atti 17 (1882) 73) 
peel. 

Der Hilbertsche Satz gestattet aber auch, den Beweis mit 


_ geringen Verinderungen auf Formen von beliebig vielen Variabeln 
- auszudehnen. Er gibt ferner die Méglichkeit, die Endlichkeit des 
_ Systems der Syzygien oder identischen Relationen zwischen den 


Komitanten nachzuweisen. 
L. Maurer (Miinch. Ber. 1899, p. 147, Math. Ann. 54 


=~ (1903) 265) hat den Satz iiber die Endlichkeit des Invarianten- 


systems in folgender allgemeinen Form bewiesen: alle ganzen 


rationalen Funktionen der Variabeln 7,,..., x,,, die durch eine kon- 


tinuierliche Gruppe G@ in sich Eoneionmicet werden, lassen sich 


als ganze rationale Funktionen von einer begrenzten Anzahl unter 


_ ihnen darstellen. Dabei kénnen noch z,,..., 2, einem System 


algebraischer Gleichungen §, = 0, 3, = 0, ... unterworfen 
werden, das gegeniiber der Gruppe G@ invariant ist. 

Die interessante Frage nach solchen Invarianten, von denen 
alle anderen rationale Funktionen mit ganzen Koeffizienten sind, 
ist nur in einem kleinen Aufsatze von H. Weber, Gdétt. Naclr. 
1893, p. 109 beriihrt worden. 

Von groBer Wichtigkeit ist es, nicht bloB auf den ratio- 
nalen Zusammenhang, sondern auch auf die algebraische Ab- 
hangigkeit der Invarianten einzugehen. Tine solche Abhingig- 
keit besteht immer zwischen N — v + 2 Formen, wenn JN die 
Gesamtzahl der in den Grundformen vorhandenen Konstanten, 
y die Konstantenzahl der Substitutionsgleichungen, némlich bet 
m Verinderlichen m*, bedeutet. 

So Hea sich fe! einer Binirtorm zwischen » — 1 Invarianten 
(J, J4,---»I__9) eine algebraische Gleichung f(J,J,,...,7,_2)=0. 
Hilbert hat nun nachgewiesen, da diese Gleighwap: immer auf 
eine besondere Form gebracht werden kann. Zunichst naimlich 


kann man sich durch Erheben in geeignete Potenzen J,...,J,,_» 
auf denselben Grad gebracht denken. Dann kann man weiter 
lineare Funktionen von J,J,,..-., J,_9, etwa 


d= J; as 1,7, a] Bie a J,-3 ei d,-a!s 


an die Stelle von J,,..-., J,» selbst bringen und diese so be- 
stimmen, da8 in der Gleichung der Koeffizient des ersten Gliedes 
gleich 1 wird. Dies ist der Fall, wenn 


Rte Ai, sees? 1,2) e=il 
Pascal, Repertorium. I 2. Aufl. > 26 
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wird. So ergibt sich eine Gleichung von der Form: 


() PE Side ee et ig 
in der %,,..-., %, ganze rationale Funktionen von J,,...,J, oe 


sind. Hierbei laBt sich, wie Hilbert gezeigt hat, J so withlens 
daB jede weitere Invariante J’ eine rationale Funktion von 
he Dyn cms Iggy WIE. 

Take Gesamtheit aller rationalen Funktionen von J, J,,...,J,,_» 
bildet aber einen algebraischen Funktionenkérper, und da hier 
allgemein die Homogenitétsbedingung hinzutritt, kénnen wir von 
einem algebraischen Formenkérper reden. Alle Formen, ganze und 
gebrochene, dieses Kérpers sind andererseits Invarianten, wenn 
man sich entschlieSt, zu den ganzen Inyarianten gebrochene Sie 
zunehmen, d.h. Briiche, deren Zahler und Nenner von gewohn- 
lichen (ganzen) Invarianten gebildet wird. Dieser Formenkérper 
hei8t der Invariantenkérper; zu ihm gehdren auch alle Kon- 
stanten, d.h. von den Koeffizienten der Grundformen unabhéngigen 
Zahlen. Wir kénnen aus ihm & Invarianten 3,, G2,-.-; a; wie 
zB. J*-1, J*-?,..., 4,1, auswahlen, so da8 jede Invariante S 
sich in der Form darstellen 1éBt: 


N = 03, + Ho, +-°° + Uk, 


wobei %,, W,,..., WU, rationale Funktionen von J,,..., J,_» sind. 
Die Invarianten 3,, 3.,---, %, bilden dann eine Basis des In- 
variantenkérpers. 

Die Grundgleichung (y) zeigt, daB wenn die Grundinvari- 
anten J;,...,d,_» verschwinden, auch J und damit jede ganze 
Invariante verschwindet. Es gilt aber auch der umgekehrte Satz, 
daB, wenn das Verschwinden von m— 2 Invarianten Jj,...,J,_» 
das Verschwinden aller ganzen Invarianten zur Folge hat, jede 
solche Invariante J von saat hohem Grade eine ganze al- 
gebraische Funktion von J/,..., J, _.4 wird, d. h. einer Gleichung 
von der Form (y) gentigt. “Von einem gewissen Grade an ist 


nimlich jede Form von der Gestalt (a) auch in der Gestalt 
J=US+---+U_.F/_s 


daRtollbar, weilmit Jy, .-ey.)- ¢ AUCIy, Sing J, verschwinden 
und deswegen die durch die Basen (J{,--+yF,_g) und (Jy, ..., Jy) 
festgelegten Moduln nur in den Formen, deren Grad unter einer 
gewissen Grenze S liegt, verschieden sein kénnen. Die vor- 
stehende Gestalt l48t sich aber wieder auf die folgende redu- 


zleren: ay 
Jy Ih EO Sees 2 Jas 


al ase 
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wo 3,,---, 3,_, Invarianten bedeuten. Diese kénnen, wenn 


ihr Grad tiber der Grenze § liegt, weiter mit Hilfe der In- 


_ varianten J,,...,7,_, reduziert, d.h. auf eine Form wie die 
_ vorstehende gebracht werden, so da8 man schlieBlich zu einer 


Darstellung von J gelangt, die wie folgt aussieht: 
J= Rj, Se Ry jg et nah ite SP Tie 8 ai 


indem R,, Ry, ..: ganze Funktionen von Jj,...,7/_. und j,,..., J, 
Invarianten sind, deren Grad < S ist, und wir kénnen, indem 


wir nétigenfalls einzelne der F = 0 setzen, annehmen, es um- 


fassen j,,..., J, ein volles System linear unabhingiger Inuvarianten 


aller Grade < S. Wenden wir dann dieselbe Darstellungsform 


auch suf Jj,,Jj,,---, JJ, an, so ergeben sich w Gleichungen 


von der Form: 


Ty a ids a Feiode Ee Rk, Boas 
i= ash a Babs ae Sg ad iss 


Ji, rat Roi a5 Rosi ern: Re oie: 

und durch Elimination der j aus diesen Gleichungen folgt: 
Ri, —F-Ry hse Pia | 
Bok Rog — Js. Rey, | 


cea 


d.h. eine Gleichung von der Form (y) fiir J. 


§ 6. Invariante Bildungen der Formen mit mehr als zwei 
Veranderlichen. 


Im binaren Gebiet kommen als Komitanten nur zwei Arten, 
Invarianten und Kovarianten, in Betracht. Bei Formen mit mehr 
als zwei Veranderlichen hat man aber noch andere Bildungen 


ins Auge zu fassen. Werden nimlich in der Matrix 


| oan 1 
"7 " ” | 


av, Hy 1+ H, 


(mn) (m2) (m) 
L, Ly... &, 
26° 
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die einzelnen Zeilen einer homogenen linearen Substitution unter- 
worfen, so transformieren sich auch die Determinanten der 
Matrix linear. Wird die Zahl m der Zeilen in dieser Matrix 
insbesondere = r — 1, so besteht dieselbe aus » Determinanten, 
die wir bezeichnen mit 


Uo gas Way a seth 


und die lineare Transformation dieser Determinanten ist von der 
Art, daB der Ausdruck 


Uy LP Ug M%y tb +++ > Ua, 
den Charakter einer Kovariante hat, indem er sich mit dem 


Substitutionsmodul multipliziert, wie man sofort sieht, wenn man 
die Matrix durch eine Zeile 


aN ee 


zu einer Determinante erginzt und bedenkt, daB diese Deter- 


minante in der Tat bei einer linearen Substitution sich mit dem 
Substitutionsmodul multipliziert. Die lineare Transformation, 


welche die GréBen w,,..., u, erfahren, nennt man die reziproke 
zu der Transformation der Variablen 2,, ..., Z, und bezeichnet 
die Variablensysteme w,,..., #4, und 2,,..., 2, als kontragredient, 


wihrend man Variablensysteme, die derselben Transformation 
unterliegen, als hogredicnt und solche, die unabhangigen linearen 
Transformationen unterworfen werden, als digredient charakteri- 
siert. Zu beachten ist, daB die Determinanten einer Matrix mit 
ry — 1 Reihen von je r kontragredienten Variablen wieder ko- 
grediente GréBen sind und daB die Differentiationssymbole 


Oat: 7 


Odi? Oke. 0x, 


sich formal wie kontragrediente Variable verhalten, was sofort 
zu erkennen ist, wenn man die Differentiation an der linearen 
Form u,% +++: + u,a, ausfihrt, wo sie unmittelbar die kontra- 
gredienten GréBen u,,..., u, liefert. 

Die Dimensionen, zu denen eine Form die kontragredienten 
Variablen enth&lt, wollen wir der gréBeren Deutlichkeit wegen 
als Klasse, nicht als Ordnung bezeichnen. 

Wenn man nun die allgemeinsten invarianten Systeme sucht, 
so hat man eine beliebige Anzahl Grundformen mit beliebig” 
vielen Reihen von r Veranderlichen vorauszusetzen. Diese Ver- 


. 
7 
5 
4 
2 
3 
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anderlichen kann man von vornherein als kogredient voraus- 
setzen, indem man etwa vorkommende kontragrediente Variablen- 


_reihen sofort durch die Determinante einer (7 — 1)-reihigen 


Matrix ersetzt. Nun hat Capelli, ein Theorem von Clebsch . 
(Gott. Abh. 1872, Math. Klasse, p. 3) modifizierend, gezeigt, daB 


sich der allgemeine Fall auf den reduzieren liBt, wo nur 7— 1 


Reihen kogredienter Variablen vorhanden sind (Acc. dei Lincei, 
Rendic. (4) 7 (1891), 161). 
Neben den Kovarianten hat man aber auch solche Bildungen 


zu betrachten, deren Variable den reziproken Transformationen 


unterworfen werden, also zu denen der Grundformen kontra- 
gredient sind. Diese Bildungen heiBen Kontravarianten (Sy1- 


_ vester) oder zugehérige Formen (Aronhold). Bildungen, die 


beide Arten von Variablenreihen gleichzeitig enthalten, heiBen 
Divarianten (Salmon) oder Zwischenformen (Aronhold). 

Der Ausdruck u,a7, +--:-+ u,”, heiBt die identische Ko- 
variante, und es gilt der Satz: Wenn eine Divariante nicht die 
Koeffizienten der Grundform, sondern nur eine Reihe kogredienter 
und eine Reihe kontragredienter Variablen enthilt, ist sie not- 
wendigerweise eine Potenz der identischen Kovariante. 

Die wichtigsten invarianten Prozesse lassen sich aus den 
bei den Binirformen besprochenen sofort herleiten. Es ist zu- 
nachst der Aronhotdsche ProzeB. Wir schreiben zwei Formen 
n** Ordnung f,g von 7 Variablen in der Gestalt: 


pone 2 yl! ->( n a 
P= ae A ae Ge ae ee 


& 
und bezeichnen mit @ irgendeine Komitante, dann ist der 


Aronholdsche Proze8 durch die Gleichung definiert: 


JQ 5 "Fa, 


Die Polarenbildung oder der Pl weckersche ProzeB wird durch die 


Gleichung 
Ay? ->e Ox; Ys 


definiert, und der Cayley schen Prozep, ausgefihrt an einer Form 


bs ut (7) Pade) 
F, die r Variablenreihen hy pet sae Dla hemes Xe Oe 


zu den Ordnungen n’, ”,..., »™ enthalt, wird: 


406 Kapitel V. Invariantentheorie. 


: OF Or oe 

Ox; On, Ox, 

RE IEE og ay Ce 

QPS Se Poe aat eon? 
0F BS ve MUO Se ane meee ea 
| aF aF oF | 

aa? oa” ~° ba” 

i 2 fe 


Uber die invarianten Prozesse vgl. man die Arbeiten von 
Capelli, Fondamenti di una teoria generale delle forme algebriche, 
Ace. dei Lineei Mem. (3) 12 (1882) 529, Math. Ann. 29 (1881) 
331, 3% (1890) 1, Napoli Rendic. (2) 7 (1893) 29, 155, Giorn. 
di Mat. 82 (1894) 376. 

Unter den speziellen invarianten Bildungen fir Formen mit 
beliebig vielen Verainderlichen ist zunachst die Jacobische oder 
Funktionaldeterminante zu nennen (vgl. 8.156). Sie setzt r Formen 
fi fa, ---) f, mit r Veranderlichen voraus, die fir diese der Reihe 
nach von den Ordnungen n,, %,..., %, Sind, und wird durch den 
Ausdruck gegeben: 


| Gh: Of bh 
| 02, 0%, Of; | 
A ORS Ci nop 
eae sale eS TE eS 0x, 
n,n n ; 
Ole Olen eet: 
OX a Os Ox, 


(Jacobi, Journ. f. Math. 22 (1841) 319, Werke 3, 393, Ost- 
walds Klassiker Nr. 78). Bildet man von je r aus r+ 1 Formen 
die Funktionaldeterminante, und von je * unter den letzteren 
wieder die Funktionaldeterminanten, so sind diese den Urformen ~ 
proportional. Vgl. Clebsch, Journ. f. Math. 69 (1868) 358. 
30 (1869) 175, Rosanes, ebenda 75 (1873) 166, Pasch, 
ebenda 8 (1875) 177. Die Bedeutung der Funktionaldetermi- 
nante besteht darin, daB sie verschwindet, sowie zwischen den 
‘r Formen, auf die sie sich bezieht, eine identische Relation . 


Dstt 0 
besteht. 
Sucht man die Bedingung dafiir, daB die » Gleichungen: 


fA=0,f4=0,..,f%,=0 


See te 
ree 
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_ zusammen bestehen kénnen, so hat man aus diesen Gleichungen 


die r Variablen zu eliminieren und erhilt dann eine Gleichung 


_ R= 0 zwischen den Koeffizienten der r Formen. Die linke Seite 


dieser Gleichung ist die Resultante der r Formen. Linen ex- 


pliziten Ausdruck fiir die Resultante dreier terniren Formen hat 


Gordan gegeben, Math. Ann. 50 (1897) 113. 


Die Hessesche Determinante einer Form f x‘ Ordnung 
von 4%, .--, 2, (vel. S. 160) ist durch den Ausdruck gegeben: 


1 orf 


SS ee Hie Sash 
n(n —1) 0x; 02, ee 


a Det 


Fir eine quadratische Form 


Se We; ws 


reduziert sie sich auf deren Diskriminante, namlich die aus den 


Koeffizienten a,, gebildete Determinante. Die Hessesche Deter- 


minante ist die Jacobische Determinante der abgeleiteten Formen: 


L507. 1 of 


Waya dat lc > oes 


Die Resultante D dieser Formen heifSt die Diskriminante 
der Grundform f. Dieselbe ist eine Invariante vom Grade 
r(n —1)'-+. Die Diskriminante einer Ternirformhat Gordan 
untersucht, Minch. Ber. 17 (1887), 477. 

An neueren Werken, welche die allgemeine Theorie der 


Formen behandeln, nennen wir noch Elliot, Algebra of Quantics, 


Oxford 1895, Andoyer, Theorie des Formes, Paris 1898. Zu 


vergleichen sind auch die betreffenden Abschnitte aus H. Weber, 
Algebra und A. Capelli, Algebra complementare. 

Von besonderem Interesse unter den Formen mit mehr als 
zwei Variablen sind die Yerndrformen, da sie einerseits noch 
eine formal einfache Ausgestaltung erlauben und andererseits, 
indem man die Variablen x,, 7), #, als Punktkoordinaten in 
einer Ebene deutet, in der ebenen Geometrie eine anschauliche 
Deutung finden. Wir wollen uns fortan auf sie beschrinken. 
Eine Zusammenfassung ihrer Theorie nach den symbolischen 
Methoden findet man in Clebschs Vorlesungen tiber Geometric, 
hggb. von Lindemann (Leipzig 1876), Hine interessante Mono- 
graphie tiber sie hat Study geliefert (Methoden zw Theorie der 
terndren Formen, Leipzig 1889). 
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Die Komitanten der terniren Formen lassen sich in einer 
ahnlichen Weisé symbolisch darstellen wie die Komitanten der 
Binirformen, indem man sie formal auf solche Komitanten einer 
Reihe von Linearformen f,, g,, 4, ... zuriickfiihrt, welche ftir 
die Koeffizienten einer jeden dieser Linearformen vom n‘” Grade 
sind, Es ist z. Bu: 


fe = fit, + fe%, + f3%s 


anzunehmen, und auBerdem wird die abktirzende Bezeichnung 


ha hy 

fe Go he 

fs 93 Ns 

gewihlt. Die kontragredienten Variablen werden durch die 
Festsetzung 


(y = Yo23 — Y3%oy Ug = Y32%1 —Yi%3, Us = Yh — Yok 
eingefiihrt, aus der 


Uy = UL, + Ug Bg + Ugt, = (xyz) 
folgt. Dies ist die zdentische Kovariante. Eine lineare Form 
der uw wird mit w, bezeichnet, sie la8t sich auch durch eine 
Determinante von der Gestalt (fgw) ersetzen. Die symbolischen 
Faktoren, die in einer Komitante vorkommen, lassen sich dann 
auf folgende vier Typen reduzieren: 
1. Determinanten aus Koeffizienten der Linearformen vom — 
Typus (fgh), 
2. Linearformen der Variablen x vom Typus f,, 
3. Linearformen der Variablen w vom Typus (fgw), 
4. die identische Kovariante w,. 

Fir das Rechnen mit symbolischen Ausdriicken ist von 
Wichtigkeit der Satz, daB ein solcher Ausdruck, wenn er bei 
Vertauschung zweier gleichwertigen Symbole sein Vorzeichen 
andert, identisch verschwindet. Ferner gelten die folgenden | 
Identitiiten, die, solange man | 


fas In, he ‘0? Key L, mM, 


als wirkliche lineare Formen auffaft, als einfache Determinanten- 
relationen anzusehen sind: 


I. (fgh)k, — (ghk)f, + (hkf)9, — (kfg)h, = 0. 
‘IL. (fgh) (klm) — (ghk) (flm) + (hkf) (glm) — (kfg) (him) = 0. 
IT. (fow)h, + Gifu)gy + (ohu)f, = (fah)uy 


(fgh) = 


- Von diesen drei Gleichungen sind die beiden letzten einfache 
_ Folgen der ersten. Hierzu kommt 


j IV. (f9u) = f,9.—Gyfer 
- WENN U,, Uy, Uz die oben angegebene Bedeutung haben und die den 
_ Multiplikationssatz der Determinanten ausdriickende Gleichung: 


fe G2 Ms 
V. (fgh) (xyz) = aden, 
f, 9 ht, 
j Fiir die angeschriebenen Relationen ist es gleichgiiltig, 
- welche GroBen als konstant und welche als verinderlich ange- 
- sehen werden. Man kann also aus ihnen neue Gleichungen ab- 
- leiten, indem man die Koeffizienten der Linearformen f,g,h... 
durch kontragrediente Variablen w,v, w... und, wenn man will, 
x,y, durch Konstante w, B,y... ersetzt. Man hat dabei eine 
 Beziehung 
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Ly = VeWg— Ugg, Uy = Ugly — Vy Wg, Ly = Uy Wy — UgQtty 


vorauszusetzen, Auch kann man in der Gleichung II fiir 
f.9,h,k... Variable x,y,2,¢... einsetzen, ebenso in der 
Gleichung I, indem man gleichzeitig fiir « umgekehrt f nimmt, 
so daB man die Gleichung erhilt: 
age (ayz)f, — (yzt)f, + (etx)f, — (try) f, = 9. 
Damit aber sind die symbolischen Identititen erschépft, indem 
alle weiterhin auftretenden auf die gefundenen zuriickgefiihrt 
werden kénnen wie von Study, Math. Ann. 30 (1887) 120, 
bewiesen wurde. Hine Erweiterung dieses Satzes gab Pascal, 
Acc. dei Lincei, Rendic. (4) 4 (1888) 119, Memorie (4) 5 
(1888) 375. 

Clebsch hat gezeigt, daB die allgemeinsten terniren Systeme 
sich auf solche Grundformen zuriickfiihren lassen, die nur zwei 
Reihen kontragredienter Variablen x,, %,, 7, und ,, U,, U3 ent- 
halten. Eine derartige Form stellt nach Clebschs Ausdruck, 
gleich Null gesetzt, einen Konnex dar, und in diesen allgemeinsten 
Gebilden wollte Clebsch den AbschluB der algebraischen ebenen 
Geometrie erblicken (Gdtt. Nachr. 1872, 8.429, Math. Ann. 6, 
1873, S. 205. Man vgl. die Darstellung bei Clebsch-Linde- 
mann, 1. Bd. 7. Abt.). 

Eine Ternirform 148t sich im Gegensatz zu einer Binar- 
form im allgemeinen nicht in Linearfaktoren zerlegen. Die 


‘\ 
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Bedingungen, unter denen dies eintritt, haben untersucht Brill, | 
Gott. Nachr. 1893, 757, Math. Ver. & (1897) 52, Math. Ann. 50 
(1898) 157, Gordan, ebenda 45 (1894) 410. 

Von groBer Bedeutung fiir die Theorie der terniren Formen 
ist das Clebschsche Ubertragungsprinzip, welches dazu dient, 
aus bekannten bin’ren Komitanten spezielle invariante Bildungen 
eines Systems ternirer Formen abzuleiten. Dies Prinzip hat, 
auf einem Gedanken von Hesse (Journ. f. Math. 66 (1866) 15, 
Ges. Abhdlgn. S. 531) fuBend, Clebsch im Journ. f. Math. 59 
(1861) 1 aufgestellt. Vgl. auch Gundelfinger, Math. Ann. 6 
(1873) 16. 


Man reduziert hierbei eine Ternirform, indem man in ihr — 


a, = ky; + hye; (@=1, 2, 3) 
setzt und dann k,,k, als Variable ansieht. So wird 
a ky fy, + lig, = hy py + he Pg = Mer 


und wenn man diese Gleichung symbolisch in die mn Potenz 
erhebt, — 


f, fe" be Q;'- 
Analog nehmen wir g,"=w,",... an und lassen nachher 
c's Gey +++ einerseits und g,”, ,”,... anderseits zusammen- 
fallen. Nun wird “ 


(Ph) = Pits — Gey = fy9, — FG, = (fgu) (mach IV). 


Eine Komitante der Binarform g,” setzt sich aber aus sym- 
bolischen Faktoren vom Typus (py) und y, zusammen. Wenn 
man dann fiir diese Faktoren die gefundenen Werte (fgw) und f, 
einsetzt, ergibt sich eine Komitante der Ternarform f = f,”. 
So findet man die folgende formale Vorschrift, um aus dem 
symbolischen Ausdrucke einer Komitante einer Binirform eine 
Komitante (im allgemeinen eine Divariante) einer Ternirform 
gleicher Ordnung abzuleiten: 

Man deute die symbolischen Faktoren f,, in jenem Ausdrucke 
auf drei Variable und hinge den Faktoren (fg) ein Symbol u 
an, so daB sie aus zweireihigen Determinanten zu dreireihigen 
Determinanten (fgu) werden. Der entstehende Ausdruck ist eine 
Divariante der Terniirform f, die aus der Binirform entsteht, 
indem man in ihrem symbolischen Ausdrucke f,” das f, statt 
auf zwei auf drei Variable deutet. 

‘Wir gehen nun zur Betrachtung der einfachsten Ternir- 
formen tiber. 


§ 7. Besondere ternire Systeme. 4ll 


a. § 7. Besondere ternire Systeme. 


Eine qguadratische Terndrform 


; f= D4, 2,0, (i, =1, 2, 8) 
hat zwei invariante Bildungen: eine Invariante 


rs | 
Ay, Ug Ns 
D = 6 | a, Aggy Ag 
Gg, Ago Ags 
und eine Kontravariante 
é yy Ayg Ay3 Uy 
| a a Aga U 
pa _1| 1 2 M3 % 
2 
| ae As; Ago Ogg Uz 


Uy Ug Us O 
die wir, als quadratische Form der kontragredienten Variablen , 


schreiben wollen: 
F=S2,,u,u, (4 = 1,2, 3). 


UK es one) 
Ist nun eine zweite quadratische Form der x 
/ 7 
fh =D 4j, 0,4; (6,4 = 1,2, 3} 


-gegeben, so erhalten wir auch fiir sie eine Invariante D’ und 
eine Kontravariante: 


¢ {i 
BF’ = Sanju; G, 7 = 1, 9,3): 
Der Aronholdsche ProzeB liefert dann zwei simultane Invarianten 
beider Formen: 


oD , : => oD’ 
= 0a, Wes ; he Ga,, a; 
und eine simultane (wiederum quadratische) Kontravariante: 


>) OF oF’ 
le a a, — Ue, Se G; 5. 
aj aj 


Man erhilt weiter zwei (bilineare) Divarianten 


Cel OFS OF - OF of’ OL Of 
wes ers On, oF OU, OX, a OU, cat 
gy 1 OE OF OF of , OF Of) 
Re ANO UO Es OU Ow, OU, OF)” 
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und aus diesen zwei neue Divarianten 


Of ORs ae | of o®" 
Ou, OX, et CL, Ox; Mi 

a | OF OB eA Oh Oe 
Ome | oe, om |) al oe oe, 
of 28 | | af OB 
Cte Orie. oi | 07, Ox, * 


ay 


Lio Fk : 
Ersetzt man in 8 x, durch Pat so erhé} .aan dasselbe, 


a 


: ; ; 1 a 
wie wenn man in 8 2, durch Gu; ersetzt (@=1,2,3). Man 


bekommt so eine Kontravariante % dritter Klasse, die das Eigen- 
tiimliche hat, daB sie in drei Linearfaktoren zerfallt. 
Wir finden weiter zwei Divarianten: 


af af ar Or | 
GLP OL eS OU, — Oy 
Bh Cf ee Pee aS BOS pigee 
iit Ck, OX, aye ees Ou, Ou, “2 
af of oF oF 
One 6a. ne Cu, CU, 


Wir kénnen nun von F, F’ ausgehend dieselben Bildungen 
wiederholen, die wir fiir f, f° aufgestellt haben. An die Stelle der 
ae iae orton A; 55 a; ; . treten dane die «, i) aw. ij) an die Stelle der x 
die « und umgekehrt. Die den D, Ds entsprechenden Invari- 
anten werden Mane bis auf einen Zablfaktor deren Quadraten 
D? und D” gleich. Die den F, F’ korrespondierenden Kontra- 
varianten f, {’ werden bis auf einen Zahlfaktor die Formen Df, D’f’, 
die 8, 8’ reproduzieren sich, gp, © gehen ineinander iiber, an 
die Stelle von If tritt: 


Ofoe 
h = aS Sent Se 
C&; 5 ay 


ij) 


also eine quadratische simultane Kovariante der Urformen, und 

an die Stellen von ©, ©’ treten zwei Divarianten ®, ®’. 
Anstatt der Kontravariante $$ erhalt man, indem man in ’ 

wu, durch se oder in 8 wu, durch roe ersetzt, eine Kovari- 


a 


ante II, die ehontatte in drei Lineartaitoren zerfallt. Nennt 


man ine Linearfaktoren az, b,,¢,, und die von B w,, Uy U 


so wird bis auf einen Zahlfaktor: " 
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2 "B= (bon) - (can) (abu), 

TI = (Bya) - (yan) + (aBz), 

gleichzeitig werden f, f’ von der Form: 
f=la,+mb2+ ne,’, f =a, + mb? + n'e?, 
id F, F’ von der Form: - 

. F=iu72+ wu, + vu?, Fo = du + wus? + vu. 


Das System zweier quadratischer Terndérformen haben be- 
handelt Rosanes, Math. Ann. 6 (1873) 264, Gordan, Math. 
Ann. 19 (1882) 529, Perrin, Bull. de la Soc. math. de France 
‘AS (1890) 1, Gerbaldi, Annali di mat. (2) 17 (1890) 161. 
. Das System dreier quadratischer Terndérformen haben unter- 
sucht Gundelfinger, Journ. f. Math. 80 (1875) 141, Ciam- 
berlini, Giorn. di mat. 24 (1886) 141, Mertens, Wien. Sitzwngs- 
ber. 93 (1886) 62, 99 (1890) 367, Gerbaldi, Giorn. di Mat. 
27% (1889) 33, Torino Atti 25 (1890) 390, Fischer u. Mumelter, 
Monatsh. f. Math. 8 (1897) 97. Uker die Resultante dreier 
quadratischen Ternirformen vgl. noch Sylvester, Cambr. Dubl. 
Math. J. 8 (1853) 256, Werke 1 411, Cayley, Journ. f. Math. 
57 (1860) 139, Papers 4, 349, Gordan, Journ. de math. (5) 
3 (1897) 97. 

Die kubische Terndrform ist zuerst von Hesse bei seinen 
Untersuchungen iiber die Kurven dritter Ordnung (Journ. f. Math. 
28, 68, 97, 36, 143, 38, 241, 41, 285, Werke 89, 123, 155, 
193, 219) behandelt und das System ihrer invarianten Bildungen 
ist sodann von Aronhold in einer klassischen Arbeit (Journ. f. 
Math. 55 (1858) 93) so gut wie vollstindig entwickelt worden. 
Es ist interessant, mit dieser Abhandlung die vollentwickelte 
Symbolik in den gewisserma8en abschlieSenden Arbeiten von 
Clebsch und Gordan tiber denselben Gegenstand, Math. Ann. 
1 (1869) 57, 6 (1873) 436, zu vergleichen. Man sehe auch 
Gundelfinger, Math. Ann. 4 (1871) 144, 8 (1875) 136, 
Harnack, Math. Ann. 9 (1876) 218 und weiter Thomae, 
Leipz. Ber. 61 (1899) 317, Gordan, Am. Math. Soc. Trans. 1 
(1900) 9, White, ebenda 1 (1900) 170, endlich in betreff des 
algebraischen Problems, das sich an die Wendepunkte der ebenen 
Kurye dritter Ordnung kniipft, Clebsch, Journ. f. Math. 58 
(1861) 229, Math. Ann. 2 (1870) 382, Gundelfinger, Math. 
Ann. 5 (1872) 442. 
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Wir schreiben eine kubische Terndrform: 


tae 


f= Day 5, 2,454, (i, 5 k = 1, 2, 8) 
tae JEP, 


und setzen symbolisch: 

fe Ty Gig gt Mee ae Fg a 
Die Form hat dann zunichst zwei unabhaéngige Invarianten: 
(a) S = (fgh) (fgk) (fhk) (ghk), 

1 = (foW)*(f'9'R) (PW a) (OWT) (1 9'R’) 
2 8 

Aus diesen leitet man eine absolute Invariante = ab und 
die Diskriminante 


es, pte Ses 
D=T s>° 


Indem man die Linearform k, durch wu; ersetzt, leitet man 
aus der Invariante S die Kontravariante ab: 


=“ 


(b) x = (fyh) (fgu) (fhu) (ghu), 
und, indem man i,’ durch u, ersetzt, aus. T: 
(b’) T = (fgh)*(f’9'h) (Fu) (f’ gu) (f’9'u). 


Nicht symbolisch ist: 


; hence OO Pe 
)) tye 
T=4 Oa,,, 60d ke 


Die Hessesche Kovariante ’ 
(c) ‘Shee (f: g h) > be Ine 


ist wie die Urform von der dritten Ordnung. Ist S=0, so 


zerfallt HH in drei Linearfaktoren. Wenn Z'= 0 ist, wird die 
Hessesche Kovariante von H bis auf einen Zahlfaktor wieder 
die Urform f. Nicht symbolisch ist, wenn 


hi= 02.02. 


+ 


Se) 


gesetzt wird, 
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:~ eer : 
(c’) H = 6! fy, fos fos 
4 fs: fs2 tse 
Wir nehmen 
(c’”) H= ms i 5 5 5 He 
a Jd 


Das Clebschsche Ubertragungsprinzip liefert aus der qua- 
dratischen Kovariante einer kubischen Binarform die folgende 
Divariante der kubischen Ternirform: 


3 (a) @ = (f9%) £9.45 
die man auf nichtsymbolischem Wege in folgender Weise 
—gewinnt: . 
fa fia his Uy 
(a) O==—= 9 for fos fos Us 
fs1 /39 [33 Us 
Wy Ug Ue 0) 


Setzt man nun weiter 


welche GréBen die x nicht mehr enthalten, so bekommt man 
eine neue Kontravariante (6. Klasse) 

| Oy Ao O13 my 
(e’) ire el Oo, Oyo Qos Us 

| Os; Os» Oss Os 

| UW, Uy Us O 


die in symbolischer Darstellung lautet: 


(e) F = (fgu)? (hku)? (fhu) (gku). 

Aus © 14Bt sich die Invariante S in folgender Weise ableiten: 
a O5O2 

(2’) eS tars, Ox, ar Ou, 0 a,,02, 0U,0%, 


Wir wenden nun den Aronholdschen ProzeB in der Weise 
an, daB wir ihn auf die Koeffizienten der Urform f und der 
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Hesseschen Kovariante H -beziehen. Wir definieren ihn also _ 


dadurch,’ daB au 
00 = 
Dae 


gesetzt wird. Dieser Definition nach ist 


(f) of = A. 
Umgekehrt wird 

(f’) ,H=48-f 

und weiter 

(g) dE = 3T, dT =§S-E. 
(h) w= 4T, a See Pe gel 
Es geht also 7 aus S hervor wie folgt: 

(h’) Tat eo re 


Die Diskriminante D 14Bt sich durch die Koeffizienten der 
Urform f und ihrer Hesseschen Form H unsymbolisch in sehr 
tibersichtlicher Weise darstellen. Es wird: 

A111 %oq %33 %23 %131 F112 
M914 Agee M233 F223 4231 Aerie 
M311 A329 4333 A323 331 -A319 | 
Biti Pige F133 Oi23 Pys1 Pirie 


Bors Doos bass boos Dgs1 Oe 


Deis D323 Osss Osos Dss4 Bsis 


Die Formeln (c’) (d’) (e’) (a’) (h’) (b”) bezeichnen den Weg, 
den man zu gehen hat, um die Kombinanten ohne Zuhilfenahme 
der Aronholdschen Symbolik zu gewinnen. 

Wir vereinigen nun die Form f und ihre Hessesche H 
zu der Form 


fa = *f + 4H. 


Alle Formen, die wir so erhalten, bilden das syzygetische F'ormen- 
biischel von f. 

Wir suchen die Komitanten der Form f,, auszudriicken 
durch die Komitanten von f und die Parameter x,4. Zu dem 
Zwecke fiihren wir zunichst die folgenden Formen von x, A ein: 
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G,, = 0 —S¥?V—47TxnB — 5S*i, 

Ly = Sw? + 27x, +4872, 

M,, = «8 +48ui2 4+ 372, 

No = 3K 1— $8), 

zwischen denen die identische Beziehung besteht 


Gy, + rds Dror —— xM,, — 4SiN,,. 


Dann werden die Invarianten von /,, 


Sa = + (2 M,,; 3 Sk il; 
i OG, OSya oe et | 
a COM One Oke Ot le 
und die Diskriminante 
= D,, = D - Gy. 


Die Hessesche Kovariante wird 


Bp => (Gua — 2 OG, f), 


und wir finden die Kontravarianten 


Bet tN, : 
ere 5 (2 Ori. OG eR » et), 


Gh OL COR On 


Besonders ausgezeichnet ist die biquadratische Form G,,,. 
Wir finden ihre Invarianten: 


,=0, j,——$D. 


Gleichzeitig wird die res der quadratischen Form L,, 
gleich — 2D. 
Die Hessesche Kovariante von G,, ist 


eer em 4 Sy ’ 
ihre Kovariante sechster Ordnung: 


f= 17, 
Pascal, Repertorium. I. 2. aa: 27 
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Uber die biquadratische Terndrform vgl. die Monographie 
von Pascal, Napoli Atti (2) 12 (1905) No. 13, woselbst auch 
die weitere Literatur angegeben ist. 

Uber quaterndre Formen vg). man Mattens, Wiener Sitzungs- 
ber. 98 (1889) 691. 

Zuletzt wollen wir die kanonische Darstellung der Terndr- 
formen an zwei Beispielen erértern. 

Als die kanonische Darstellung einer kubischen Ternirform 
wird gewohnlich die von Hesse (Journ. f. Math. 28 (1844) 68, 
Werke S. 115) herrtihrende Gestalt angesehen: 


f= X,>+ X,?+ X,° + 64X, X, X,. 
Die Invarianten der Form sind dann 
S= 24k(ke — 1), T = 6(8k® + 20k — 1), 
und die Diskriminante wird 
D = 36(1 + 8F*)*. 
Die Hessesche Kovariante lautet 
A = — 6[k?(X,3+ X,°+ X,°) — (1+ 2h*)X, X, X,], 
ferner wird in den kontragredienten Variabeln u,, Ug, Us 
= — 6[k(U,2+ U,? + U,”) + (1 — 4h) U, Uy Ug), 
T = 2(1045 — 1) (U,° + U,° + U,?) + 4h (445 + 5) U, U,U,. 
Um k zu bestimmen, setzt man 
Ga= OR 
dann ist x eine Wurzel der Gleichung vierten Grades: 
a* — So? — 47x — 5S? =0, 


und zwar ergibt sich 


e=+Va(o+ 6D) + Viet -V6D) +Vi(s + Ved), 


wenn ¢ eine primitive dritte Hinheitswurzel bedeutet. Die Trans- | 


formation auf die kanonische Form wird darauf gefunden aus 
der Identitit 


6(1 + 8k) X,X,X, = H+ 6hF, : 


aus dieser folgt, daB X,, X,, X, den drei Linearfaktoren, in | 
welche H + 6k?f zerfallt, neopertional sind. 
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Far S = 0 1é8t sich die kubische Form f auf die Summe 
" dreier Kuben 
f= Xe ia x => Xs 


reduzieren. Wenn S =+ 0, ist diese Darstellung unméglich, wohl 
aber 18Bt sich die Form auf unendlich viele Arten als Summe 
von vier Kuben darstellen. 

Eine Ternarform vierter Ordnung, die wir in ihrer allge- 
meinen Gestalt schreiben: 


f= BBR Raise t L5H, Ky (4, J, ky t = 1, 2, 8) 


- 148t sich auf die Summe der vierten Potenzen von fiinf Linear- 
- formen zurickfiihren, wenn die folgende Invariante verschwindet: 


111 4122 M133 A123 %181 441119 
| 49911 [9992 %2933 eae3 e231 Aeaig 
M3311 Asge9 % 3333 3323 %s331 3312 


M3311 309 e333 A323 %331 eg12 


3111 gie9 %3333 %gie3  %3131 3119 


1911 1299 %12933 F203 1231 A212 


Ist B+ 0, so ist die Form nur auf die Summe von sechs 
vierten Potenzen zuriickfiihrbar. Man kann ihr aber auch die 
Gestalt geben: 


f= p (a4, ay”, ts") + 4 %_%y HX, , 


wo g eine quadratische Form der dahinterstehenden Argumente 
und #, eine Linearform bedeutet. Nur in besonderen pete Le 
sich f auf eine quadratische Form g der Quadrate 2,7, x,”, 2," 
reduzieren. 

Die Ternairform f vierter Ordnung besitzt eine ausgezeich- 
nete Kovariante vierter Ordnung S, die Clebsch entdeckt und 
studiert hat, Journ. f. Math. 67 (1867) 360. Ist f auf eine 

lineare Verbindung 


der vierten Potenzen von fiinf Linearformen x, zuriickfihrbar, 
so wird S von der Form: 
27* 


s t 
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5 

Lie 
S = 1, Wy Uy Ly Ly > — 
Eo ‘ 


Ist f = »(a,*, 22”, 43”), so wird S von der gleichen Form 
S = p(a,", v2”, a”). S fallt nur dann mit f bis auf einen kon- 
stanten Faktor zusammen, wenn f ein vollstiindiges Quadrat oder 
von der Gestalt 


LAS. 3 aes 
f = Uy" xq + HQ" Xs + 13°, 


ist. Diese besondere Form, die durch eine Gruppe von 168 
linearen Transformationen in sich tibergeht (vgl. S. 242), ist 
von Klein, Math. Ann. 14 (1879) 437ff., Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen I, 8. 701 ff., und von Gordan, Math. Ann. 17 
(1880) 217, 359, 20 (1882) 487, behandelt worden. 
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Kapitel VI. 


Reihen, Produkte, Kettenbriiche. 
Von Paul Epstein in StraBburg. 


§ 1. Endliche Reihen. 
Eine nach irgendeiner Vorschrift gebildete Folge von Zahlen 


Mya ttl Uae go Us < e 

heiBt eine Reihe. Die Reihe heiBt endlich, wenn ein letztes 

~Glied wu, existiert, im andern Fall hat man eine wmendliche 
Reihe. 

Unter den endlichen Reihen sind die arithmetischen und 
geometrischen Reihen besonders hervorzuheben. 

I. Eine arithmetische Reihen k*” Ordnung liegt vor, wenn 
die Glieder der k*" Differenzenreihe konstant und nicht null sind 
(vgl. Differenzenrechnung § 1). 

Das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe 1. Ordnung 
ist also 

uy=atud. — ¥=0,1,2,...0—1, 

Die Summe einer arithmetischen Reihe 1. Ordnung von 
n Gliedern ist gleich dem Produkt der Gliederzahl mit dem arith- 

_metischen Mittel des Anfangs- und Endglieds (Diophant). 

Das allgemeine Glied %, einer arithmetischen Reihe k'*” Ord- 
nung ist eine ganze rationale Funktion k*" Grades von v und 
jede Reihe mit dem allgemeimen Glied 


U= C+ gvtoev+t---+ar 912... 


ist eime arithmetische Reihe k* Ordnung (de Lagny, Hist. de 


Vacad, d. sc. (1722) 281). 
Anstatt der Potenzen von v fiihrt man zweckmiaBig die 


Binomialkoeffizienten ein und hat 


Q)  u—ata({)+a(3) +--+ a(;). 
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Darin sind a), a,, d,,,,. die Anfangsglieder der 0*", 1%", 
ain. . Differenzenreihe (a) = up). 

Die Summe der n ersten Glieder der arith.retischen Rethe 
k*" Ordnung ist 


n 


(2) nay + (3) a+(5) at: + (53) 


Die Formeln (1) und (2) sind von Jac. Bernoulli (1654 
bis 1705) in der Ars conjectandi (1713) 98, (Ostwalds 
Klassiker Nr. 107) gegeben. Ihrem Inhalt nach waren sie schon 
Newton (Principia III’, Lemma V) bekannt, vgl. auch Leibniz, 
Math. Schriften 1, 27, herausg. von Gerhardt (Brief an Olden- 
burg vom 3. 2. 1673). 

Zu den wichtigsten arithmetischen Reihen héherer Ordnung 
gehéren die Potenzswmmen der n ersten natiirlichen Zahlen. Ist 


S,(n) = 1+ 2+ 3'4.-.-+n', 8,(n) =n, 
so bestehen die Rekursionsformeln: 
(m+ tyetar$ (PT) 8,0) + (PF) a) +> 
, +(*F*)s,(n) + 5(n). 
Omntts—_ (PH) 8,(n) + (°S ') Sa) ++ 


+ (= 1}#*8,(n). 


Allgemein stellt sich §,(m) mit Hilfe der Bernoullischen 
Zahlen 
Lie 1 1 1 


Pea 
By =i B,=F) Be=— > Be=q) B= — 3% 
B, = B= B, =:::=0 


eee 


dar (vgl. Differenzenrechnung § 3), nimlich 


nt +t 
S,(n) = pears Bn + Ss (ja + ss (3)nt- 
+2 (F) wb 
oder symbolisch 


Bi(n) =e 


k+1 
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_ Bis S,,(m) sind die Potenzsummen bereits von Faulhaber 
(um 1612) berechnet worden. Die ersten von ihnen sind 


SOs 


4 


S, (n) _ nn a + 1) 


S3(n) = sa ee ae 


S,(”) = ann + 1)(2n + 1)(8n? + 3n — 1) 
S;(”) = n(n + 1)%(2n? + 2n — 1) 
S,(n) = nln + 1)(2n + 1)(8nt + 6n3—38n+41) 


S,(n) = ain(n + 1)?(3n*+ 6n? — n?— 4n 4 2). 


4 Zwischen diesen Summen bestehen mannigfache Relationen, 
- von denen auBer der schon im 11. Jahrhundert den Arabern be- 
_ kannten S,(m) = S,(m)? nur die Jacobische 
: S;(n) + S5(m) = 28, (m)*. 
erwihnt sei. Lampe (Journ. f. Math. 84, 270 (1878)), vgl. 
Lucas, Théorie des nombres, p. 224, Bachmann, Niedere Zahlen- 
theorie 2, 17 (1910). 
Andere arithmetische Reihen sind: 
Die Reihen der Potenzen der ungraden Zahlen: 


143 4+54+7+---(Q2n—1) =n? 
124394 524 7?4.---(2n—1) eee ys, aes ') 
1+ 33+ 584 73+ ..-(2n—1)® = n?(2n? — 1). 
Allgemein: 
1#+ 344 544. ...+4 (2n —1)* = 8,(2n) — 2*S,(n). 
Die Polygonalzahlen bilden arithmetische Reihen 2. Ord- 


nung, die Pyramidalzahlen solche 3. Ordnung (vgl. Kombinatorik 
S. 49). Die Summe der Dreieckszahlen ist 


n(m+1) __ n(n+1)(n+2) 
1+3+4+6+10415+---+~S"=—— =," 


die n® Tetraederzahl. 
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II. Bei einer geometrischen Reihe haben je zwei aufeinander- _ 


folgende Glieder ein konstantes Verhdltnis. ine solche Reihe 
von  Gliedern ist allgemein / 


atag+ag?+---+ag't= al. 


§ 2. Unendliche Reihen. 
Bei einer unendlichen Reihe 
Uy, Ug, Ugy-- 
bilde man die Swmme der n ersten Glieder 
8, = Uy My t Ug ts + uy, 


und untersuche den Grenzwert von s, fir » = oo. Wenn ein 
solcher existiert und endlich ist, so heiBt die Reihe konvergent 
und lims, = s heiBt die Swmme der Reihe; man schreibt 


S$ = Uy + Uy + Ug +s: 


Ist aber lims, = -+ oo, so ist die Reihe divergent, und 
wenn kein Grenzwert existiert, also obere und untere Grenze 
von s, verschieden sind, so sagt man, die Reihe ist wnbestimmt 
oder oszilliert. : 

Eine Reihe mit komplexen Gliedern ist konvergent, wenn 
die aus den reellen und die aus den imaginéren Bestandteilen 
gebildete Reihe konvergiert. 

Eine Reihe >’ u, ist immer konvergent, wenn die Reihe 

|u, | der absoluten Werte ihrer Glieder konvergiert. In 
diesem Fall heiBt die Reihe absolut konvergent; sie konvergiert 
bei jeder beliebigen Anordnung ihrer Glieder wnd zwar stets 
gegen dieselbe Summe. Deshalb nennt man eine derartige Reihe 
auch unbedingt konvergent. 

Eine Reihe mit komplexen Gliedern ist absolut konvergent, 
wenn die beiden aus den reellen und aus den imaginiren Teilen 
gebildeten Reihen absolut konvergieren. 


Es kann aber auch eine Reihe _ u,, konvergieren, wahrend 
die Reihe der absoluten Werte —>| u, | divergiert; in diesem 
Falle heift die urspriingliche Reihe einfach konvergent, und ihre 
Summe hingt wesentlich von der Anordnung der Glieder ab. 


Bei einer solchen Reihe mit reellen Gliedern kann man durch ge- | 


eignete Umstellung jeden beliebigen Wert erreichen. Deshalb nennt 
man eine derartige Reihe auch bedingt konvergent. Cauchy, 


ee 2 
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Résumé anal. (1833), 57; Dirichlet, Berl. Abk. (1837), 48, 
Werke 1, 318; Riemann, Werke, 8. 235; Schlémilch, Z f. 
Math. 18, 520 (1873), Pringsheim, Math. Ann, 23, 455 (1883). 

Hines der bekanntesten Beispielé einer bedingt konvergenten 
Reihe ist die Reihe 1—> + — +--+. Bei dieser Anord- 
nung der Glieder ist ihre Summe In 2; lift man aber auf je 
-m positive Glieder m negative folgen, so ist die Summe In2 


43 In (=). Es ist also z. B. (m=1, n= 4): 


2 aS 


Das notwendige wnd hinreichende Kriterium fiir die Kon- 
vergenz eimer Reihe ist von Bolzano (ltein analytischer Beweis 
des Lehrsatzes usw. 1817; Ostwalds Klassiker Nr. 153) ge- 
geben worden, nimlich: 

Die Rethe uw, + Uy -+ uz +--+: ist konvergent, wenn fiir 
_himreichend groBe Werte von n der absolute Wert der Differenz 


| Srp Sn | a |p 44 ma PR tes ra Ng =a EP | 


fiir jede natiirliche Zahl p beliebig klein wird (vgl. S. 13). 

Dieses Kriterium ist aber nur in wenigen Fallen wirklich 
anwendbar; man hat deshalb bequemer zu handhabende Kriterien 
aufgestellt, mit denen man in den meisten Fallen auskommt. 

Wir erwihnen zunichst den einfachen Satz: 

Wenn die Glieder einer Reihe abwechselnd positiv und 
negativ sind, ihrem absoluten Wert nach abnehmen und der Null 
gustreben, so konvergiert die Reihe (Leibniz wm 1674, Schriften 5, 
112, Brief an Joh. Bernoulli vom 10. 1. 1714). 

Im folgenden ist, wo nichts anderes bemerkt, von Reihen 
mit reellen positiven Gliedern die Rede. 

Die Grundlage der meisten Kriterien bildet das Prinzip der 
Reihenvergleichung, indem man nimlich die vorgelegte Reihe 
Glied fiir Glied mit einer bereits als konvergent oder divergent 
erkannten Reihe mit reellen positiven Gliedern (Majorantc) ver- 
gleicht. 

Am hiaufigsten werden als Vergleichsreihen benutzt: 

Die unendliche geometrische Reihe 1+ q+ q°7+-:-. Sie 


s 1 3 
konvergiert, wenn |q|< 1, und ihre Summe ist dann 73 sie 


divergiert, wenn |q| > 1. 
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Die Reihen 1 + he + Ee + a +--+. Sie konvergieren, wenn — 
Cra Nua aby! ¢ 


p>1, divergieren, wenn p <1 ist (Waring, Meditat. analyt. 
1781). 

Die gebrauchlichsten Kriterien enthalten Ausdriicke, in 
denen entweder nur das allgemeine Glied u, (Kriterien erster 


Art) oder das Verhiltnis “*+1 yon zwei aufeinanderfolgenden 


U, 
_ Gliedern (Kriterien zweiter Art) vorkommt (Du Bois-Reymond, 
J. f. Math. 76, 61 (1873)).. 

i 
dy, : 
ten bzw. konvergenten Reihe, ferner (a,) eine ganz belfebige 
positive Zahlenfolge, so sind die Hauptformen der Kriterien 
1. und 2. Art fir die Divergenz und Konvergenz der Reihe 
Dv, nach Pringsheim, Math. Ann. 35, 297 (1890), En- 
eykl. 1, 84: 


Es sei bzw. a das allgemeine Glied einer divergen- 


Kriterien 1. Art:*) lim d,u, > 0 Divergenz. 
Tim np Un << © Konvergenz. 
Kritericn 2. Art: lim (4, cae d,, a) <0 Divergenz. 
Un +1 
lim (<, Se — 4, i) >0O Konvergenz. 


Das letzte Kriterlum wurde bereits von Kummer, J. f. 
Math. 18, 171 (1835), fiir den speziellen Fall a, =m von 
Raabe, J. f. Math 11, 309 (1834), angegeben und zur Trans- 
formation einer Reihe in eine stérker konvergierende benutzt 
(Kummer, J. f Math. 16, 206 (1837)); vgl. Catalan, Mem. 
Belg. cour. 33, (1865). Durch geeignete Wahl der a,, c,, d, 
kann man Skalen von immer wirksameren Kriterien bilden, unter 
denen die bekanntesten anderweitig aufgestellten Kriterien ent- 
halten sind. Von diesen nennen wir: 

Cauchys Kriterium 1. Art (Anal. algebr. (1821) 133): 


lim Vu, > 1 Divergenz. lim Vu, <1 Konvergenz. 
Cauchys Kriterium 2. Art (ebda., jedoch bereits bei Waring, 
Meditat. analyt. (1781)): 


1) lim bedeutet den oberen, lim den unteren Grenzwert. 
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sa lim “+ >1 Divergene, lim "+4 <1 Konvergenz. 
n Un 
Zu den Kriterien 1. Art nee auch das Integralkriterium | 
von Cauchy, Anc. Exerc. 2, 221, (1827): Ist f(x) eine von. 
emem bestimmten Wert x =a ab positive, monoton. bis zu null 
(fir 2% = 00) abnehmende Funktion, so konvergiert oder diver- 


giert die Reihe > f(n), je nachdem das Integral oh f(~)dx einen 


z a : 
Sinn hat oder nicht (vgl. Hurwitz, Math. Ann. 44, 83 (1894), 
Pringsheim, Chicago Math. Congr. Papers (1893) 328). 

; Die den oben angefiihrten Hauptformen entsprechenden 
Kriterien fir Reihen mit komplexen Gliedern hat Pringsheim, 
Arch. d. Math. u. Phys. (3) 4,1 (1903) gegeben. Es sei dartiber 
der Satz mitgeteilt: 


Luft sich bei einer Reihe = eine Entwicklung 
Bore tae 
Ung 4-4 


ansetzen, wobei a=a-+ iB eime ee von n unabhdngige 
Zahl, r(n) eine mit wachsendem n endlich bleibende Gripe be- 
deutet, so ist die Reihe unbedingt konvergent fir a>1, 
divergent fir «<1 (GauB, Werke 3,139; WeierstraB, 
Werke 1, 185). Die Reihe S(—1)*u, ist fir a>1 unbe- 
dingt, fir O<a<1 bedingt konvergent und fir « <0 divergent. 

Die folgenden Sitze gestatten, aus dem Verhalten einer 
oder mehrerer Reihen auf das Verhalten einer neu zu bildenden 
Reihe zu schlieBen: 

1. Ist 5, =u, + +:+:+4,, 80 konvergieren oder diver- 


gieren eu gleicher Zeit die Reihen Su, und >S 
Ist a", divergent, so konvergiert fir jedes a >O die 
Reihe Ses Vol. Abel, J. f, Math. 3, 81 (1828), Giwvres 2, 


Seve 
198; Dini, Ann. Univ. Tose. 9, 49 (1867). 
2. Sind ay, Ag, As . _ positive, mit Se nm nicht gu- 


nehmende GroBen und mae = 0 und bleibt >, fiir jedes t 
unter emer endlichen hate so konverqgiert die Reihe a,b a,,0,: 
t 
3. Ist Sa, absolut konvergent und re > },, | fur jedes 
a 7 


+ 
\ 
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t unter einer endlichen Schranke, so ist die Reihe a,b, ab- 


solut konvergent. 


4. Ist S'b, konvergent wd J (a,,,—4,) absolut kon- 
 vergent, so konvergiert die Reihe a,b, (Dedekind im — 


Dirichlets Vorl. éb. Zahlenth., 4. Aufl, 376, Hadamard, 
Acta math. 27, 178 (1903)). 
Die Beweise der letzten Satze beruhen auf der von Abel, 
J. f. Math. 1, 314 (1826) angegebenen ypartiellen Summation: 
t 


t-1 
> a,b, = > (bp — Ger )8p tt SE, Cn=ritbatetOn 
1 


1 


Uber das Rechnen mit Reihen gelten folgende Siatze: 


1. Sind die Reihen >, und ?, gegeben, so heiBt — 


> (u,+%,) die Summe und (u,v, + Ug _1+-°* + %q%) 
das Produkt der beiden Reihen. 

2. Die Summe von zwei konvergenten Reilien ist ee kon- 
vergente Rcihe, deren Wert gleich der Summe der Werte der 
gegebenen Reihen ist. 

3. Das Produkt von zwei konvergenten Reihen konvergiert, 
sobald eine der [eihen absolut konvergiert, und sem Wert ist 
gleich dem Produkt der Werte der beiden gegebenen Reihen 
(Mertens, J. f. Math. 79, 182 (1875), Jensen, Nowe. Corr. 
math. (1879) 430). 

4. Die Summe und das Produkt von zwei unbedingt kon- 


vergenten Reihen ist unbedingt konvergent (Cauc ch y, Cours 


@analyse). 

Sind beide Reihen bcdingt konvergent, so kann die Produkt- 
reihe divergieren, stets aber existiert ein Grenzwert fiir das 
Verhiltnis * eae ee und er ist gleich dem Produkt der 
Werte der beiden gegebenen Reihen (Cesaro, Bull. d. sc. math. 
14, 114 (1890), Borel, Lee. s. l. sér. diverg. 88. Weitere 
Literaturangaben bei Landau, Rend. Circ. mat. Palermo 24, 
81 (1907)). 

Eine Reihe heiBt semikonvergent, wenn die Summen 


S, =U + Ug +:°: + 4, 


bis zu einem bestimmten Wert N von m einer gewissen ander- 
weitig definierten Zahl A immer niher kommen, fiir gréBere n 


sich aber immer weiter von A entfernen und schlieBlich un- — 
endlich groB werden. Diese Reihen sind also divergent, aber 
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sie verhalten sich bis zum N‘" Glied wie konvergente Reihen 
und sind in vielen Fallen zur numerischen Berechnung der 
GréBe A sehr geeignet. Man wird auf sie gefiihrt bei An- 

wendung der Huler-Maclaurinschen Summenformel (vel. 

Differenzenrechnung), bei Ermittlung von bestimmten Integralen 
(vgl. Riemann-Weber, Part. Differentialgl., Braunschweig 
1900, S. 58), bei Auflésung von linearen Differentiaiglei- 
itingen (vgl. Horn, Gewéhmnliche Differentialgl., Leipzig 1905, 
8. 188). In allen diesen Fallen ist A Funktion einer Ver- 
inderlichen x; dann sind die Glieder der Reihe ebenfalls Funk- 
tionen von x, und die Anwendbarkeit nimmt mit wachsendem 2 
m, d.h. die Zahl N der zu summierenden Reihenglieder ist 
von « abhingig, und die Differenz A —s, kann um so kléiner 
gemacht werden, je gréBer x ist. Deshalb dienen die semi- 
konvergenten Reihen vor allem dazu, um die Werte einer Funk- 
tion fiir sehr groBe x zu berechnen. Die Reihe hat dann ge- 


wohnlich die Form einer nach Potenzen von as fortschreitenden 
Potenzreihe, und nach Poincaré (Acta math. 8, Preity gece 
bezeichnet man eine divergente Entwicklung a, eee Se -+-- 


als asymptotische Darstellung einer Funktion F(a) , wenn fir 
jedes n 

‘ an 

lim z*| F(@)— (a, +“ +- L$ a <n) | =0 

rL=c0 a 
ist. Vgl. Borel, Leg. s. l. scéries divergentes 1901, p. 26. 

Divergente Reihen wurden von fast allen Mathematikern 

des 18. Jahrhunderts unbedenklich benutzt; vor allem hat Kuler 
von ihnen ausgedehnten Gebrauch in folgendem Sinn gemacht: 
Wenn sich eine Funktion F(a”) auf irgendeine Weise formal in 
eine Reihe von Funktionen 


re) = SA) 


entwickeln 1iB8t, und die Reihe fiir =a divergiert, so wird 

der Funktionswert F(a) als Summe der divergenten Reihe an- 

gesehen. So ist z. B. : 
1 


1—1+1-—14--- SNS ae gas cc 


Diese schon von Nik. Bernoulli, d’Alembert u. a. be- 
kimpfte Auffassung (vgl. Pringsheim, Enzykl. 1, 105) wurde 
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seit Abel und Cauchy vollstiindig verlassen, und man arbeitete © 
bis Ende des 19. Jahrhunderts nicht mehr mit divergenten 
Reihen. Erst in neuerer Zeit hat man mit Erfolg versucht, 
sie strenger Behandlung zuginglich zu machen. Den verschie- 
denen dabei vorgeschlagenen Methoden ist als leitender Gesichts-— 
punkt gemeinsam, daB man einer divergenten Reihe einen be- 
stimmten konvergenten ProzeB zuordnet. So ersetzen Laguerre 
(Bull. Soc. math. France 7, 72 (1878/79) und Stieltjes (Amn. 
fac. sc. Toulouse 8, (1894) und 9 (1895)) die divergenten 
Reihen durch Kettenbriiche und bestimmte Integrale, Padé 
(Ann. éc. norm. (3) 9, (1892) supplém., Acta math. 18, 97 (1894), 
Ann. éc. norm. (3) 19, 187 (1902)) ebenfalls nach dem Vorgang 
von Laguerre durch konvergente Folgen von rationalen Funk- 
tionen, die als N&herungsbriiche von Kettenbriichen aufgefaBt 
werden kénnen. Von gréSerer Tragweite sind die Methoden 
der Bildung von Mitieln, die auf einen Satz von Frobenius, 
J. f. Math. 89, 262 (1880) zuriickgehen: Ist a,+a,+--- 
+ a, = 8,, 80 ist 


sobald der Grenzwert auf der rechten Seite existiert und x wach- 
send den Grenzwert 1 erreicht.1) Es haben dann Cesaro, Bull. 
sc. math. 14, 114 (1890) und Hilder, Math. Ann. 20, 535 
(1882) Mittel hdherer Ordnung gebildet. Cesaro definiert 


3, = Spy + 8, Se ae Gai sof- 9 + aisle +s,@-» 


und bezeichnet die divergente Reihe _> a, als y-fach unbestimmt 


kt sn®) a2 
prem or: S firk=y 


existiert, fir k<y aber nicht. Hdlder bildet die Mittel 
0) storie ares ya tear en ED 
" Pips BS Panui) Sate nti — 
und der divergenten Reihe >a, wird als Summe der Grenz- 
wert lims,“)— § fir das kleinste k = y zugeordnet. Fiir die 


Grenzwerte von Ceskro und Hélder gilt der Satz (Knopp, 
Diss. Berlin (1907), Schnee, Math. Ann. 67, 110 (1909)), daB 


mit,der Summe S, wenn der Grenzwert lim 


1) Dieser Satz ist eine Veraillgemeinerung des Stetighkettssatzes 
von Abel (s. u. 8. 484). 
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die Existenz des einen zugleich die des anderen mit demselben 
_k=~y nach sich zieht und dann beide denselben Wert S haben. 
_Wichtige Anwendungen dieser Mittelwerte (bis zur 2. Ordnung) 
auf die Theorie der Fourierschen und Laplaceschen Reihen 
hat Fejér, Math. Ann. 58, 51 (1904) und ebda. 67, 76 (1909) 
gemacht. 
Auch die Theorie von Borel (zusammenfassende Dar- 
stellung in Legons s. 1. séries divergentes, Paris 1901) beruht 
_auf der Methode der Mittelwerte. Borel nennt eine Reihe 
Uy + Uy + Uy +--+ Summierbar und S ihre Summe, wenn der 


~ Grenzwert S = lim e~* > s a existiert. Er l4Bt sich dann 


Ny! 
aa Nn: 
t=00 =0 


durch das bestimmte Integral § = ef e~'u(t)dt ausdrticken, wo- 
, ; 


bei u(t) = te Uy = die zur Reihe _U, assoziierte ganze Funk- 


tion ist, Vein Voraussetzung zur Summierbarkeit dieser 
Reihe ist also die Konvergenz von u(t) fir jedes endliche ¢. 
Borel definiert weiter den Begriff der absolut summierbaren 
Reihen und zeigt, daB sie in bezug auf Vertauschbarkeit der 
Glieder, Addition, Multiplikation genau die Higenschaften der 
absolut konvergenten Reihen besitzen. Vgl. jedoch hierzu Hardy, 
Quart.. Journ. 35, 22 (1903). 


§ 3. Reihen von Funktionen. 


Sind die Glieder einer unendlichen Reihe Funktionen einer 
reellen Verinderlichen: 


(1) f(2) + fy(#) + fe(a) ++ °° 
und ist 
(2) s(x) = f(a) + fala) £--+ f(a), 


so heiBt die Reihe konvergent in einem Bereich a <x <b, wenn 
fiir jedes x dieses Bereiches eine Zahl N gefunden monion kann, 
so daB zu jedem beliebigen positiven «¢ fiir jedes n > N und 
jede natiirliche Zahl p: 
| 8a+n(a) — s(x) | <e- 
Der Wert von N hiangt von der GréBe « ab und wird im 
allgemeinen in verschiedenen Punkten a des Bereiches verschie- 
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den sein. Wenn aber ein endlicher von x unabhdngiger Wert 
_ der Zahl N gefunden werden kann, so heiBt die Reihe gleichmipig — 
konvergent in dem Bereich a<a<b. Stokes, Cambr. Trans. 8, 
533 (1817), Seidel, Mich. Abh. IL. Kl. 7, 381 (1848). (Ost- 
walds Klassiker Nr. 116.) 

GleichmiBige und absolute Konvergenz sind nicht immer 
miteinander verbunden, man kann aber durch geeignete Zu- 
sammenfassung der Glieder éine gleichméBig konvergierende 
Reihe auch absolut konvergent machen (Borel, Acta math. 24, 
355). Es gilt ferner der Satz: 

Eine Reihe von Funktionen konvergiert absolut und gleich- 
mapig, wenn die aus den oberen Grenzen der absoluten Betrdge 
der Glieder gebildete Rethe konvergiert (WeierstraB, Werke, 
2, 202). 

ye allen Stellen 2, wo die Reihe (1) konvergiert, definiert 
sie eine Funktion F(x) =lims,(«), Zur Stetigkeit von F(x) 


geniigt es nicht, da8 die Funktionen f,(z), f(x), ... stetig 
sind. Es besteht jedoch der Satz: 

Wenn eine Rrihe von stetigen Funktionen in einem Bereich 
a<x<b gleichmépig konvergiert, so ist die Summe der Reihe 
in dtesem Bereich eine stetige Funktion. 

Es ist aber die gleichm&Bige Konvergenz nicht notwendige 
Bedingung fiir die Stetigkeit der Reihensumme. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir wurde von Arzela gegeben 
(Mem. Acc. Bologna (5) 8, 131 (1900); Rend. Acc. Bologna 7, 
(1903)). Vgl. Borel, Legons s. 1. fonctions de var. réelles 
(1905), 41. 

Ihre wichtigste Anwendung finden die hier vorliegenden 
Reihen in der sogenannten Darstellung willkirlicher Funktionen, 
d. h, in dem Problem, eine gegebene Funktion durch eine Reihe 
darzustellen, die nach Funktionen von vorgeschriebener Natur 
fortschreiten. Dabei kommen hauptsichlich in Betracht: 1. Ent- 
wicklungen nach ganzen rationalen Funktionen (Polynomen), insbe- 
sondere Potenzreihen, 2. Entwicklungen nach oszillierenden Funk- 
tionen, insbesondere Fouriersche (trigonometrische) Reihen. 
Diese letzteren werden in Kap. XXII behandelt. 

Die Entwicklungen nach Polynomen beruhen auf dem Satz- 
- yon WeierstraB (Berl. Sitewngsber. (1885), 633,789; Werke 3, 1): 

Ist eine Funktion f(a) in einem Intervall (a, b) mit Ein- 
schluB der Grenzen stetig und & eine beliebige positive Zahl, 
so kann man eine ganze rationale Funktion P(x) derart be- 
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+ 
as dap in dem ganzen Intervall 
| f(@) — P(x) |<e 


Vgl. hierzu Borel, Lec. s. l. fonctions de variables réelles, 
Paris 1905, 50, woselbst zahlreiche Literaturangaben, Landau, 
_ Rend. Circ. mat. Palermo 25, 337 (1908), Lebesgue, ebenda 26, 
825 (1908); Fejér, Math. Ann. 67, 97 (1909). 
Wahlt man fiir ¢ der Reihe nach die Glieder ¢,, &, & - 
einer konvergenten Reihe und ist P,(w) ein dem Wert «, ent 
sprechendes Polynom, so ist 


Pit bs =P) (Py Pe et B, — Py + 


eine Darstellung von f(a) durch eine Reihe von Polynomen. 
Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméBig in dem ganzen 
Interval (a, b). 
In enger Beziehung mit dieser Darstellung steht das Problem 
der Intcrpolation durch ganze rationale Funktionen; dabei ist 
-aber bemerkenswert, daB die pee erarl von Lagrange 
(vgl. Algebra § 4, Differenzenrechnung § 2) bei Vermehrung der 
Argumente nicht unter allen iaeanaen eine immer stirkere 
 Annaherang an die darzustellende Funktion liefert (vg]. Runge, 
Zischr. f. Math. u. Phys. 46, 229 (1901),.Borel, Legons s. 1. 
fonctions de var. réelles, p. 74). 
Tschebyscheff ‘stellte sich die Aufgabe, eine beliebig 
_gegebene Funktion f(x) durch ein Polynom n‘™ Grades P,(x) 
in einem Intervall so darzustellen, daB das Maximum von 
| f(a) — P,(x)| in dem Intervall méglichst klein wird. Uber 
seine Arbeiten und die anschlieBende Literatur vgl. den Bericht 
yon Burkhardt, Entwicklungen nach oszillicrenden Funktionen, 
Leipzig 1908, S. 823—865; Liebmann, Math. Ver. 18, 433 
(1909). 
Die wichtigsten polynomischen Entwicklungen sind die 
Potenzreihen, d. h. die Reihen von der Form 


Cot eyrt+arvt+t+coari+--- 

Eine erschépfende Behandlung erfordert die Heranziehung 
komplexer Werte fiir die Verinderlicho x und ist Sache der 
Funktionentheorie. Hier sollen nur die folgenden Sitze er- 
waihnt werden:. 

Eine Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle Werte von x, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als eine bestimmte positive 

Pascal, Repertorium. I. 3. Aufl. 28 


- ist. 
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Zahl v, sie dwergiert fiir alle x, deren absoluter Betrag groper — 
ist als r. 

Bei poometrtseler Darstellung der komplexen Zahlen liegen — 
alle Punkte x, fiir die die Reihe absolut konvergiert, innerhalb 
eines Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius r. Dieser 
Kreis heiBt Konvergenzkreis, r der Konvergenzradius der Potenz- 
réihe. 

Die Gré8e des Konvergenzradius wird durch den Satz von — 
Cauchy (Analyse algébr. 1821, S. 286) bestimmt: 

Der reziproke Wert von r ist gleich dem oberen Grenzwert 


dey Zahlen V Lc, | =0,1,2,--.), 


Ist dieser Grenzwert 0, so ist r= oo, die Reihe konver- — 
giert fiir jeden endlichen Wert von x; ist der Grenzwert oo, 
so ist = 0, die Reihe divergiert fiir jeden von Null ver- 
schiedenen Wert von z. 

In jedem Bereich, welcher volisitindig innerhalb des Kon- — 
vergenzkreises liegt, also fiir |x |< eo <r konvergiert die Potenz- 
reihe gleichmdpig und stellt daher dort eine stetige Funktion von 
x dar. 


Konvergiert die Reihe 24, a” fir |a|<1 und ist Sa, 
0 
konvergent, so ist we 1 A, 0" == Px a, Abelscher Stetigkeitssatz, 


J. f. Math. 1, 329 (1826). 

Wenn zwei Potenzreihen fiir alle Werte von x in der Nach- 
barschaft von x =O dieselbe Summe haben, so sind die Reihen 
identisch, d. h. es miissen die Koeffizienten gleicher Potenzen in 
beiden Reihen tibereinstimmen. Dieser Satz (Descartes 1637) 
spielt als Methode der unbestimmten Koeffizienten in ilteren Ar- 
beiten eine groBe Rolle, Er beruht auf der Stetigkeit einer 
konvergenten Potenzreihe. 

Die Entwicklung einer gegebenen Funktion in eine Potenz- 
reihe findet man, falls sie méglich ist, mit Hilfe des Taylor- 
schen Satzes, vgl. Differentialrechnung § 6. 

Als wichtigste Beispiele von Potenzreihen seien hervor- 
gehoben: 

1. Binomische Reihe. 


(At apmi1 tne t Oo) gy SOO ey. 


—14 (e+ (ete Gee 
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Wenn n eine ganze positive Zahl ist, bricht die Reihe ab 
(Michael Stifel 1544); fiir jedes andere m ist die Reihe 
_unendlich (Newton 1676) und konvergiert absolut, sobald | a|<1 
ist. Wenn |x| =1 ist, konvergiert die Reihe nur fir positive 
n absolut, fiir negative n << — 1 divergiert sie und fir -—1<n<0 

ist sie bedingt konvergent, mit Ausnahme von w = — 1. 

j Den ersten strengen Beweis des binomischen Satzes hat 
fiir reelle x und n erst Euler, Petrop. Comment. 19, 103 (1775), 
fir komplexe Werte von x Cauchy, Analyse algébr. 1821, 
-gegeben, die abschlieBende, auch fir die allgemeine Theorie der 
Reihen. grundlegende Untersuchung aber, in der auch komplexe 

Werte von m herangezogen werden und der Grenzfall |x| = 1 

_vollstindig erledigt wird, bildet den Gegenstand der klassischen 

Abhandlung von Abel, J. f. Math. 1, 311 (1826) (Ostwalds 
Klassiker Nr. 71). 

Wichtige Spezialfiile der binomischen Reihe: 


3 Te tio tte + 
awit tet ae ad y 
Peni the toe tte bitty 
en dete ites EI 


Yi+a 
2. Die EHxponentialreihen: 
a3 hie age 


zlna , «*(Ina)? 


1! 2! ZW 


a®=1+4+ 


Darin bedeutet 


entin( +41 hth 


Rh=O 


= 2,71828 18284 59045 23536 02874 71353... 


die Basis der natiirlichen Logarithmen. Die Reihen konvergieren 
fiir jedes endliche x Die Reihe fiir e* wurde von Newton 
(Opuscula 1, 20) durch Umkehrung der logarithmischen Reibe 


gefunden. 
28* 
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3. Die logarithmischen Reihen. 
2? a? a* 
konvergiert fir |x|<1 mit Ausnahme von s=— 1. Diese 
Reihe wurde als erstes Beispiel einer Potenzreihe (gleichzeitig 
mit der geometrischen Reihe fir i von Mercator 1668 


gefunden. Bei x =1 hat man die bedingt konvergente Reihe 
fiir In 2. 


1 La 2) x* ae 
oa ae ae 


konvergiert fiir |2| <1 mit Ausnahme von e=+1. Daraus 


AS ays ae 


1 1 a 
in(e +1) — ing +3 | + sancal + penne 


4. Die gontometrischen Reihen. 


x? x 
COS eel apie ae as 
2 x x 
ain Siew Bey 


_konvergieren fiir jedes endliche x. Sie sind bereits von Newton 
(Opuscula 1, 24) aufgestellt worden. Euler (Introd. im anal. 
infinit. (1748) 104) benutzt zu ihrer Ableitung den Satz von 
Moivre (Mise. analyt. 1730): 
(cosx +%sinz)"= cosnx +isinnx 

und findet zugleich den Zusammenhang der goniometrischen 
Funktionen mit der Exponentialfunktion: 

é* = cosa +i sina. 


5. Die folgenden Reihen sind mit den Bernoullischen 
und Hulerschen Zahlen gebildet. Néiheres iiber diese siehe 


Kapitel XXII. 

Die Bernoullischen Zahlen: 

1 

By, =1, Bia a B,= B, = By =-::=90 

1 1 1 1 5 691 
B,=5; 5 30? Be= tp B= — 5: By = 5%) 12-~ 9780? 
Boas {i = 3617 B 43867 174611 

14S 7 6) 16 640 88 gage. 10 mesos 
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les 


sind durch die symbolische Gleichung 
| (B+1)"—B*=n n= 1,2, 3). 00 


 definiert. Ihre erzeugende Funktion ist 


x B 
ee a 


ee fir |x| < 2m. 


Be cts “= S- 1) ptt x ig konvergiert fir |xz|< 
tee= SC 1)k- ae ) B, atk? = |z|<% 
Ss yea lee 

k=0 

1 Ee re ee zs ne 

R= i 
; ts ae B, ,x?* i |x| Ze 


Die Eulerschen Zahlen: 


ER=1, HR=-1, E=5, B=—61, #, = 1385, 
E,g = — 50521, Ey, = 2702765, .. 
E, = E, = E, =---=0 
sind durch die symbolische Gleichung 
(E+ 1)"+(H-—1)*=0 n=1,2,3,.-. 


definiert. Ihre erzeugende Funktion ist 
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-yi Io pes 2) Lax 2k 
at x k! (2k)! , 


oder, wenn x7 an Stelle von x rae wird: 


__ yy Fee 2k byl eee 
COs & ->\ i) (2%) 1” [ees 


6. Die zyklometrischen Reihen. 


{Co Sate 
arcsin¢ = &+— 3 + aR = 


konvergiert fiir |w| <1 und gibt fiir reelle # den zwischen 
= und +2 liegenden Hawptwert der arcsin-Funktion. 


5 7 
arcigg —a— 2 422 mc 
konyergiert fir |x| <1, ausgenommen «= -+-i, und gibt fir 
reelle x den zwischen —F und + = liegenden Hauptwert der 


arctg-Funktion. Die Reihe wurde 1671 von Gregory gefunden. 
Fiir «=1 gibt sie die bedingt konvergente, zur numerischen 
Berechnung von 7m nicht geeignete Entwicklung 


Dagegen liefern die aus dem Additionstheorem 


— 


arctg wu + arctg v = arctg = 


folgenden Relationen | 
bi a 1 
q = 2 aretg 3 + aretg 


1 
= 4 arctg ~ — arctg 935 


sehr schnell konvergierende Entwicklungen fiir w. Die erste ist 
von Vega, die zweite von Machin 1706 angegeben worden; 
mit ihr hat Shanks, Proc. Roy. Soc. 22, 45 (1873) (vgl. Ztschr. f 
math. Unt. 26, 263 (1895)) die Zahl m bis auf 707 Stellen be- 
rechneit. Es ist 


w = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 5C.... 
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ra § 4. Mehrfache Reihen. 


Eine Doppelreihe entsteht durch Summation einer nach 
_irgendeiner Vorschrift zu bildenden Folge von doppelt unendlich 


ao iol es Heals 
vielen Zahlen Cet Cie ong - Ist 
uv\y =1,2,8,..\ 


n 


m 
ee ey Way? 
wal v=1 


so heiBt die Doppelreihe konvergent und die endliche Zahl S 
ihre Summe, wenn stets 

j limo 

ist, wie auch immer m und » unabhingig voneinander ins Un- 
endliche wachsen (vgl. S. 34). Man schreibt dann‘) 


S Sy,,=5 


i e@=1 v=1 


Existiert aber kein bestimmter Grenzwert der s,, , oder 
ist lim s,, , = - 00, so heiBt die Doppelreihe divergent. 

Aus den Gliedern der Doppelreihe kann man durch Heraus- 
hebung von einfach unendlichen Folgen beliebig viele einfache 
Reihen (Partialreihen) bilden. Zu diesen gehdren ae Zeilen- 


“yeihen S,, (mit festem w) und die Spaltenreihen Su,, (mit 
Fesstem a. Mit der Konvergenz der Doppelreihe ist ae durch- 
aus diejenige aller Zeilen- oder Spaltenreihen verbunden (Stolz, 
Math, Ann. 24, 157 (1884)), nur fiir Doppelreihen mit positiven 
Gliedern mu8 das der Fall sein, und wenn eine Doppelreihe 
sowie ihre simtlichen Zeilen- und Spaltenreihen konvergieren, 


so ist 
PP FB) - BB"). 


v ru 


1) Diese Schreibweise soll nicht bedeuten, da® zuerst nach » 
und dann nach w zu summieren ist. Soll dies der Fall sein, so 


_schreibt man 3(S« .) Dies ist in Wirklichkeit keine Doppel- 
= Nat 
reihe, caren eine einfache Reihe, gebildet mit den Summen der 


(als konvergent vorauszusetzenden) Reihen > by Ps 
Fi 
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Man kann auf beliebig viele Arten die Glieder einer Doppel- 
reihe so anordnen oder in Gruppen zusammenfassen, daB eine 
einfache Reihe entsteht. Diese einfachen Reihen brauchen bei 
Konvergenz der Doppelreihe nicht saimtlich zu konvergieren. 
Besonders iibersichtlich sind die mittels ,,Rechteckanordnung“ her- 
vorgehenden einfachen Reihen gebildet. Vgl. London, Math. 
Ann. 53, 360 (1900), wo der Satz bewiesen wird: Zur Kon- 
vergenz emer Doppelreihe ist notwendig und hinreichend, dap 
siimtliche aus ihr mittels Rechteckanordnung hervorgehenden 
einfachen Reihen konvergicren. 

Ist eine Doppelreihe mit positiven Gliedern konvergent, so 
konvergiert zur gleichen Summe die nach Diagonalen geordnete 


einfache Reihe S(u, , + mM 3-17 +°°* %.4)- 
yi ’ ’ ’ 


Eine Doppelreihe heiBt absolut konvergent, wenn die aus 
den absoluten Werten ihrer Glieder gebildete Doppelreihe kon- 
vergiert. Kine absolut konvergente Doppelreihe ist immer auch 
unbedingt konvergent, d. h. sie besitzt bei jeder Anordnung der — 
Glieder dieselbe Summe. Es gilt hiervon auch die Umkehrung © 
(Pringsheim, Miinch. Ber, 27, 135 (1897)). 

Wenn die Doppelreihe absolut konvergiert, so sind sdémt- 
liche einfachen Reihen, in die man sie iiberfiihren kann, kon- 
vergent und umgekehrt (London, Math. Ann. 53, 360 (1900)). 

Wie bei den einfach unendlichen Reihen kann man durch 
das Prinzip der Rethenvergleichung Konvergenzkritcrien fir Doppel- 
reihen aufstellen. Sehr allgemeiner Natur sind die von Prings- — 
heim, Miinch. Ber. 27, 144 (1897), ebda. 38, 41 (1908), ge- 
gebenen pene fir Deppelraiien mit positiven Gliedern. 


Ks selen — _ aS O bezw. 


7 > 0 die allgemeinen Glieder einer 
MY 


konvergenten ae divergenten Doppelreihe. Es ist dann die 


Doppelreihe = a Uny 


konvergent, wenn limc, u,, < CO, 


v Ly 
he 
divergent, wenn lim a, puny > O 

M+tr=0 


ist. Man kann die c, , und dy aus ee Gliedern von einfach 


unendlichen Reihen gewinnen. Sei z. B. — das allgemeine Glied 


Cu 
einer konvergenten einfach unendlichen Reihe, so kann Cy 
=c,*¢, genommen werden. Fir ¢, = a“ (0<a< 1) folgt: 


zy 
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Die Ye yas any ast konvergent oder divergent, je 


NPE RNa ere 


_nachdem lim iim wit < 1 ist. 
M+y=0' 
Die Definition der Doppelreihen, die Begriffe der einfachen 
und absoluten Konvergenz und die Konvergenzkriterien lassen 
sich unmittelbar auf mehrfache Reihen ausdehnen. Eine p-fach 
_umendliche Reihe hat allgemein die Form 


3 Se Pi (Hrs Mgrs + by) 


ip=l 


und ist konvergent mit der Summe S, wenn die Summen 


My 


S(m,, mg,... m) = Siler 


simtlich denselben endlichen Grenzwert S besitzen, wie auch 
immer die m,,...m, unabhingig voneinander ins Unendliche 
wachsen. 

Diese Definition wird nicht wesentlich modifiziert, wenn 
die Summationsbuchstaben ,,...m, alle ganzzahligen Werte 
von — oo bis + oo durchlaufen. 

Von den Konvergenzkriterien sei nur die Verallgemeinerung 

des Cauchyschen Integralkriteriums (vgl. S. 427) erw&hnt: 

| Sei f(z,, %,--.%,) eine immer positive Funktion von p 
Verinderlichen, die seheealh einer geschlossenen Fliche S des 

_p-dimensionalen Raumes mit wachsenden absoluten Werten der 
x bestiindig bis zu Null abnimmt, so konvergiert oder divergiert 


die p-fach unendliche Reihe .>'--+ S'f(w4,.-- #4), je nachdem 


My # 
das p-fache Integral J ft ee a [Ge = tp) dx,... Ax, erstreckt 
fiber den ganzen Raum auferhalb der Fliche S, einen Sinn 
hat oder nicht (vgl. Picard, Traité d’analyse 1, 267; Riemann, 
Werke, 2. Aufi., 483). 

Fiihrt man an Stelle der Summationsbuchstaben y,,... u, 
neue Summationsbuchstaben mit Hilfe von linearen Substitu- 
tionen ein, so erhélt man sehr allgemeine Umformungssitze fiir 
absolut konvergente mehrfache Reihen, die besonders fiir die 
‘Theorie der hdheren Thetareihen von Wichtigkeit sind (vgl. 
Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen 1903, Kap. II). 
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§ 5. Unendliche Produkte. 


Mit einer einfachen Folge von unendlich vielen Zahlen 
4,, 4, a,... bildet man der Reihe nach die Produkte 


P= Mg... Ay =A, 2) Oya ee 
Wenn diese bei wachsendem m einem endlichen von Null ver- 
schiedenen Grenzwert P zustreben, so nennt man das unendlicke 
Produkt a,d,a,... konvergent und P seinen Wert. . 

In allen anderen Fallen, also wenn lim P, null oder un- 
endlich ist oder wenn kein bestimmter Grenzwert existiert, hei8t 
das unendliche Produkt divergent. 

Produkte mit lim P, = 0 als divergent zu bezeichnen, ist 
deswegen nodtig, weil sonst ein Produkt verschwinden kénnte, 
ohne daB ein Faktor Null ist. 

Fiir die Konvergenz eines unendlichen Produktes ist not- 
wendig und hinreichend, daB fiir geniigend groBes m und jedes 
p=1,2,3... dag Produkt Oh i Oey Role der Hinheit 
beliebig nahe gebracht werden kann. 

Da bei einem konvergenten ‘Produkt notwendig lima, = 1 
sein mu8, schreibt man zweckmaBig a, = 1 + wu, (»=1,2,3...), 


n+p 


Das unendliche Produkt J/(1 + w,) heiBt unbedingt kon- 
1 


vergent, wenn es bei jeder Anordnung seiner Faktoren denselben 
Wert besitzt. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB die — 
Reihe u, + ug + Us +-:+ unbedingt konvergiert. 
Ein konvergentes Produkt, bei dem von einem bestimmten onda 
lichen » ab alle u,, dasselbe Voucher haben, konvergiert unbedingt. 
Ein unbedingt konvergentes Produkt konvergiert auch ab- 


solut, d.h. bei unbedingt konvergentem [f(1 + u,) ist auch das 
c) it 


Produkt J7(1 + | u,|) konvergent. Umgekehrt zieht die abso- 
i 


lute Konvergenz die unbedingte nach sich. 
Wenn die Reihe u,+u,.+--- nur bedingt konvergiert, 


so kann das Produkt i (1+ u,) entweder bedingt konver- 


gieren Bs gegen Null divergieren, je nachdem die Reihe 
Us? + tig? + Us? a - konvergiert oder divergiert. 
Ein icon varien tes Produkt laBt sich in eine Reihe: 


Ia 2 1s) aed ho Pa, eee 
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& ‘ 
-yerwandeln, worin P, = J7/(1 + u,). Hieraus entspringt bei un- 
n=1 


bedingter Konvergenz des unendlichen Produktes die ebenfalls 
unbedingt konvergente Reihe 


Ia = Un) =1+54,+ 2%, + Stijl, +o, 


wobei die Summen tber simtliche Kombinationen der u, zu je 
1, 2, 3... zu erstrecken sind (Euler, Introductio Cap. 15 u. 16). 


Sind die Zahlen u,, w.,... Funktionen einer Veriinder- 
lichen L, so wird durch das Produkt Jf7(1 + w,(a)) fiir jeden 
4 1 


Wert von x, bei dem es konvergiert, eine Funktion f(x) definiert. 

Das Produkt J7(1 + u,(x)) heiBt gleichmapig konvergent 
in einem gewissen Bereich der Verinderlichen, wenn zu jeder 
positiven Zahl ¢ eine bestimmte von x unabhdngige Zahl N ge- 
_funden werden kann, so daB fiir jedes » > N und fir p=1,2,3... 


P, 
oars 


wird. 

Sind die Funktionen w,(”) in einem Bereich stetig und 
konvergiert daselbst das unendliche Produkt HT (1+ u,(a)) gleich- 
miBig, so stellt es eine fiir alle Werte x des Bereichs sirtige 
Funktion von x dar. 

Das Produkt [[(1 + u, (a) ep ee gleichmiBig, sobald 
die unendliche Rethe Ey: | tt, (@)| gleichmdBig konvergiert. Alsdann 
konvergiert das Produkt auch absolut. 

Die unendlichen Produkte wurden nach vereinzeltem Auf- 
treten bei Vieta, Wallis, Dan. Bernoulli zuerst von Euler 
in ausgedehntem Mafe benutzt. Er fand die Produktentwick- 
lungen der* trigonometrischen Funktionen, der Gammafunktion 
u. a. In diesem Abschnitt seien nur die ersten erwihnt: 


~ 


sin wa = 0% [TG — *) > cos wx = ITG- a op): 


1 


die fir jeden Wert von x unbedingt konvergieren. Das erste 
Produkt liefert fiir « = 4: 


— t 
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2a (-)0-2)0-4)~ 
F~(tza)(t tea) tea) 
was mit dem (bedingt konvergenten) Produkt von Wallis, 
Arithm. infin. 1656: 

C4 2 2 4 4 6 6 


mee i ——— 


und 


ibereinstimmt. Aus diesem folgt 


$= (-A)0-S)-4) 


welches wieder unbedingt konvergiert, so-daB sich auch 


oxgibt, (Q-s)(t-x)(t-g) =F 


Allgemeine Sidtze iiber unendliche Produkte hat erst 
Cauchy, Analyse algébr. 1821 mit Hilfe des Ubergangs zu 
Logarithmen aufgestellt. Die direkte Behandlung geht auf die 
Abhandlung von Weierstra8 itiber, die Theorie der analytischen 
Fakultiiten J. f. Math 51, 1 (1856) zurtick. Vgl. Pringsheim, 
Math. Ann. 33, 119 (1889) und die ausftihrliche Darstellung 
bei Stolz- Gigemter: Evnl. in die Funktionentheorie 1905, 8. 400. 


§ 6. Allgemeine Kettenbriiche. 
Ein Ausdruck von der Form 


heiBt ein Kettenbruch. Es sind verschiedene einfachere Schreib- 
weisen gebriéuchlich; wir schreiben 


( ay, ee! 
On; Oper Ossie oe 
Die GréBen a,, b; werden die Teiledhler und Teilnenner, 


gemeinsam auch die Elemente, - die Partialbriiche des Ketten- 
% 
bruchs genannt. 


Be , 
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& 


_ SchlieBt man mit dem Teilnenner b,_1; ab, so heiBt der 
so erhaltene endliche Bruch der hk” Néherumgsbruch und wird 


mit - bezeichnet. 

k 

Lahler und Nenner der Niherungsbriiche geniigen den fol- 
genden rekurrenten Beziehungen (Wallis, Arith. infin. 1656): 


Ay ys = DA, + GA,_1 
By, = 5,B, + a,B,_; 
mit den Anfangswerten 
A, a by; B, = 1 > 

A,,, und B,,, lassen sich durch Determinanten (Konti- 
nuanten) ausdriicken (vgl. S. 69). 

Die Differenz von zwei aufeinanderfolgenden Néherungs- 
briichen ist 
J ig Aggy By Gee Sing 
Bn B,,-1 *) ox ma B,_-1Bn : 
und es 148+ sich danach jeder Naherungsbruch durch eine Reihe , 
An G, As A, A, Os 


AS soe Ree So te gn 9149 + + + Gn—y 
ova pn BB, * “BB: Sty on oe 


n—1— 


ausdriicken. 
Wenn alle a und b positiv sind, so sind die Differenzen 
Rwischen zwei aufeinander folgenden Naherungsbriichen abwechselnd 
positiv und negativ und nehmen ihrem absoluten Wert nach ab; 
die Naherungsbriiche mit geradem Index bilden eine abnehmende, 
die mit ungeradem Index eine zunchmende Reihe, und ein N&herungs- 
bruch liegt immer zwischen den zwei vorhergehenden. 

Wenn die Reihe der Teilzihler nnd Teilnenner nicht ab- 
bricht, so hat man einen wmendlichen Kettenbruch, und wenn 


; A Le 
fir » = oo ein Grenzwert fiir oe existiert, so nennt man den 
n 


Kettenbruch konvergent. Es besteht dann ein System von un- 
endlich vielen linearen Gleichungen von der Form 
a a. 
ag per ends nore 
Es folgt aber nicht umgekehrt aus der Existenz eines 
solchen Systems von Gleichungen, daB sich x durch den Ketten- 
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BeibiOg eee 

brach ( L923 
bo, b, be; , Ee 

die Zahlen a,, b,, %, noch gewisse Bedingungen erfiillen, z. B. 
daB die |a,| unter einer von k unabhingigen Schranke bleiben 
und lim —- = 0 ist. Perron, Minch. Ber. 87, 495 (1907). 


F k=o “kh 
Ein unendlicher Kettenbruch 1&Bt sich in die unendliche Reihe 


darstellen lasse, vielmehr miissen dazu 


Ose a, Us Dy Oy Ms 
St ABB gis eas Hae 

verwandeln (Euler, Introductio Cap. 18) und konvergiert oder 
divergiert gleichzeitig mit dieser Reihe. 

Es gibt konvergente Kettenbriiche, die durch Weglassung 
einer endlichen Anzahl von Anfangselementen divergent werden; 
sie heiBen nach Pringsheim, Miinch. Ber. 28, 299 (1898) 
bedingt konvergent. Bleibt die Konvergenz bei solchen Weg- 
lassungen erhalten, so heiBt der Kettenbruch unbedingt konvergent. 
Pringsheim hat fiir Kettenbrtiche mit ganz beliebigen (auch 
komplexen) Elementen das folgende hinreichende Konvergenz- 
kriteruum aufgestellt: 


(Oe tel : 

Der Kettenbruch ist unbedingt konvergent, 
Dy 5) Ose Ugues: 

wenn 'b,; > 1 und .b,| >|a| “f 1 fir k>1. 

Nur wenn fir jedes k > 1 |b,| =|a,| + 1 ist, wird dieses 
Kriterium etwas modifiziert (vgl. Pinger Miinch. Ber. 35, 
364 (1905)). 

Sind alle Elemente positiv, so ist zur Konvergenz des Ketten- 
bruchs notwendig und hinreichend, daB wenigstens eine der Reihen 


See BAS Spa: aad sae gy +--+ Ag, Oops 
. Ay My - GG, .-- Aep—y Agysy 
divergiert. Sind aber beide Reihen konvergent, so oszilliert der 
Kettenbruch zwischen zwei endlichen Grenzen. Seidel, Unters. 
ber die Konvergenz und Divergene der K., Miinchen 1846; 
Stern, J. f. Math. 37, 269 (1848). ; 
Binfacher anzuw enden sind folgende Kriterien, die aber nur. 
hinreichende, nicht notwendige Bedingungen fiir die Konvergenz 
geben: 
Ein. Kettenbruch mit nur positiven Elementen konvergiert, 


wenn die Reihe > ES oder auch schon > y WADE di- 
O44 One 


- ‘ + 
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vergiert. Ebenso konvergiert ein derartiger Kettenbruch, wenn von 
einem bestimmten » ab b, >a, ist und die Reihe 


by + 0, + 6,'+--: 
divergiert. 

Direkte Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche mit positiven 
Elementen ohne Vermittlung von Reihen hat Perron, Minch. 
Ber. 35, 315 (1905) gegeben. 

Jedex Kettenbruch mit ganzzahligen Elementen, bei dem 
0< a, <b, ist, konvergiert. Sein Wert ist immer irrational 
und liegt phan by und b, + 1 (Legendre, Eléments de 
Géométrie; Stern, J. °F Math. 11, 38 (1834). 

Der Kettenbruch 
be 1 


konvergiert, wenn von eimem bestimmten n ab stets b, > 2 ist. 


Die Hauptformel zur Verwandlung eimer Reihe in einen 
Kettenbruch ist von Euler, Introd. Cap. 18, § 368 aufgestellt 
worden: 


( 1)’- Le -(4 1) C3) C1 C35 gq, s+: ) 
> se = . 
lara Sins rah Sin ey & BRL 


1, 


wobei Reihe und Kettenbruch gleichzeitig konvergieren. Sie 
fihrt zu Kettenbruchentwicklungen fiir die wichtigsten transzen- 
denten Zahlen und Potenzreihen, von denen die folgenden mit- 
geteilt seien: 


Per 95 20-49 fos 
a ( FSA ee aes ) (Brouncker 1659). 
FAC as Paso aay pena 


‘ig oat boa ean ee oe 
<i RL ey pe, ee 
(Minkowski, Math. Ann. 54, 118 (1901)) 
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a} 2-26, 10,014 
x?, —a2*, —a*, —2?’,.. ) 
| eas aed eS oe 


Die beiden letzten Entwicklungen, die bereits Euler gefunden 
aber nicht streng bewiesen hatte, sind in vdllig einwandfreier 
Weise unter Nachweis der Konvergenz von Lambert, Berl. Akad. 
1761, S. 268 durch ein dem Euklidischen Algorithmus nachge- 
bildetes Divisionsverfahren abgeleitet worden (vgl. Pringsheim, 
Miinch. Ber. 28, 331 (1898)). Er hat mit ihnen die Irratio- 
nalitét von e* und logz, tgx und arctga fiir jedes rationale z, 
also auch von der Zahl x bewiesen. 

Uber Kettenbruchentwicklungen von Funktionen vgl. Padé, 
Ann. éc. Norm. (3) 9, 7 (1892), ebda (3) 16, 395 (1899), 
Stieltjes, Toulouse Ann. 8 (1894), 9 (1895). Uber die Ent- 


—atgr= 2 


wicklung des Quotienten von zwei Potenzreihen, wofiir die von — 


GauB fir den Quotienten zweier hypergeometrischer Reihen ge- 
fundene Entwicklung ein wichtiges Beispiel ist, "ey Muir, 
Edinb. Trans. 2%, 467 (1876). 


Hin Ketlenbruch heiBt periodisch, wenn sich seine Partial- : 


briiche von einer bestimmten Stelle an in derselben Ordnung 
wiederholen, vein periodisch, wenn die Periode beim ersten Ele- 
ment beginnt, gemischt periodisch, wenn ihr Elemente voran- 
gehen. 

Sobald ein periodischer Kettenbruch konvergiert, ist sein 
Grenzwért Lésung einer quadratischen Gleichung, die aus den 
beiden letzten Niherungsbriichen bis zum SchluB- der ersten 
Periode zu bilden ist (néheres § 7). 

Sind alle Elemente a,, 0, reell und POSH, so konvergiert 
der periodische Kettenbruch. 

Als einfachste Beispiele von periodischen Kettenbriichen 
seien erwahnt: 


Vato = ( 


Die beiden Lésungen der Gleichung x? — bx — a = O sind 
(Cataldi, 1613), 


x, =( es ee 
Nb bebe al et Pb be ads 


be ob: 


a, 2a, 2a, cs) Bombelli, Algebra 1572. 
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G1, Ag, Ag,. 


Der Kettenbruch ( ) 14Bt sich durch den 


Dare Di Os sO nsec. 
Ch Ape C; Cs Oy 5 COs Bry o's « ; 
b b ersetzen mit 
0? 01, Cbg, Cg bg, . . . 


beliebigen Zahlen ¢,, ¢,, cs... Durch geeignete Wahl der c, 
kann man simtlichen Teilzihlern oder Teilnennern bestimmte 
Werte vorschreiben, insbesondere kann man erreichen, daB alle 
Teilzdhier gleich 1 werden. Man erhilt dann die Hauptform: 


vollig gleichwertigen ( 


in abgekiirzter Schreibweise (gp, q,, %2,---)- Sind hierin noch 
die 9, 91, %,--- ganze positive Zahlen, so hat man einen regel- 
mapigen Keltenbruch. Die regelmiBigen Kettenbriiche bilden die 
wichtigste Gattung der Kettenbriiche. Von ihnen ist im folgen- 
den ausschlieBlich die Rede. 

Jdede positive und wenn man negative Werte fiir g) zu- 
laBt — negative reelle Zahl léBt sich durch einen regelmaBigen 
Kettenbruch darstellen. 

Die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl wird mit 
Hilfe des Euklidischen Algorithmus zur Aufsuchung des gréften 
gemeinsamen Teilers gefunden. Man erhilt stets einen endlichen 
Kettenbruch. 

_ Fir eine irrationale Zahl x findet man einen wnendlichen, 
stets konvergenten Kettenbruch (q, 91, 9,---) mit Hilfe der 
Kette von Gleichungen: 


1 

Peo a 
1 

Ce 44 Tigi 
aed | 

Ly = Yo Ti igge 


. ? 
wobei die %, 9%, %),--- die gréBten') in x, z,, %,... ent- 
haltenen ganzen Zahlen bedeuten. Umgekehrt hat ein unend- 
licher Kettenbruch stets einen wrationalen Wert. 


1) Uber Kettenbriiche nach ndchsten ganzen Zahlen vgl. Hurwitz 
Acta math. 12, 367, (1889). 
Pascal, Repertorium. I. 9. Aufl. 29 
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Die Ndherungsbriiche des Kettenbruchs sind 


P, 
On re CE G1 Iar--- Qed Meer tobe 


oder durch Gaufsche Klammern ausgedriickt (Gau8, Disqu. 
arithm. Art. 27, jedoch schon bei Euler, Comm. Acad. Petrop. 4 
(1734/35), 46): 

Py [Qo %13 Gear-> > G1) : 

Q% [911 dar++- Wy—1] 


Zur Berechnung der Naherungsbriiche dienen die Rekursions- 
formeln: 


Poa ine gq, 2, aL bap "—1? Qy41 S q, ,. mi Q,-1- 
P,=1, Qy = 0. 
P,=%; 0, = 1. 


I fe ee QP, 4 cap cS 1a 


Alle Naherungsbriiche sind irreduzibel; sie sind abwechselnd 
groBer und kleiner als der Wert x des Kettenbruchs und nédhern 
sich thm immer mehr im der Weise, dap — 


x 


Pale ese 
"G1 92 


Jeder Bruch a fiir den | x -F | < oe ist, ist notwendig 


einer der Ndherungsbriiche in der Kettenbruchentwicklung von a, 
aber nicht jeder Naherungsbruch hat diese Higenschaft, jedoch 
von zwei aufeinanderfolgenden Niherungsbriichen immer minde- 
stens einer (Vahlen, J. f. Math. 115, 223 (1895)). Es lapt 
sich aber eime besondere Art der Kettenbruchentwicklung angeben, 
bei der nur diese Niherungsbriiche auftreten (Minkowski, Math. — 
Ann. 54, 91 (1901)). Dabei sind alle Teilzihler + 1, alle 
Teilnenner positive ganze Zahlen. 

Uber Nebenndherungsbriiche eines fee at So Kettenbruchs 
vgl. Serret, Algebra tibers. von Wertheim, 2 . Aufl. 1, 18. 

Es ist 


FE: (Chess G2) Ore q25 diy %) 


ieee ae (Gy1> Gas ->- Gs %)- 


Kin endlicher Kettenbruch, bei dem die von den Enden 
gleich weit abstehenden Teilnenner einander gleich sind, heiBt 
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symmetrisch. Er kann eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Teilnennern besitzen. 
Wenn Q?+1 durch P teilbar und P> Q ist, so liefert 


die Entwicklung von a emen symmetrischen Kettenbruch, und 


zwar mit einer geraden oder ungeraden Anzahl yon Teilnennern, 
je nachdem das obere oder wntere Zeichen gilt. 

Bei einem symmetrischen Kettenbruch mit einer geraden 
Anzahl von Teilnennern 


pes \ 
rose ='(G; G19 20+ Wai. In—-19° °° WM Q%) 


bestehen die Relationen 
yA et agi gs Ge 13 Qe — 1= Q, + OF, 
oe ae. Qon = P,, Qn TRE x rt ae 1 
Pon : Q2n—1 iP d, a 1. 
Bei einem symmetrischen Kettenbruch mit einer ungeraden 


Anzahl yon Teilnennern 


Pons 
Ee (Qe Gira Gin. Gass Geile dih dy) 
2n+1 ‘ 


ist ; 
ot (P n+1 a Be ee) Ee n? Qo n oe (Qn41 Se Q,-1) Qn 
P,,, ee a )% FO = QP, n—-1 = Q,P, n+1 a yoo ee 


Ure 0.5 Qnti he 1. 


Zwei irrationale Zahlen x, y heiBen dquivalent, wenn sich 
vier ganze Zahlen a, B, y, 6 mit der Determinante 


ad —By=+1 


bestimmen lassen, so daf 


_ e+e 
yxot+o 


ist. 

Die Kettenbruchentwicklungen von zwei dquivalenten Zahlen 
stimmen von einem gewissen Teilnenner an wberein. 

Umgekehrt ist dic notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Aquivalenz von zwei irrationalen Zahlen, dap thre 
Kettenbruchentwicklungen von einem gewissen Teilnenner an tiber- 
eimstimmen. 

29* 
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A+BYD 


Jede reelle quadratische Irrationalzahl eee mit ganz- 


gahligen A, B, C und positivem ganzem D oder — anders aus- 
gedriickt — jede Lisung einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Koeffizienten, deren Diskriminante positiv und kein Qua- 
drat ist, léBt sich durch einen periodischen Kettenbruch darstellen. 
Umgekehrt ist jeder periodische Kettenbruch Liésung emer 
quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten. Ins- 
besondere ist der reim periodische Kettenbruch : 


L= (405 G1 Wa,+++Un-10-> .) 


die positive Lésung der Gleichung 
Q,0 se (Qn—1 Tacs P,)& aa Poot = 0. 


Die Kettenbruchentwicklung fiir die zweite Liésung dieser 
Gleichung hat die umgekehrte Pcriode. Ebenso bei gemischt 
periodischen Kettenbriichen (Galois, Ann. math. 19, 294 (1828)). 

Bei der Kettenbruchentwicklung der Quadratwurzel eimer ratio- 
nalen Zahl geht der Periode ein Glied voraus; die Periode 
schlieBt mit dem Doppelten dieses Anfangsgliedes, und die ubrigen 
Teilnenner der Periode bilden eine symmetrische Reihe. Um- 
gekehrt stellt ein derartiger Kettenbruch stets die Quadratwurzel 
aus. einer rationalen Zahl dar. Damit diese ganz ist, miissen die 
Teilnenner g; noch weitere Bedingungen erfiillen. Vgl. Muir, 
Edinb. Proceed. 8, 229. (1874). 

Besitzt in der Entwicklung von VY D die Periode n Glieder, 
so besteht zwischen Zdhler und Nenner der jeweils bis zum vor- 
letzten Glied einer jeden Periode genommenen Néherungsbriiche 
die Beziehung 


Pe. = DOs = (— Lys fe = 1, 2, 3,.... 


Kine Tabelle der Kettenbruchentwicklungen fiir die Quadrat- 
wurzeln der unter 120 liegenden ganzen Zahlen findet sich bei 
Euler, Comment. arith. coll. 1, p. 322, abgedruckt in Wert- 


heim, Zahlenlehre, 1902, 8. 223. Eine Tabelle bis zu Y1000 
enthilt Degen, Canon Pellianus, Hafniae 1817. 

Als Begriinder der Lehre von den Kettenbriichen ist Bom- 
belli (1572) anzusehen, der sie zur Berechnung von Quadrat- 
wurzeln benutzte (vgl. Wertheim, Abh. zur Gesch. der Math. 
8, 149 (1898)). Die gleiche Methode, jedoch mit einer der 
heutigen Schreibweise verwandten Bezeichnung und Untersuchung 
der Kigenschaften der Niherungsbriiche bei Cataldi 1613. In 
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systematischer Weise wurden die Kettenbriiche jedoch erst von 
Euler behandelt (Petrop. Comment. 9 (1737), 11 (1739); In- 
trod.; ferner Nov. Comment. Pctrop. 9 (1764), 11 (1765)); 
Lagrange, Zusitze zu Eulers Algebra (RegelmiBige perio- 
dische K.); Legendre, Théorie des nombres. — Geometrische 
Betrachtungen hat in systematischer Weise F. Klein (Vorl. ub. 
Zahlentheorie) herangezogen. Hine zusammenfassende Darstellung 
der gesamten Kettenbruchlehre von Perron, Die Lehre von den 
Kettenbriichen, erscheint demnachst bei B. G. Teubner, Leipzig. 

_ Uber die Bezichungen zwischen Kettenbriichen und diver- 
genten Reihen vgl. Padé, Ann. de Véc. Norm. (3) 9, (1892), 
Supplément; Acta math. 18, 97 (1894); Stieltjes, Ann. de la 
Fac. d. sc. de Toulouse 8 u. 9 (1894/5); Borel, Leg. s. l. sér. 
div. 1901. 

Eine auf Jacobi, J. f. Math. 69, 29 (1868) zuriickgehende 
Verallgemeinerung des Kettenbruchalgorithmus ist am eingehend- 
sten von Perron, Math. Ann. 64, 1 (1907), Miinch. Ber. 37, 

401 (1907) untersucht worden. 


Kapitel VU. 


Differentialrechnung. 
Von Paul Epstein in StraBburg i. E. 


Hinleitung. 


Seit den ersten Jahrzehnten des 17. Jahrhunderts vollzieht 
sich die Erweiterung des mathematischen Gedankenkreises (in- 
_ finitesimale Betrachtungen, verdnderliche Gréfen), die schlieBlich — 
in der Schépfung der Differential- und Integralrechnung gipfeln 
sollte. Es waren in erster Linie geometrische Probleme, an 
‘denen sich die Fruchtbarkeit der infinitesimalen Betrachtungen 
bewihrte: zunachst — bewuBt ankntipfend an Archimedes — 
Fldchen- und Kérperberechnungen, dann das direkie und imverse 
Tangentenproblem, Maxima und Minima, Rektifikationen. Daneben 
entwickelt sich, vielfach durch mechanische Vorstellungen be- — 
einfluBt, der Bert (oder besser das Gefiihl) der stetigen Ver- 
dnderung. Die folgende Ubersicht mag die angedeutete Ent- 
wicklung in ihren Hauptztigen kennzeichnen. Wegen aller Hinzel-_ 
heiten, insbesondere wegen des Zusammenhangs mit der Philo- 
pophic. des Mittelalters (Bradwardinus, Oresme: Nicolaus 
von Cues) muB auf Cantor, Gesch. d. Math. 2 und 3 oom 
werden. Vgl. ferner Zeuthen, Gesch. d. Math. im 16. u. 17. Jahrh. 

Kepler (1571— 1630), Stereometria doliorum 1615, Flachen- 
und Kérperberechnungen, Maxima und Minima. Cavalieri, | 
Geometria imdivisibilibus continuorum ... promota 1635, Exerci-— 
tationes geometricae. Flachen- und Kérperberechnungen, Schwer- 
punktsbestimmungen. Descartes (1596—1650), Geometric 1637. 
Briefwechsel, Tangentenproblem (vgl. Tannery, 3. intern. Math- | 
Kongr. 502 (1904)), Rektifikationen, Kurvenuntersuchungen. Fer- | 
mat (1601—1665, der bedeutendste Vorginger von Newton © 
und Leibniz), Maxima und Minima (zwischen 1629 und 1638, 

veroffentl. 1679 in Varia Opera, enthalt den Begriff des Diffo- , 
rentialquotienten), Tangentenproblem (veréffentl. 1642), Flachen-— 
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_berechnungen (Varia Opera 44), Rektifikationen (de linearum 
eurvarum cum lineis rectis comparatione 1660). Toricelli, Opera 
Geometrica 1644. Roberval, Observations sur la composition 
des mouvements (1668, aber schon 1644 erwihnt), Anwendung 
des Krifteparallelogramms auf das Tangentenproblem. Wallis, 
Arithmetica infinitorum 1655, Potenzsummen, Grenztibergang. 
Pascal (1623—1662), Giuwores 3 (1872) Potenzsummen, Par- 
tielle Integration, Charakteristisches Dreieck. Huygens (1629 
—1695), Horologium oscillatorium 1673 (vollendet 1665). Evo- 
luten und Evolventen. Kriimmungsmittelpunkt. Maxima und 
Minima, Tangentenproblem (zwischen 1652 und 1667, sehr 
nahe iibereinstimmend mit de Sluse 1652). Barrow (vgl. 
Zeuthen, 1. intern. Math. Kongr. 274 (1897)), Lectiones opticae 
et geometricae 1669. Tangentenproblem auf Grund der Bewegungs- 
lehre. Newton (1643—1727), Analysis per aequationes 1666. 
‘Flachen- und Korperberechnungen und Rektifikationen als gleich- 
artige Aufgaben erkannt. Methodus fluxionum (1671, verdffentl. 
1736). Die Bezeichnungen Fluxion (Differentialquotient) und 
 Fluente zam ersten Mal in einem Brief an Leibniz vom 24. 10. 
1676. Leibniz (1646—1716) (Leibniz’ math. Schriften, her- 
ausg. von Gerhardt 1849—1863, Gerhardt, Die Entdeckung 
d. héh. Analysis 1855). Briefwechsel und Manuskripte von 1670 
—1675. Ausbildung der Bezeichnung. Endgiiltige Lisung des 
Tangentenproblems in der Antwort auf Newtons Brief. 

Der groBe Fortschritt von Newton und Leibniz besteht 
in der Schépfung eines Algorithmus, der die groBe Menge der 
vorausgehenden Hinzeluntersuchungen unter einheitlichen Gesichts- 
-punkten zusammenfaBt. Wem yon beiden das Hauptverdienst 
zukommt, kann dahingestellt bleiben; sicher war Newton vor 
Leibniz im Besitz wichtiger Erkenntnisse, aber unbestreitbar 
wire die glinzende Entwicklung der Mathematik im 18. Jahr- 
hundert ohne die von Leibniz erfundene Zeichensprache nicht 
moglich gewesen. 

Die Literatur tiber Differential- und Integralrechnung ist 

auBerordentlich umfangreich. Von grofer historischer Bedeutung 
und fiir die Entwicklung der Infinitesimalrechnung grundlegend 
sind: Euler, Institutiones calculi differentialis, 1755; Institutiones 
calculi integralis, 2. Ausg., 4 Bde., 1792—1794. Lagrange, 
Lecons sur le calcul des fonctions, 2. ed. 1806; Théorie des 
fonctions dnalytiques, 2. éd. 1813. Cauchy, Cours d’analyse 
1821; Réswmé des lecons données a Vécole polyt. 1823; Legons 
sur le calcul différentiel, 1829. 
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Von neueren Lehrbiichern seien genannt: Cesaro, Elemen- 
tares Lehrbuch d. algebr. Analysis und Infinitesimalrechnung 
1904. Kowalewski, Die klass. Probleme d. Analysis 1910. 
Serret-Scheffers, Lehrb. d. Differential- und Integralr., 3 Bde. — 
Stegemann-Kiepert, Grundrif d. Diff.- u. Integralr., 2 Bde. 
Genocchi-Peano, Differentialr. und Grundziige d. Integralr. 
1899. Stolz, Grundziige d. Different. und Integralr., 3 Bde., — 
1893/99. Pascal, Calcolo infinitesimale, 3 Bde. Jordan, 
Cours d’analyse, 3 Bde., 2. 6d., 1893/96. Goursat, Cours 
d’analyse, 2 Bde., 1902. 


Zur ersten Hinfiihrung sind die folgenden Werke geeignet, _ 


die besonders die Bediirfnisse der angewandten Mathematik im 
Auge haben: Scheffers, Lehrb. d. héheren Mathematik, 1905. 
Burkhardt, Vorl. ber die Elemente der Diff.- und Integralr., 
1907. Nernst-Schoenflies, Hinf. in die math. Behandl. der — 
Naturw. Perry, Héhere Analysis fiir Ingenieure, 1910. Green- 
hill, Differential- and Integralcalculus, 1896. 


§ 1. Infinitesimale Gréfen. 


Eine Verinderliche, die bei einem bestimmten Grenzproze8 
den Grenzwert Null hat, heiBt wnendlich klein oder infinitesimal. 
Zwei unendlich kleine GréBen a und 8 heiBen von derselben 


Ordnung, wenn lim * einen endlichen, von Null verschiedenen 
Wert besitzt. Ist aber lim =O so nennt man @ von hoéherer 
Ordnung, ist lim = oo, so nennt man a von niedrigerer Ord- 


nung als B. 
Ist 6 von héherer Ordnung als a und existiert eine posi- 


tive Zahl m derart, da® lim e einen endlichen von Null ver- 


schiedenen Wert besitzt, so sagt man, B sei von der Ordnung n 
in beeug auf ow. Nicht immer 1&Bt sich eine derartige Zahl n 


finden. So ist z. B., wenn 6 = ist: 


log « 
BO fir »<0 
; ae) Ota ee 1 

Eine infinitesimale GréBe bleibt infinitesimal von derselben 
Ordnung, wenn sie mit einer endlichen von Null verschiedenen 
GréBe multipliziert wird. 

Zwei infinitesimale GréBen von gleicher Ordnung unter- 


lim 
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_ Scheiden sich im allgemeinen um eine Infinitesimale derselben 
_ Ordnung; nur wenn ihr Verhiltnis den Grenzwert 1 besitzt, 
unterscheiden sie sich um eine Infinitesimale von héherer Ordnung. 

Der Grenzwert des Verhdltnisses von zwei infinitesimalen 
Groen dndert sich nicht, wenn man zu ihnen Infinitesimale 
hoherer Ordnung hinzufiigt. 

Die algebraische Summe einer endlichen Anzahl von Infini- 
tesimalen ist wieder infinitesimal, und ihre Ordnung ist mindestens 
gleich der niedrigsten in der Summe vorkommenden Ordnung. 

Das Produkt von zwei infinitesimalen Gréfen w und, die 
in bezug auf eine dritte Infinitesimale y von den Ordnungen 
m und m, sind, ist infinitesimal von der Ordnung m +n in 
bezug auf y. 


§ 2. Begriff und Existenz des Differentialquotienten. 


Wenn y a (x) eine Funktion der reellen Verinderlichen x 
ist und man dem «z einen beliebigen Zuwachs 4x = /h gibt, so 
erfahrt im allgemeinen auch y einen Zuwachs, der Ay sei. 


Die Grenze des Verhiltnisses & fiir 4x2 =O oder 


; h=0 
heiBt, wenn sie existiert und unabhingig ist von der Art und Weise, 
in der 4x nach Null konvergiert, die Derivierte (Ableitung) der 
Funktion im Punkt x. Sie wird durch f’() oder y’ bezeichnet. 

Ein infinitesimaler, im tibrigen aber beliebiger Zuwachs der 
unabhangigen Variablen x heiBt Differential von x und wird 
mit dem Symbol da bezeichnet. 

Differential der Funktion y von x heiBt das Produkt aus 
der Ableitung von y mit dem Differential der unabhingigen Va- 
riablen (Cauchy, Exerc. d’anal. et de phys. 3, 7 ff. (1844)). 
Man bezeichnet es mit dy, und es ist also 


dy = f (x) +da. 
Man schreibt deshalb auch die Derivierte 


und nennt sie den Differentialquotienten der Funktion y nach Le 
Ist f’(x) stetig, so wnterscheidet sich das Differential der Funktion 
wm Unendlichkleine hiherer Ordnung von dem Zuwachs, den die 
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Funktion erfihrt, wenn man der unabhingigen Variablen den 
Zuwachs du gibt. 

Es kann vorkommen, daB das Verhiltnis ay verschiedene 
Grenzwerte besitzt, je nachdem 4x von der positiven oder nega- 
tiven Seite her die Grenze mull erreicht; alsdann spricht man 
von der Derivierten zur Rechten und der zur Limken von «. 
(Vorwdrts und riickwaris*genommener Differentialquotient.) Unter- 
scheidet man noch genauer zwischen oberer und uwnterer Grenze _ 
(vgl. Kap. I, § 10), so hat man vier Derivierte zu betrachten. » 
Nur wenn diese vier Grenzwerte einander gleich sind, nennt 
man die Funktion differenzierbar. 

Allgemeine notwendige und hinreichende Kriterien far die 
Differenzierbarkeit einer Funktion lassen sich nicht angeben. 
Sie ist, wenn sie vorhanden ist, ebenso eine fundamentale Eigen- 
schaft der Funktion wie etwa die Stetigkeit. Notwendige Be- 
dingung fir die Hxistenz einer Ableitung in einem Punkt 2 
ist jedenfalls, daB die Funktion in diesem Punkte stetig und in 
ihm und seiner Umgebung endlich ist, aber es ist nicht, wie 
man frither glaubte, jede stetige Funktion auch differenzierbar. 
Kin von Ampere, J. é. pol. 13, 148 (1806) versuchter Beweis 
dieser Behauptung ist nicht stichhaltig (vgl. Du Bois-Rey- 
mond, Journ. f. Math. 79, 28 (1875)). Das erste Beispiel 
einer ‘stetigen und trotzdem in unendlich vielen Punkten nicht 
differenzierbaren Funktion hat Riemann in seiner 1854 ver- 
faBten, aber erst 1867 veréffentlichten Habilitationsschrift ge- 
geben. (Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine 
trigonometrische Reihe. Werke 2. Aufl. S. 266.) Diese Funktion 
entsteht durch Integration der Funktion 


AO pate 
a= 

wobei das Zeichen (z), sobald ¢ in der Mitte zwischen zwei 
ganzen Zahlen liegt, den Wert null, sonst aber den Uberschu8 
von g tiber die ndchste ganze Zahl bedeutet. Das von Riemann 
angegebene Beispiel ftihrte Hankel zu dem sogenannten Kon- 
densationsprinzip, “mit dessen Hilfe man, wenn eine Funktion 
mit einer Singularitét in einem Punkt gegeben ist, eine andere 
Funktion bilden kann, welche dieselbe Singularitét in unendlich 
vielen Punkten besitzt. (Hankel, Untersuchungen wb. die un- 
endlich oft oszillierenden und umstetigen Funktionen, Tiibingen 
1870; Math. Ann. 20, 63 (1882).) Auf Grund dieses Prinzips 
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lassen sich Funktionen bilden, die in unendlich vielen (aber 
nicht in allen) Punkten eines Intervalls keine Derivierte haben. 
_ Vgil. Dini, Theorie d. Fumkt. einer reellen Grope, Leipzig 1892, 
S. 157 ff. Einfacher und weiter tragend ist ein von G. Cantor 
(Math. Ann. 19, 588 (1882)) angegebenes Kondensationsprinzip. 
(Dini, a. a. O. S. 188 ff.) Viele Literaturangaben bei Jourdain, 
_ The development of the theory of transfinite nwmbers, Arch. f. 
Maih. u. Phys. (3) 10 (1906). 

Das bekannteste Beispiel einer stetigen nirgends diffcren- 
zierbaren Funktion gab WeierstraB in seinen Vorlesungen; 
es wurde zuerst verdffentlicht von Du Bois-Reymond, Journ. 
f. Math. 79, 29 (1875).- Vgl. Wiener, Journ. f. Math. 90, 
221 (1881), Weierstra8, Funktionenlehre 1886, S. 100, und 
die besonders anschauliche Darstellung bei F. Klein, Anw. d. 
Diff. u. Integralr. auf Geometrie. Autographiertes Vorlesungsheft 
1901. Die Funktion lautet: 


Py = > atcos (bore), 
n=0 


worin @ zwischen 0 und 1, b eine ungrade ganze Zahl und 
ab >1+ 3m ist. Sehr allgemeine Funktionen von derselben 
Eigenschaft, die die WeierstraBsche Funktion als speziellen 
Fall enthalten, hat Dini (a.a.0. S. 218 ff.) aufgestellt.. Vel. 
Lerch, Journ. f. Math. 108, 126 (1888). Von weiteren Ar- 
beiten iiber stetige nicht differenzierbare Funktionen seien ge- 
nannt H. A. Schwarz, Ges. Abhandl. 2, 269, Darboux, Ann. 
éc. norm. (2), 4, 57 (1875), Steinitz, Math. Ann. 52, 58 
(1899), H. v. Koch, Acta math. 30, 145 (1907), Landsberg, 
Math. Ver. 17, 46 (1908), Faber, Math. Ann. 66, 81 (1908). 
Kipcke (Math. Ann. 34, 161 (1889) und 35, 104 (1890)) hat 
gezeigt, daB eine Funktion in jedem endlichen Intervall un- 
endlich viele Oszillationen haben und doch differenzierbar sein 
kann. Vgl. Schoenflies, Math. Ann. 564, 553 (1901) und 
desselben Verf. Bericht sib. die Mengenlehre, Math. Ver. 8, 161 ff. 
Man sieht daraus, daB die Higenschaft der Stetigkeit und Diffe- 
renzierbarkeit noch nicht ausreicht, um eine Funktion y = f(x) 
als eine gewdhnliche (reguldre) Funktion zu kennzeichnen, d. h. 
eine solche, die sich geometrisch durch eine gewoéhnliche kon- 
tinuierliche Kurve veranschaulichen 1éBt, wenn man 2%, y als 
rechtwinklige Punktkoordinaten deutet. Hine derartige Funktion 
mu8 nimlich jedenfalls auch abteilungsweise monoton sein, d. h. 
sie darf in jedem endlichen Intervall nur eine endliche Anzahl 
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Maxima und Minima besitzen. Diese Eigenschaft machte sich 
zum ersten Mal geltend in der Arbeit von Dirichlet tiber die 
Theorie der Fourierschen Reihe (Journ. f. Math. 4 (1829), 
Werke, 1, 1381. Vgl. Du Bois-Reymond, Journ. f. Math. 
79, 33 (1875)). Uber die sonstigen Bedingungen, die eine re- 
gulire Funktion erfiillen muB, vgl. etwa die erwahnte Vor- 
lesung von F. Klein. Entsprechend dem geometrischen Ursprung 
des Funktionsbegriffes hat man friiher (bis zur Aufstellung des 
allgemeinsten Dirichletschen Funktionsbegriffs (Kap. I, § 9, 
vgl. Hankel, Math. Ann. 20, 67 (1870)) einer ,,stetigen“ Funk- 
tion stillschweigend die Eigenschaften einer reguldren Funktion 
zugeschrieben, und es soll auch im folgenden, wo nichts anderes 
ausdriicklich bemerkt ist, unter einer ,,Funktion“ schlechthin 
immer eine regulire Funktion verstanden werden. Wir kénnen 
dann diesen Paragraphen mit dem folgenden Satz schlieBen: 
Stellt man die Funktion y = f(x) geometrisch. durch eine Kurve 


dar, so gibt der Differentialquotient = =f’ («) die trigonome- 


trische Tangente des Winkels an, den die Kurventangente im 
Punkte (x, y) mit der positiven Richtung der x-Achse bildet. 


§ 3. Grundregeln fiir die Differentiation entwickelter 
Funktionen einer Verinderlichen. 


1. Der Differentialquotient einer Konstanten ist Null. 

2. Der Differentialquotient einer algebraischen Summe von 
Funktionen ist gleich der algebraischen Summe der Differential- 
quotrenten der einzelnen Funktionen. i 

Kine in einem Intervall konvergente unendliche Reihe von 
Funktionen 


F@) =A£@+4@ +h@ + 


heiBt gliedweise differenzierbar, wenn die aus den Derivierteu 
der einzelnen Funktionen gebildete Reihe konvergiert und als 
Summe die Derivierte von F(a) ergibt. Es gilt der Satz: 

3. Eine konvergente unendliche Reithe von Funktionen ist 
qliedweise differenzierbar, wenn die einzelnen Derivierten  stetig 
sind und die aus ihnen gebildete Reihe gleichmafig konvergiert. 

Insbesondere liBt sich eine Potenzreihe fiir jeden Wert der 
Variablen, bei dem sie konvergiert, beliebig oft gliedweise diffe- 
renzieren. a 
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4. Der Differentialquotient eines Produkts aus einer Kon- 
‘stanten mit einer Funktion ist gleich dem Produkt der Konstanten 
mit dem Differentialquoticnten der Funktion: 


d(ay)__ dy 
“da ~ “da? 
wenn a konstant. 
5. Kin Produkt von zwei Funktionen wird differentiiert. . 
indem man jede Funktion mit der Derivierten der andern multi- 
pliziert und die erhaitenen Produkte addiert: 


(uv) = uv’ + ow. 


6. Den Differentialquotienten eines Produktes von mehr als 
zwei Funktionen findet man am besten nach der folgenden Formel 
(logarithmische Differentiation) : 


, 


ey 


(Uy thes eth) = by My” 
Uy an Us Ld Up 


Uy Ug vos Up 


7. Die Deriwvierte cines Quotienten von zwei Funktionen ist: 


e) vw — uv 


v yw 


: 8. Ist «= p(y) die inverse Funktion von y = f(x), so ist 
der Differentialquotient von x nach y der reziproke Wert des 
Differentialquotienten von y nach x: 


, 1 
Pw) = Fe 


9. Sehr oft kann man eine Funktion y = F(x) nur diffe- 
rentiieren, indem man sie als (einfachere) Funktion f(z) einer 
anderen Funktion z= (x) auffaBt, also y=/f(p(a)). Man 
nennt dann 2 Zwischenvariable und hat den Satz: 

Man findet den Differentialquotienten von y nach x, imdem 
man zuniichst y nach z differentiiert und mit dem Differential- 
quotienten der Zwischenvariablen multipliziert: 

dy dy dz 
da dz da 

10. Wir stellen hier die elementaren Funktionen und ihre 
Differentialquotienten zusammen: 
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: = 27", y = nar—* 
y= & Ne 
y = a*, y= “Ina 
7 i 
yf ATs UM soley 
y=sing, y= cose 
y = cosa, y = — sing 
; 
4 1 
y =ctea, y ~ ~ sin? a 
: —1<ar<4i 
y=aresing, y= aS Be: 
yi-w g<SI< TS 
7 —~it<r< $1 
y = arc cos @, ay rm | O<y¥<n 
, 1 = 
ae MNS Mah 8 locates 
: 1 
y=arceetgr, y= — 1+ 2? 


§ 4. Differentialquotienten héherer Ordnung von 
Funktionen einer Veranderlichen. 


Wiederholt man an der Derivierten von y die Operation 
des Differentiierens und fahrt so fort (vorausgesetzt, daB man 
immer differentiierbare Funktionen hat), so erhalt man die Diffe- 
rentialquotienten 2%, 3'°*, ... Ordnung oder die zweiten, dritten. 

. Derivicrten. Man schreibt sie 


w" att [Bre 
y =f" (@)= re 


yf = f(a , = — 
und allgemein — 


y= fo (x) == 
Ks ist also das n® pee der Funktion y: 
dy = f(a) (dx)", 


i 
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unter der Voraussetzung, dap man das erste Differential dx der 
-umabhingigen Verdnderlichen x als unabhingig von dieser Ver- 
dnderlichen annimmt. (Vgl. Cesaro, Lehrbuch der algebr. Ana- 
lysis und Infinitesimalrechnung, 1904, 8S. 494.) 

Hine Funktion, von der man Differentialquotienten be- 
liebiger Ordnung bilden kann, heiBt wnbeschrdnkt differentiierbar. 
(Vgl. das Referat von Pringsheim tiber die Grundlagen der 
allgemeinen Funktionenlehre in der Encykl. 2,23.) Besitzt f(a) 
an der Stelle «=a Differentialquotienten bis zur n°" Ordnung 
von suture GréBe, so ist f(a) der Grenzwert des Verhilt- 


nisses oe » 

der uation f(a) fir 2 ='a: 

A" f(a) = f(a+nh) — 3) fat m—Ik) + G)F@+m—2)h) 
Sedat rath) 4 3) f(a) 

verstanden wird. Der umgekehrte Satz ist nicht richtig, d. h. 

es kann der Grenzwert existieren, ohne daB die mn Derivierte 

f(a) existiert. (Vgl. Harnack, Math. Ann. 23, 260 (1884), 


Stolz, Grundz. d. Diff.- u. Int.-Rechnung, Leipzig 1893, 1, 93.) 
Sind x und y Funktionen einer unabhingigen Verdnder- . 


fir lim h = 0, wenn unter 4”f(a) die n Differenz 


lichen t und werden ihre Derivierten nach t mit aw, a”, ..., 
y,¥y ,--- bezeichnet, so sind die Derivierten von y nach x: 
dy _ yY By _ vy’ —ye" 
da «x? da xe ’ 
dy x (x y” — y ce ES 3 x" (a'y” ied yx’) : 
Ga as 


Schon Leibniz hat fiir die n” Derivierte eines Produkts 
von zwei Funktionen die Formel 


(uv) = uly + (2) ul" D of + (2) uP —Do” fe + uv) 
gegeben. 

Uber die allgemeine Theorie der hdheren Differential- 

quotienten und ihre Literatur vgl. den Artikel von VoB in der 


Enzykl. 2, 87. 
Als Beispiele fiir héhere Differentialquotienten rao fol- 


gende angefiihrt werden: 


ae.) =m(m—1)...(m—n-+1)a™-*; 


Stine n 
ad oa = sin(o +), ad SL fe s(x +" “). 


daz” aa” 
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n 
Be (e** cos bx) = r”e** cos (bx + n@), 


se (e** sin bx) = r"e*” sin (bu + n@), 


worin r= Va? + 6? und @ = aretg ist. 


Ist f(~) = ax? + 2bx + eine quadratische Funktion mit 
a(ax*®+2bx2-+ ¢) 


der Diskriminante 4 = b? — ac und wird <a by eee 
ee =1—wu=v gesetzt, so ist 
pat)! =2u(2n—2)...(Q4—an-+2) SIE p (8 Pg nd 
—24(24—1)...@u—n-+1) S257 w(—3,—"S, sm) 


wobei die F’ abbrechende hypergeometrische Reihen in der Be- 
zeichnung von GauB bedeuten. Die erste Formel bei Schlé- 
milch, Ubungsb. 5. Aufl. Leipzig 1904, 1, 52; die zweite 
fiir »=—+4 bei Hermite, Cours danalyse 1873, p. 310, 
fiir dasselbe uw und f (2) = 1— 2? schon bei Euler, jPer calc. 
diff. 1755, p. 150. 

Fir n=x—1, w=x*—4 erhalt man 


caf (opr PES Na poy ors 


dx*—> 


a“ -% 


und dies geht fiir f(~) = 1— 2? in eine Formel von Jacobi 


tiber: 

a eye 1-8-5--:2x%—2t- . 

ina ee Oe eB age or = (— 1)" 1 —— sin (x are cos). 
Fit w= —4 bzw. w= liefert die erste bzw. zweite der 


obigen Formeln: 


ae (yrs) 7 ai FG) 
— f(a = 2-4-6. an 4B, (4), 


worin P, die (auch oft mit X, bezeiehnete) einfache Kugelfunktion, — 


3 
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auch Legendresches Polynom genannt, bedeutet. Zur ersten Formel 
_vgl.Thomsonu. Tait, Natural philos., deutsche Ausg.1871, 1,175. 


Die letzte Formel ist fiir f(x) = #?— 1, also 4 = 1, i= = = 2 


von Rodrigues, Corr. d. I’éc. polyt. 3 (1816), 375 sofanden 
worden. Uber Verallgemeinerungen dieser Formel durch Jacobi, 
Heine, Hermite u. a. vgl. Burkhardt, Bericht wber Entwickl. 
nach oseill Funktionen, Math.-Ver. 10, g 84 und 85. 

Uber die Ausdehnung des Begriffs der héheren Differential- 
 quotienten auf nicht panzzahlige » (Differentiationen zu be- 
~ lhebigem Index), die schon von Leibniz, Joh. Bernoulli und 
Euler ins Auge gefaBt wurde, vegl. hep aa cs J. €c. polyt. 
21, 24, 25 (1832/36), Riemann, Werke, S. 332, Lindner, 
Berl. Math. Ges. 7, 77 (1908) (Arch. Math. u. Phys. (3) 13 
-(1908)). 


§ 5. Differentiation von Funktionen mehrerer Verdnder- 
lichen, von zusammengesetzten und unentwickelten 
Funktionen einer Veranderlichen. 


Kine Funktion f(a, y, z,-..) von mehreren Veriinderlichen 
kann man hinsichtlich jeder einzelnen Variablen differentiieren, 
indem man die anderen Variablen als konstant ansieht. Man 
erhalt dann die particllen Derivierten (Differentialquotienten) 


erster Ordnung nach x, y, 2,... und bezeichnet sie durch 
e., se, at ... oder f,, fy, f,,--. Weitere or pameaee : 
liefern die partiellen Derivierten zweiter Ordnung he 
Soho ois snes OGCr fey ays tynr lyr - +2 SW: Es _ besteht 


der fundamentale Satz von der Umkehrbarkeit der Differen- 
tiationsordnung, daB namlich 
of a of 
Oxdy dyd« 
ist. Hinreichende Voraussetzungen dabei sind, daB die beiden 
partiellen Ableitungen 1. Ordnung und eine Ableitung 2. Ordnung 
vorhanden und stetig sind; es kann auch fiir eime Ableitung 
1. Ordnung die Voraussetzung der Stetigkeit enthehrt werden. 
(H. A. Schwarz, Verh. d. Schweiz. naturf. Gesellsch. 1873, 239 
od. Ges. Abh. 2,275; Timpe, Math. Ann. 65, 310 (1908), 
Prelbst auch weitere Literatur angegeben.) 
Pascal, Repertorium. L 2. Aufl. 30 
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Infolge dieses Satzes kann man die partiellen Ableitungen | 
or 

aa" dy? az’... 

Funktion von * Veriunderlichen hat 


n® Ordnung mit (2+f+y+--:=n) bezeichnen. Eine 


«(x + 1)-- a 
ita: Ab- 


leitungen n*™ Ordnung 
Die partiellen Derivierten einer homogenen Funktion 


f (@y2 %qy Ug, - =) 
von m Verdanderlichen und der Dimension m sind ebenfalls 
homogen von der Dimension m—1, und es ist nach Euler — 
(Calc. diff. a oe 


Of. : 
tga t pe tage be + ge = 
Umgekehrt ist diese @leichong notwendige und hinreichende 
Bedingung, daB die Funktion f homogen ist, und m ist dann 
ihre Dimension. Derselbe Satz liefert fiir die zweiten Derivierten 
die Beziehung 


251,26 - =m(m—1)f,  usf. 


Sind dz, dy, dz, ... Differentiale der Variablen z, y, z,..., 
so sind 


6,f = f,42, OF) ae fy, of= f, dz, 


die partiellen Differentiale der Funktion nach den einzelnen 
Verinderlichen. Ihre Summe heift das totale Differential df 
der Funktion, also 


0 
af —fhan+ Pay + Saet. 
Dieser Ausdruck ne nie auch wenn die Verinderlichen 
& y, 2... nicht alle voneinander unabhingig sind, d.h. sind - 
x, Y,2,... ihrerseits Funktionen von uw, v, w, ..., so ist 
ot au + of Lay +f Fw. = of da + OE cfg y+ ot Fae. 


Sind die ersten ae Derivierten ee ae so 
unterscheidet sich das totale Differential wm Unendlichkleine hoherer — 
Ordnung von dem Zuwachs, den die Funktion erfihrt, wenn man 
die Variablen x, y, Z2,... um dx, dy, dz, ... dndert. 

Betrachtet man da, dy, dz,... als konstant, so wird das 
totale Differential von df als totales Differential zweiter Ordnung 
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von f bezeichnet usf. Das totale Differential mn” Ordnung 
erhalt man durch die symbolische Formel 


af = [f,da}". 


Darin ist [f,dx] =f,dx2 + fay + f,dz +--+, und nach er- 
folgter Potenzierung dieses Ausdrucks ist jedes Produkt 
fee Eee ese (@+P+y+---=x) 

7 
durch die entsprechende Derivierte n‘*™ Ordnung Bee Teas 
| Oa dy? dz . 
zu ersetzen. Diese Formel setzt aber fiir n>1 die Un- 
abhdngigheit der x, y, z,... voraus. 

. Sind @, y, 2, .-- ‘Funktionen einer Verinderlichen ¢, so 
heiBt f(x, y, 2, ...) eine aus 4%, y, Z,... eusammengesetzte 
Funktion von ¢t. Man kann die Differentialquotienten der Funk- 
tion f nach ¢ aus den partiellen Derivierten von / und den 


Differentialquotienten der x, y, z,.., nach ¢ zusammensetzen. 
Es ist 

a df _ofdx , ofdy , afde Of dx 

q dt ah oy ey ae gee Ae dit ele ab 


Die zweite Derivierte ist in symbolischer Schreibweise 
af pafdx?, raf dex 
dt? Lda dt. Ee aa 
worin das erste Glied nach dem Potenzieren so, wie eben an- 
gegeben, zu behandeln und 
Of d®x ofan ,ofdy, — 
ee reid eee dy at? 3 


ist. 
Sind 2, y, 2,... unabhangige Funktionen von ebenso vielen 
anderen Variablen w, v, w, ..., so ist die Funktionaldeterminante 


_ O(eyz...) 

~ 6(uvw...) 
von Null verschieden (vgl. S. 157), und die partiellen Deri- 
vierten einer Funktion f(z, y, 2...) nach den a, y,¢... werden 
durch die nach wv, v,w... in folgender Weise ausgedriickt: 
Of _1 offyz...) of 1 O@fz...) Ofieel OUT Sed) 


0x2 J O(uvw...) a dy J dwow...)? dz TJduow..)” 


Von besonderer Wichtigkeit fiir Geometrie und mathematische 
Physik sind gewisse Verbindungen der partiellen Derivierten 
30* 
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einer Funktion, die gegentiber bestimmten Transformationen im- 
variant sind. Es seien von ihnen die Diéfferentialparameter 
1. und 2. Ordnung einer Funktion von 3 Variablen hervor- 
gehoben: 


of\?, (of\?, (af? Of Ea Ork 
(2) + (5) + Ge) 4 ae tie t ae 
die bei jeder Koordinatentransformation ungedndert bleiben. 
Vgl. Lamé, J. éc. polyt. 23, 215 (1834) und seine spateren 
Lehrbiicher z. B. Lecons s. 1. coord. curvilignes 1859. Beltrami, 
Mem. Acc. Bologna (2) 8 (1869). Die ebenfalls bereits von 
Lamé gegebene Transformation dieser Differentialausdriicke auf 
krummlinige Koordinatensysteme hat Jacobi (J. f. Math. 36, 
117 (1848)) durch Benutzung des Gau8schen Satzes iiber mehr- 
fache Integrale (vgl. Kap. VIII, § 7) sehr vereinfacht. Vgl. 
Riemann-Weber, Part. Differentialgl., Braunschweig (1900) 
1, 94. Systematisch tritt der Gesichtspunkt der Invarianz in 
den Vordergrund in der absoluten Differentialrechnung von Ricci 
und Levi-Civita, Math. Ann. 54, 125 (1901). Vgl. hierzu 
Kap. XII, § 3. 
arch eine Gleichung f(x, y) =O ist y implicit als Funk- 

tion von a gegeben und heiBt uncntwickelte Funktion. Uber den 
Beweis der Existenz der Funktion y und ihrer Derivierten, der 
fiir eine ausgedehnte Klasse von Funktionen f(x,y) zuerst von 
Cauchy gegeben wurde, vgl. etwa Osgood, Funktionentheorie 
Leipzig 1907 (Sammlung Teubner 20) 1, 48. Man findet, wenn 
f,, von Null verschieden. ist: 


y 
dy fy ty leafy’ —*heylalyttyyle 


da fy) dat Ae 


Durch m Gleichungen zwischen m-+ 1 Veranderlichen x, y,, 
Pos vse Yas 


f(@, Yo Yar +> Yn) =O §=1,2,...m, 
sind ¥,, Y,--- Y,, als unentwickelte Funktionen von 2 definiert, 
O(h fe + + fm) 


sobald die Funktionaldeterminante J = Fue nicht ver-— 


Ye - 
schwindet (vgl. 8. 157). Ihre Differentialquotienten nach « sind 
dann 


dy, 1 OG -- - tm). dy, 1 O(f fe -+- fm) 


G2 FO GYy, 2 Yah Gk a ds OYE oy, ee 
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§ 6. Rollesches Theorem. Mittelwertsitze. 
Taylorscher Lehrsatz. 


Im folgenden wird eine Funktion fiir solche Intervalle 
(a,b) der Variablen betrachtet, innerhalb deren mit Hinschlup 
dey Grenzen die Funktion stetig bleibt. 

Wenn eine Funktion einer Vuriablen an den Grenzen cines 
Initervalls gleiche Werte annimmt und innerhalb des Intervails 
tiberall eime Derivierte besitzt, so verschwindet die Derivierte 
—mindestens in ecincm Punkt innerhalb des Intervalls. Theorem 
von Rolle (fiir ganze rationale Funktionen). Vgl. 8. 338. 

Ks folgt daraus unmittelbar der Mittelwertsatz: (Lagrange, 
Theor. d. fonct. anal. 1797; 2. Aufl. 1813 § 39) Besitet f(x) 
fiir alle Werte eines Intervalls (a,b) eine Derivierte, so gibt es 
mindestens eimen Wert & der Variablen innerhalb des Intervalls, 
‘so dap be hia. oS 
=f _ pep 
_ist. Geometrisch besagt dieser Satz, daB es in jedem endlichen 
Stiick einer stetigen Kurve zu der die Endpunkte verbindenden 
Sehne mindestens eine parallele Tangente gibt. 
| Mit 6 — a=h erhidlt der Satz die Form: Es gibt eine 
Zahl & zwischen O und 1, so dap 


fath)—f(a) =hf'(a+ oh). OS b<1. 


Allgemeiner, aber ebenfalls eine direkte Folge des Rolle- 
schen Theorems ist der Satz (Genocchi-Peano, Differentialr. 
(1899), -317; der entsprechende Satz fiir »+1 Funktionen 
und ihre Derivierten bis zur » — 1" Ordnung ebenda S. 324): 

Sind die Funktionen f(v), p(x), w(x) in jedem Punkte 
eines Intervalls differentiierbar, so gibt es mindestens einen Wert & 
innerhalb des Intervalls, so da8 


f&) 9) w) 
f(@) (2) (a) |=0 
fo) 9) ¥) | 
ist. Fir w(é)=1 folgt daraus der Satz von Cauchy (Calc. 
diff. 1829, 8. 37): 
OTe 7 ©) 5, [4+ —f@ _ fer eh) 


9)—9@) 9 ® ” Ga+h—9@ Gg (a+oh)’ 
und dies liefert fiir y(w) = x den Mittelwertsatz von Lagrange. 


0<9<1, 
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Fiir eine Funktion von mehreren Verdnderlichen \autet der 
Mittelwertsatz: Besitet cine Funktion f(x,, 22, %,..-), deren 
Variablen der Reihe nach den Intervallen von a, bis a, +h, 
VON Ay bis dg + hg, von ag bis ag +h, usw. angehiren, fir alle 
Werte der Variablen innerhalb dieser Stneat: sdmiliche par- 
tiellen Derivierten 1. Ordnung, so gibt es eime Zahl zwischen 
O und 1, so daB 


f(a, + hy, Gy + hg, .--) — F(Qy, M+ --) 
0 0 
= (ugh +h, 


0x, Toe jaaaase 25 = ay} Fh 
Sehr wichtige Folgerungen aus dem Mittelwertsatz sind 
die Siitze: 
Eine Funktion, deren Derivierte innerhalb eines Intervalis 
(a, 0) einen konstanten Wert k besitet, verhdlt sich in dem ganzen 
Intervall wie eine lineare Funktion, d.h. es ist fiir axu<b: 


f(a) = f(a) + k(a — a). 


Wenn die Derivierte einer Funktion innerhalb cines Inter- 
valls bestindig Null ist, so besitet die Funktion im ganzen Inter- 
vall einen konstanten Wert. 

Uber den entsprechenden Satz fiir Derivierte 2. Ordnung 
vgl. H. A. Schwarz, J. f. Math. 72, 141 (1870) und den An- 
hang von Harnack zum 2. Bd. von ‘Serrets Diff.- u. Int.-Rech. 

Der TLaylorsche Sate (Taylor, Methodus imcrementorum 
bib) ist zuniichst eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes: 
Wenn eine Funktion f(x) im eimem Tnteroall von a bisath 
mit KinschiuB der Grenzen endlich ist und alle Differential- 
quotienten bis zur ni pers besitet, so ist 


f(a + h) = f(a) + if @) +5 5 + (a) + 


+ a a) + R,, 


wobei der Rest RK, mit Hilfe einer im ganzen Intervall end- 
lichen und differentiierbaren Funktion p(x), deren Derivierte im 
Intervall nicht verschwindet, durch die Gleichung 


p — Path) — 1—B) To 
Rk, =" GEER Late h(a + oh) 0<e<1 


bestimmt ist. 
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_ Diese sehr allgemeine Form des Restes stammt von Schlé- 
-milch (Handb. d. Diff- u. Integralr. 1847). 
Fir g(a) =(a+h—2x)? mit einem beliebigen positiven 
Exponenten p ergibt sich 


R= see ae f(a + Bh), 


und wenn man hier p=—mn oder p=1 nimmt, erhilt man 


h” 
oi f(a+9h), Lagrange, Théorie d. fonct. anal. (1797) § 40; 


h(1 poe at : 
ea f™ (a+ ¢h), Cauchy, Résumé (1823), 173. 


3 Am kiirzesten wird der Taylorsche Satz mit Hilfe der 
partiellen Integration abgeleitet (Prony 1805 nach Angabe von 
Cauchy, Résumé 1823); dabei erhilt man den Rest in exakter 
Form, d. h. ohne die unbestimmte GriéBe %, als bestimmtes 
Integral (Lagrange, Théor. d. fonct. anal.): 


a 


h 
0 


woraus sich die oben angefiihrten Ausdriicke fir FR, ableiten 
lassen. 

Der Taylorsche Satz fir a= 0, h = 2 heiBt Maclaurin- 
scher Lehrsatz. Maclaurin, Treatise of fluxions 1742, jedoch 
bereits von Taylor gegeben. 

Besitzt die im Intervall a bis a +h stetige Funktion f(x) 

1. innerhalb des Intervalls nur endliche Derivierte von be- 
liebig hoher Ordnung, und ist 

2. lim #,, = 0 fiir jedes zwischen O und 1 liegende 4, 


r= @ 


so besteht fir f(a +h) die nach Potenzen von h fortschreitende 
Taylorsche Entwicklung 


f(a + h) = f(a) + Af (@) —— Ame eet 


Diese beiden Bedingungen sind fiir das Bestehen der Ent- 
wicklung hinreichend, nicht aber — wie Lagrange (Th. d. 
fonct. chap. V, § 30) vermutete — die erste allein. Ebenso- 
wenig ist dessen Ansicht richtig, daB die Reihe, sobald sie kon- 
vergiere, den Wert f(a +h) ergebe; bereits Cauchy (Cale. 
inf. 1823, 152 u. 299) hat darauf hingewiesen, daB z. B. in 
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der (reellen) Umgebung von x= 0 die Funktionen f(x) und 
1 


f(a) +e * die gleiche Taylorentwicklung besitzen. Uber- 
zeugendere Beispiele bei du Bois-Reymond, Math. Ann. 21, 
114 (1876) und Pringsheim, Minch. Ber. (1892), 211 oder 
Math. Ann. 42,.153 (1893). Die abschlieBende Arbeit von 
Pringsheim, Math. Ann. 44, 57 (1894) gibt die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funk- 
tion durch die Taylorsche Reihe, wobei die erste Bedingung 
im wesentlichen bestehen bleibt, wahrend die zweite Bedingung 
durch die weniger umfassende ersetzt werden kann, dap mit 
wachsendem n das Cauchysche Restglied fiir alle in Betracht 
kommenden Werte von ® gleichmifig gegen Null konvergiert. 
Vgl. hierzu Pascal, Esercizi e note critiche di calc. mfinit. — 
(1895), 176 ff, W. H. Young, Quart. Journ. 40, 157 (1909). 

Eine erschépfende Behandlung der Taylorschen Reihe er- 
fordert die Heranziehung komplexer Werte der Variablen und ~ 
‘ist Sache der Funktionentheorie (s. 4.) 

Eine eingehende Darstellung der Geschichte des Taylor- 
schen Satzes hat Pringsheim, Bibl. Math. (3) 1, 433 (1900) 
gegeben. 

Fir Funktionen mehrerer Verdnderlichen lautet der Taylor- 
sche Satz: Besitet eine Funktion f(x,, %,%_ ...), deren Variable 
der Reihe nach den Intervallen (a,, a, +h), (dg, dg + hg), 
(a,, ds +h) usw. angehdren, fiir alle Werte ‘der Variablen 
innerhalb dieser Intervalle sdmtliche Derivierten bis zur n®" Ord- 
nung, so ist in symbolischer Schreibweise 


f(a + hy, @y + hg, ++) = F(Qy, @,°**) 


of 1 of i 7) f73 1 ofyr-1 
+ [hae] +ailtael +Hl*gel + t+@oalte) | Be 
Reebok é of of : 
Darin ist [r =| mers + hg bas +-::+-, und die Potenzen : 
dieses Ausdruckes sind in derselben Weise zu behandeln wie 
im vorigen Paragraphen; das Restglied R, kann man in ver- 
schiedener Form geben, am einfachsten: 


Ri= wile fo (0<#<1). 
bisa t ' 1 
Uy = Ag+ Tho 
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_§7. Grenzwerte von Ausdriicken in unbestimmter Form. 


Kine Funktion von der Form F(z) = a) erscheint wn- 


bestimmt, wenn fiir «=a entweder beide Funktionen f(x) und 
g(a) Null oder -beide unendlich werden. Unter dem Wert der 
Funktion F(a) an dieser Stelle versteht’ man den Grenzwert, 
- wenn ein solcher existiert, den der Quotient fiir « = a besitzt. 
Die Funktionen f(x) und y(x) mégen in der Umgebung von a 
stetig und differentiierbar sein. Dann gelten die Sitze: 

1. Wenn f(x) und g(a) fiir x=a stetig sind und dort 


_ verschuinden, so ist 
Mae im 
xer=a y (x) z=a? (x) 


2. Wenn f(a) und (a) fir « =a unendlich werden, wenn 
_ferner p(x) an dieser Stelle von Null verschieden ist und in 
_ der Umgebung das Vorzeichen nicht undert, so ist ebenfalls 


sm £2) tim FO). 
eae PION Beer ae 


Wenn man bei Anwendung dieser Sitze wieder zu Aus- 
driicken der Form = oder = gelangt, so geht man zu hdheren 


_ Differentialquotienten weiter; es kann aber vorkommen, daB man 
mit dem Verfahren nicht zu Ende, kommt und gleichwohl ein 
_ Grenzwert fiir den Quotienten existiert. (Vgl. Pascal, Hsercizi 
e note crit. 240.) 

Der erste Satz geht auf Joh. Bernoulli (1694, Brief an 
Hospital), der zweite auf Euler (Inst. cale. diff. (1755), 738) 
zuriick. Die strenge Belandlung beginnt mit Cauchy; ab- 
schlieBend bei Stolz, Math. Ann. 14, 231 (1879). 

Andere unbestimmte Formen, wie 0 - 00, co — oo, 0°, co%, 
1° kénnen stets auf die oben behandelten zuriickgefiihrt werden. 
Die folgenden Beispiele zeigen Eigenschaften der darin ‘vor- 
kommenden Funktionen, von denen oft Gebrauch zu machen ist. 


sin & , tex 


lim 
z=0 2=0 


lim #*%e—™* == 0 -und ~ lim 
@L=0 r= oO a 


fiir jedes positive « und m. 
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Wenn sich die Funktionen f(z) und g(a) in der Um- © 
gebung von a, d.h, fir s=a-+h in Rethen nach Potenzen ~ 
von hf entwickeln lassen, so ist es oft vorteilhafter, an Stelle des 
obigen Verfahrens diese Reihenentwicklungen einzusetzen, mit 
der niedrigsten im Nenner vorkommenden Potenz von hf zu 
kiirzen und zur Grenze h = 0 itiberzugehen. 

Uber unbestimmte Ausdriicke bei Funktionen von mehreren Ver- 
4nderlichen vgl. Genoechi-Peano, Differentigir. (1899), 170 ff. 


§ 8. Wachsende und abnehmende Funktionen. 
Maxima und Minima. 


Eine Funktion f(x) heiBt im Punkte « wachsend, wenn 
sich ein Intervall, zu dem x gehGrt, angeben laBt, so daB inner- 
halb des Intervalls mit jedem 2, > auch f(z,) > f(a), da- 
gegen mit jedem x < a auch f(x) < f(x) ist; die Funktion 
heiBt abnehmend in x, wenn innerhalb eines ebensolchen Inter- 
valls mit jedem 2, >a zugleich f(7,)< f(x), dagegen mit 
jedem x) < # zugleich f(x) > f(x) ist. 

Ist f(x) positiv, so ist f(x) wachsend, ist f’(”) nega- 
tiv, so ist f(x) abnehmend. 

Wenn fiir den Wert «x alle Derivierten bis zur (n — 1) 
Ordnung verschwinden und die erste nicht verschwindende Deri- 
vierte f()(”). ungerader Ordnung ist, so ist f(~) wachsend oder 
abnehmend, je nachdem /)(x) positiv oder negativ ist. Ist 
aber f(a”) von gerader Ordnung, so nimmt die Funktion im 
Punkt x weder zu noch ab, was geometrisch durch eine zur 
x-Achse parallele Tangente gekennzeichnet ist. 

Eine Funktion f(x) hat im Punkte x ein Maximum, wenn 
die Funktionswerte an den zu x benachbarten Stellen simtlich 
kleiner als f(x) sind, d. bh. wenn sich ein Intervall, innerhalb 
dessen x liegt, angeben 1é8t, so daB fiir irgendeinen nicht mit 
x zusammenfallenden Punkt a, des Intervalls f(*,) < f(#) ist. 
Dagegen hat f(v) in x ein Minimum, wenn die Funktions- 
werte an den zu a benachbarten Stellen simtlich gréfer als 
f(z) sind, dh. wenn fir jedes nicht mit # identische 2, 
des Intervalls f(x,) > f(a) ist. Als gemeinsamer Name fir 
Maximum und Minimum hat sich die Bezeichnung Extremum 
eingebtirgert. S 

Soll f(a) im Punkt x ein Extremum haben, so muf dort 
die erste Derwierte Null und die erste nicht verschwindende 


ree» 


7 
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_ Derivierte 
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f{"(a) von gerader Ordnung sein, und zwar wird f(x) 


em Maximum oder Minimum, je nachdem f(x) einen ne- 


gativen 


oder positiven Wert hat. 


: In der Sache iibereinstimmend, bei Anwendungen manch- 
mal brauchbarer ist folgendes Kriterium: Bei einem Extremum 
von f(x) wechselt f(a) das Vorzeichen; geht es dabei (bei wachsen- 
dem x) von positiven zu negativen Werten, so hat f(x) ein Mazi- 
mum, andernfalls ein Minimum. 
Uber die Falle, in denen dieser Satz versagt, z. B. f(a) 
nicht differentiierbar, mit einseitigen Differentialquotienten u. a. 
vgl. Pascal, Esercizi etc. 215ff., Stolz, Grundz. d. Diff- u. 


Int.-Rech. 


(1893) 1, 206. 


Hine Funktion von mehreren Verdnderlichen hat an einer 
Stelle (4,,%,..-) ein Maximum oder Minimum, wenn der 
_ Wert der Funktion an dieser Stelle grdéfer oder kleiner ist als 


_ simtliche 


Funktionswerte in der Umgebung; sind also. q,, 


| B; =1,2,8...) positive GréBen und h,, h,, ... irgendwelche 
_Zahlen, die den Ungleichungen —a,;<h; >, geniigen und 


— 


Maxim 


_-nicht alle gleichzeitig Null sind, so muB bei einem 


um: — f(a, + hy, Sq + hg, ---) — F(a) %,---) <0, 


Minimum: = f(a, +14, te +e, .--) — f(a, %,---) > 9 


sein. 
Fir 


ein Extremum der Funktion. f(2,, 22,....%,) ist not- 


wendige Bedingung, daB die ersten partiellen Differentialquotienten 
sdimilich verschwinden und daB die niedrigste Ordnung, bei der 


nicht alle 
Zahl ist. 


partiellen Differentialquotienten Null sind, eine gerade 


Sei k& diese Zahl, so hingt die Entscheidung, ob ein Mazi- 
mum oder Minimum stattfindet, von dem Verhalten des im 
Taylorschen Satz auftretenden symbolischen Ausdrucks 


ab. Dies 


Peps 


er stellt eine Form Kk" Grades in h,, hg, ..., h, vor. 


Fiir solche Formen (mit geradem k) gelten die Begriffe definit, 
indefinit und semidefinit, wie sie auf 8.123 fir quadratische 
Formen erliutert sind. Ein Extremum ist sicher vorhanden, 


wenn die 
bestindig 


Form definit ist, und zwar ein Mazimum, wenn sie 
negativ, ein Minimum, wenn sie bestandig positiv ist. 


Ist F indefinit, so ist die betreffende Stelle kein Extremum der 
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Funktion. Ist aber die Form semidefinit, d. h. verschwindet sie 
fir Werte 2,,%,---,%,, die nicht alle Null sind, wahrend sie 
fir alle tibrigen Wertesysteme dasselbe Vorzeichen hat, so er- 
fordert die Entscheidung, ob ein Extremum stattfindet, spezielle 
Untersuchungen, wegen derer auf Genocchi-Peano, Differentialr., 
Scheeffer, Math. Ann. 35, 541 (1885), Stolz, Grundzige 1, 
211 ff. verwiesen sei. 

Sei nun k = 2, also migen fiir eine Stelle (a, %,..-, L_) 
alle ersten, aber nicht alle zweiten Differentialquotienten Null 
sein, so ist F' die quadratische Form 


n n 
> 2 Fada hh -> > fiabals 


3 
wenn aT a f;, gesetzt wird. Bildet man die Reihe der 
02,02, é 


Determinanten 
Keiliss = lies 
D,= fs fas fhe | firw == 1,2 
(ree 
tcc fag ES Ie 


so ist F' positw definit, wenn alle D, positiv, dagegen negativ 
definit, wenn die D, abwechselnd negativ oder positiv (mit ne- 
gativem D, = f,,) sind. 
Bei einer Funktion von zwei Variablen ist F' definit, wenn 
OL O7F Ch Se tis : : 
D, —( ) positiv ist und die Funktion be- 


. O8,702,3 OX, OX, 


2 
sitzt alsdann ein Maximum oder Minimum, je nachdem — 
1 


a2 
(und damit auch an) negativ oder positiv ist. (Lagrange, 
Misc. Taur. 1 (1759).) Ist D, <0, so ist F indefinit und kein 
Extremum vorhanden; der semidefinite Fall ist durch D, = 0 
gekennzeichnet. 

Unter cinem bedingten Maximum oder Minimum (relative 
Extreme) versteht man ein Extremum der Funktion ACY ree 
wobei zwischen den Variablen k< n Bedingungsgleichungen 
9, = 9, go = 0, =.-., po, =O zu erfiillen sind. Man fiihrt mit 
Lagrange (Th. d. fonct. 268) zweckméBig Multiplikatoren i,, 
4g, -.+, 4, ein und bildet die m Gleichungen 
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k 
of O%a __ rege 
ae +2) ee (i=1,2,... 2) 


Diese miissen im Fall eines Extremums erfiillt sein und liefern 
zusammen mit den gegebenen k Gleichungen Werte fiir x, ... %,, 
A, -».4,%. Ob aber diesen Liésungen wirklich Extreme ent- 
sprechen und welcher Art sie sind, ist durch weitere Unter- 
suchung zu entscheiden. (Vgl. Stolz, Grundziige 1, 245.) 
Diese Methode ist in der Avusgleichungsrechnung bei der Aus- 
gleichung bedingter Beobachtungen von Wichtigkeit. (Korrelaten- 
methode. GauB, Theor. comb. observ. Suppl. § 11 (1826).) 


Kapitel VILL. 


Integralrechnung. 
Von Paul Epstein in Strabburg i. E. 


§ 1. Das unbestimmte Integral. Definition und 
allgemeine Siatze. 2 
Die Integralrechnung geht davon aus, daB eine gegebene 
Funktion aufgefaBt wird als Differentialquotient einer zu be- 
stimmenden Funktion. Ist f(a”) gegeben, so ist eine Funktion 
F(z) so zu bestimmen, dgB F’(x) = f(x) oder f(x)dx das 
Differential von F(a) ist; Man nennt dann F(a) das Integral 
von f(«) oder auch nach Lagrange (Théor. d. fonct. anal.) 
primitive Funktion von f(x) und schreibt 


F(z) = f(@) da. 
Die Funktion f(a) heiBt Integrand; dieser ist also der Differential- 
quotient des Integrals. Besitzt f(a) ein Integral F(x), so be- 
sitzt es unendlich viele, die man durch Hinzufiigen von will- 
kiirlichen Konstanten zu F(x) erhilt. Man kann daher dem 
Integral, um es viéllig festzulegen, in einem Punkt a@ einen be- 
stimmten Wert A vorschreiben; es ist dann 


J f(a) da = F(@) — F(a) + A. 

Eine mm emem Intervall stetige Funktion besitzt dort ein 
Integral, welches fiir einen Punkt a des Intervalls’ einen will- 
kiirlich vorgeschriebenen Wert A annimmt. 

Weitergehende Bedingungen fiir die Existenz eines Integrals 
kommen in der Lehre von den bestimmten Integralen zur Sprache. 

Es bestehen die allgemeinen Siatze: 

1. Einen konstanten Faktor des Integranden kann man vor 
das Integralzeichen nehmen. 

2. Das Integral aus einer Summe von Funktionen ist 
gleich der Summe der Integrale aus den einzelnen Funktionen. 

3. Eine wnendliche Rethe von stetigen Funktionen léBt sich 
in einem Intervall, in dem sie gleichmdBig konvergiert, glicdweise 
imtegricren, und die Reihe der Integrale konvergiert in demselben 


Seo 
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Tntervall ebenfalls gleichméBig. Aber auch bei nicht gleich- 
_maBiger Konvergenz kann gliedweise Integration zulassig sein. 
Vgl. Osgood, Am. Journ. 19, 155 (1894), Arzela, Rend. Acc. 
Tine. (4) 1, 321 (1885), Schoenflies, Bericht ib. die Mengen- 
lehre, Math.-Ver. 8 (1900) Kap. VII, Borel, Leg. s. 1. fonct. de 
var. réelles (1905), 45, V-itali, Rend. circ. Palermo 23, 137 
- (1907). 

Insbesondere 148t sich eine Potenzreihc, sobald sie konver- 


 giert, gliedweise integrieren. 


4. Sei f(u,v) eine aus zwei Funktionen w, v von 2% zu- 


- sammengesetzte Funktion und es sei das Integral a5 f(u, v) da 


- auszufiihren. LaBt sich nun die Integration ausfiihren, wenn 
_ man v als konstant ansieht, so mége dieses ,,partielle Integral“ mit 


: 

: 
_— 
4 


Lp nw 


ie OOEe 


bezeichnet werden. Dann ist 


ic v) dx =J rw v) dx [2 dv 
=f ro nae—f ia 


Vgl. hierzu Worpitzky, Lehrb. d. Diff- u. Int-Rech., Berlin 
1880, 73, Brendel, Math. Ann. 55, 248 u. 599 (1902), Hatzi- 
dakis, ebenda 57, 134 (1903). 

Gowolinlich erst man unter partieller Integration einen 
speziellen Fall dieses Satzes, wenn némlich f(u,v) = u-v ist. 
Dann ist 


ela =/ (2 de waz) ae, 
dw. 


oder wenn u = eign, 


ne = vw —[we' de. 


Dies Verfahren ist anzuwenden, wenn mau einen Faktor des 
Integranden als Differentialquotienten einer Funktion w erkennt. 

5. Durch Einfiihrung einer neuen .Variablen (Substitution) 
vermége der Gleichung z= w(z) verwandelt sich das Integral 


[i@az ia [rvlalv' ae. 
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Ein Integral heiBt ausfihrbar, wenn man es durch einen 
geschlossenen Ausdruck mit einer endlichen Anzahl von elemen- 
taren Funktionen darstellen kann. Man versucht es dabei mit — 
Hilfe von partieller Integration und Substitution neuer Variabler 
auf eins der folgenden Grundintegrale (bei denen die willkir- 
liche Konstante weggelassen ist) zuriickzufiihren: 


2 n+1 
foae= 25 @+-1), ft = 08 «, feane, 
[rin cde = — cos, feos ax = sina, 
[yearns ie POSE ag eee 
J Yi-w yj ita 3 


§ 2. Integration wichtiger Klassen von Funktionen. 
I. Integration rationaler Funktionen. Um eine rationale 


Funktion mo bei der man P(x) von niedrigerem Grad als 
Q(x) voraussetzen darf, zu integrieren, zerlegt man sie in 
Partialbriiche (s. Algebra 8. 262). Es treten dann fir jede Wurzel 


a der Gleichung Q(«) = 0 Integrale von folgendem Typus auf: 


ee AU) 
und 


= — —— -—--——  («>1). 


(2 —a)” tr ee a) 


Unter diesen Wurzeln kénnen auch komplexe sein; wenn aber | 
Q(x) nur reelle Koeffizienten hat, sind die komplexen Wurzeln 
paarweise konjugicrt, und die zwei derartigen Wurzeln a + 16 
und «—if entsprechenden Integrale lassen sich zu solchen 
vom Typus 


A@—a)+B tes SNSy - 
eon 21 Bs dz = AlogY(« — a)? + p? + vp are tg = 


und Ax+ B 
7 ada (x >1 
i (a? + 2px+ 4)” ) 
zusammenfassen, wobei (2 — a)? + B® = aw? + 2px+q ist. Die © 
letzteren Integrale werden durch partielle Integration auf solche 
von niedrigerem Exponenten » zuriickgefiihrt. Setzt man naém- 


lich lace J, und p?— q= A, so ist 
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Axt+B A ’ 
eg : B~Ap)J, 
ie ret a ; 2 — He Lapetai PI. 


1 x + p 

tes “Ea (CRATE Tae iE Js] 
Man hat demnach den Satz: Das Integral einer rationalen Funk- 
tion besteht im allgemeinen aus einem rationalen und einem tran- 
szendenten Teil. Der rationale Bestandteil riihrt von den mehr- 
fachen Wurzeln von Q(x) =0 her. In dem transzendenten Teil 
treten folgende Funktionen auf: 
| 1) fiir jede reclle Wurzel a von Q(x) =0 die Funktion 
log (a — a), 
2) fiir jedes Paar konjugiert komplexer Wurzeln a + 18 die 
Funktionen log ((2 — a)? + 87) und are tg Bae 


Die Berechnung des rationalen Teils kann auf rationalem 
_Wege ohne Kenntnis der Wurzeln ge wenn man die Zerlegung 


f A “ 
_ ae eae aes 


azugrunde legt. Darin ist 
Q1(2) = (@ — BY — YE. (a Eglo, 


wenn 3 ...&, die mehrfachen Wurzeln von Q(x) =O und 
€,.--@, ihre Multiplizititen bedeuten, und daher auch Q,(«) der 
Baas. ‘gemeinsame Teiler von Q(x) und seiner Derivierten. (Vgl. 
Baltzer, Leipz. Ber. (1873), 535, Hermite, Cours d’anal. (1873), 
265, Stolz Grundziige 1, 285.) 

I. Integrale algebraischer Funktionen. Durch eine Gleichung 


fo(a)y™ + f,(a)y™ 2 +---+ f,,(%) = 9, 


deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von % sind, wird 
y als algebraische Funktion von «x definiert. Jede in # und y 
rationale Funktion R(x, y) ist ebenfalls algebraische Funktion 
von x und die Gesamtheit dieser Funktionen bildet eine Klasse 
oder einen Kérper algebraischer Funktionen. (Weber, Algebra 


1, 491.) Die Integrale solcher Funktionen f- R(a, y) dx heiBen 


Abelsche Integrale. Zur Kiassifikation der algebraischen Funk- 

tionen und ihrer Integrale dient der Begriff des Geschiechis. Es 

wird am anschaulichsten geometrisch definiert. Jeder Funktion 

der Klasse entspricht eine algebraische Kurve und ist » ihre 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 31 
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Ordnung, @ die Anzahl ihrer Doppel- und Riickkehrpunkte, so — 
ist das Geschlecht p = 4(n —1)(n— 2)—d eine fiir alle 
Kurvyen der Klasse konstante Zahl. Ist das Geschlecht 
Null, so lassen sich die Koordinaten eines jeden Kurven- 
punktes als rationale Funktionen eines Parameters ¢ darstellen — 
(rationalisieren), und die Kurve ist eine rationale oder wnikur- 
sale Kurve. (Clebsch, J. f. Math. 64, 43 (1864), Cayley, 
Lond. Math. Soc. 1865 Okt.). Folglich kann jedes Abelsche 
Integral vom Geschlecht p = 0 auf das Integral ciner rationalen 
Funktion zuriickgefiihrt und mithin durch elementare Funktionen 
ausgedriickt werden. Dagegen sind die Integrale von alge- 
braischen Funktionen, deren Geschlecht p > 0 ist, nicht aus- 
fiihrbar und fiihren zu neuen Transzendenten; ihre Theorie wird 
eingehend in den Kapiteln 18, 19 und 20 behandelt. 

Die einfachsten algebraischen Funktionen vom Greschlecht 
Null werden durch eine quadratische Gleichung erzeugt, deren 
Diskriminante eine lineare oder quadratische Funktion von «x ist. — 
Man kann ohne Beschrénkung der Allgemetnheit eine reine 
quadratische Gleichung, also die Funktion y= Va2?+2ba+c 
zugrunde legen.') Die hieraus entspringende Klasse algebraischer 
Funktionen R(z,y) kann auf unendlich viele Arten rationali- — 
siert werden. Ist naémlich ax? + 2ba+4+c=f(x) und set fiir 
irgendein «= & der Wert von y =n, also 1? = f(&), so ist 


ang OP, ye 


eine rationale Parameterdarstellung von x und y. Es wird also durch 


eine Substitution (1) jedes Integral der Klasse fi R(a, y)da in 


das Integral einer rationalen Funktion tibergefiihrt. Dabei wird 
dz = — a dt, und nach Ausfiihrung der Integration ist 
Pas Ue th ay 6) 2, 
Se Sena Pa =i 
vorkommenden Gréfen reell, so JéBt sich § immer so wihlen, 
daB auch die Substitution (1) reell ist. i 

Sind a, 8 die Nullpunkte der Funktion f(x), also f(x) = 
a(x — a) (#—) und nimmt man § =a, so liefert (1) die ein- 
fachste Parameterdarstellung 


zu setzen. Sind alle im Integranden’ 


peor oan 
1) Ist y= Vaxr+b (oaer allgemein y =s/: ot HF so nimmt — 
: cx ) a 


man in den Integralen | R(x,y)dx einfach y als Integrationevariable. i 
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und es ist 


Als wichtige Beispiele dieser Integrale seien die folgenden 
angefiihrt, wobei f(z) =az?+2br4+c, A=bd? — ac, 
p(x, §) = axé + b(a + £) + ist: 


dix 
= i6 b 
| v5 = pqs (ae +0 + Vare)), a>0 
arc sin ~ eure 


1 
= g eVect ae eee 


Lact Be ) ie va = are eee a<0 


: dz : 
ee ee lag 2 is ~ + VIF 7@) 
f= 8) VF@) Pe : f(é)>0 


a<0 


VAs a— § 
= are sin BAIS ; 
= fé) (@—é)Va 


‘ear = Ve) 
(@—£)Vf(@) (@—§)VA’ 
wenn /(é) = 0 ist. 

Auf das erste und die beiden letzten Integrale lassen sich 
alle Integrale der Klasse durch Partialbruchzerlegung zuriick- 
fiihren. Vgl. die auf Weierstra8 zuriickgehende Darstellung 
bei Stolz, Grundziige 1, 312; 2, 126, sowie die fiir die all- 
gemeine Theorie der Abelschen Integrale grundlegende Ab- 
handlung von Aronhold, J. f. Math. 61, 95 (1863). 

Das zuletzt angefiihrte Integral ist eine algcbraische Funk- 
tion und zwar von derselben Klasse wie der Integrand. Das 
entspricht einem allgemeinen Satz von Abel, J. f. Math. 4, 264. 
Vgl. Laplace, Z'héor. anal. d. probabilités 3. éd. (1820) S. 7, 
Liouville, J. éc. polyt. 14, 149. 

Ein Integral von der Form [2?(aa! + b)'dx=J(p,q,r), in 
lem p, 4,7 rationale Zahlen sind, heiBt ein binomischcs Intcgral. 
Es kénnen dabei py und q als ganzc Zahlen vorausgesetzt werden, 
was nOtigenfalls durch eine Substitution x = y” erreicht wird, 
md tiberdies darf q als positiv angenommen werden. 

31* 


f(§)<0. 
Dagegen 
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Ein binomischcs Integral ist in den folgenden Fdllen aus- — 


pti ye we 


fihrbar: 1. wenn r, 2. wenn geet 3. wenn 3 


+r eine 


ganze Zahl ist. 


In den beiden letzten Fillen wird das Integral durch die. 
Substitution aa? +b—=y bezw. a+ ba-%=y in das Integral 
einer rationalen Funktion tibergefiihrt. (Newton 1676. Opuscula 
1, 335.) Tschebyscheff (J. d. math. 18, 87 (1853)) hat be- 
wiesen, da8 diese Falle die einzigen sind, in denen sich das 
binomische Integral auf algebraische und logarithmische Funk- 
tionen zuriickfiihren 1aBt. .: 

Jedes binomische Integral kann auf ein solches reduziert 
werden, bei dem O< r <1 ist und p und g ganze Zahlen sind, 
so daB O<p<gq. Dazu dienen die durch partielle Integration 
gewonnenen Formeln: 


p+i 
(QS + r) I(p, q, 7) ae : (ast + b) + br I (p, a r—1), 


Gate 
Gt: ao r)aJ(p, 1) = a > (ax? + by tt 
1 
_ (ee — 1)bI(p —G]@7"). 
Ill. Die Integration transzendenter Fumktionen sucht man 
durch geeignete Substitutionen auf diejenige von rationalen — 


Funktionen zuriickzufihren. Das gelingt in folgenden Fallen, 
wobei # das Zeichen fiir eine rationale Funktion bedeutet. 


y if R(e*")dax durch die Substitution e*7 = y, also dz = ate 


Hierher gehdren Integrale, wie: 


: in bar — bcos by 
fe sin bx ax = oe, 


ae —, par 2008 ba + bsin ba 
fe cos bada =e Me are 


2. f R(sin x, cos x)dx durch die Substitution tg > =y, also 
. 2Qy 1—y? _ 2dy | 


So ist z. B. 
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[ dz x ax C4 x 

| Bowvete®, Jets were +4), 
ax 

(=e ati log tg (F += =), 


worin 4 = are tg 2 


me dz 1 /b 
Srmrpeme- 75 tg (V » ten), 
ip dx eee Va+Votga 

a 


acos?x —bsin?x 2V/ab log Va—YVobtge 
Auf die letzten Integrale werden 


2 by 
a(5) 
aE paws ree pape eT Ee eco 
(a + b) cos*= + (a —d) sin? > 


- dx e 

a+bcosa-+csing 

d(x —i) Boi ey res Ree c 
aabintoe(e-=0) (r=Vo +c’, 1 = are tg 5) 


wariickgefihrt. 

_ Die Integrale von der Form fein 2 cos" daz werden durch 
Substitutionen, wie sin x = y oder tg x =.z, in binomische Inte- 
grale verwandelt. Auch kann man, wenn m-+™m nicht Null 
ist, durch die Formeln 


- m+ n—1 
i sin x cos x ,n—t1 A & 
_f sin” x cost adm SB” eee" ey nod sin™ x cos”~?adx 


m+n m+n 
___ sin™~" « cos 2 -m—— ol bea 
Eig Sy aa fRS* fein x cos* ada 
die Exponenten im Integranden auf Werte zwischen — 1 und 
+ 1 reduzieren. 

3. Bedeutet P ein Polynom und sind a, B,... wu irgend- 
welche Zahlen, so ist das Integral. ef 1 Ct Arar aber eh KLE 
stets ausfiihrbar, denn es besteht aus einer endlichen Anzahl von 
Integralen der Form 


_ zahl Integrale von der Form A™ 


se 
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ew” et* dy = a les 
da" \ @ 


ye "er[1—as pees ee + 


ant) 2! a ee 


ME ne 


Ein Integral fe e*R(a)dax wird durch Partialbriiche in eine An- 


dx 


a” wxi 2erlegt, und diese 


(o— 
werden vermége der Formel 


edz Pk e ape f- edz 
(w@—a)™** m(a—a)" ™,} (~ —a)™ 


schlieBlich auf eine mit & multiplizierte rationale Funktion und 


zx 
: : d > e 
ein Aggregat von Integralen der Form A J a reduziert. Die 
letzteren lassen sich nicht durch elementare Funktionen aus- 
driicken; sie werden aber samtlich auf eine eimzige neue tran- 


szendente Funktion a - dz, den Integrallogarithmus li(e*) zuriick- 


gefiihrt. Ebenso fahren die Integrale von der Form j sina R(x)da 
cosZ , 


und ue cos «R(«)dx zu den Transzendenten ff de und us dz. 

Vgl. zu diesem Paragraphen: Hermite, Cours d’analyse 
1873, S. 261—356, Hardy, The integration of functions of a 
single variable, Cambridge tracts in Mathematics 1905. 


§ 3. Das bestimmte Integral. Definitionen. 


I. Der Ubergang vom unbestimmten zum bestimmten Inte- 
gral wird am einfachsten durch die geometrische Anschauung 
vermittelt. Nimmt man auf der Kurve y = f(a) einen festen 
Punkt mit der Abszisse «=a, so ist der Inhalt der Fliche 
von der zugehérigen Ordinate bis zu der Ordinate irgendeines 
Kurvenpunktes mit der Abszisse x eine gewisse Funktion von 
x, und man zeigt, daB der Differentialquotient dieser Funktion 
gleich der Endordinate, also gleich f(x) ist. Daraus folgt, 


daB der gesamte Flacheninhalt durch das Integral Sf@) dx 


angegeben wird, aber darin ist die Konstante so zu bestimmen, 
da8 das Integral fir « = a den Wert Null hat. Man bezeichnet 


, 
; 
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alsdann das Integral durch Jie) da, und wenn F(z) einen Wert 


_des wnbestimmten Integrals bedeutet (also SE qe (@)), so ist 


das bestimmte Integral zwischen den Grenzen a und x definiert 


durch 


a — fi@ae-F@— Fo. 


II. Zu einer anderen Definition des bestimmten Integrals 
gelangt man, wenn man den Begriff des Fldcheninhalts, der zu- 
nachst nur fiir geradlinig begrenzte Flachenstiicke Bedeutung hat, 


_ genauer zu prizisieren sucht. Hierauf beruhen die Definitionen 


von Cauchy (J. éc. pol. 19, 571 (1823)) und die umfassendere 
von Riemann (Hab. ‘Schr, Gott. 1854 = Werke, 239), namlich: 
Es sei f(x) in dem endlichen Intervall (a, b) eine begrenete 


j Funktion’). Man ees das Intervall in irgendeiner Weise in 


— Teilintervalle d,, d,,...d, und es sei x, der Wert von # an 
einer beliebigen Stelle a Teilintervalls d,. Man bildet dann 
die Summe 


JT = dy f(a) + dyf(@y) + +--+ df (2m) 


und betrachtet ihr Verhalten, wahrend man die Anzahl der 
 Teilintervalle bestindig so vermehrt, daB alle gegen Null kon- 
_vergieren. Wenn dann diese Summe einen bestimmten Grenz- 


c 


wert besitet, der unabhingig ist von der Art der Teilung des 


_ Intervalls (a, b) wnd von der Wahl der Punkte x,, so nennt 


man f(a) integrierbar, und der Grenewert heigt das bestimmte 


_ Integral von f(x) zwischen den Grenzen a und b.. Man schreibt 


Be) ffle)ax — tim [4,7(0,) + Gf) +--+ 4,f(e,)]. 


Diese Auffassung des Integrals als Grenzwert einer Summe 
ist alter als die auf der Umkehrung der Differentialrechnung 


_beruhende; sié geht allgemein auf Leibniz (Mscr. vom 29. X. 


1675) zuriick, findet sich aber in einzelnen Beispielen — ent- 
_ sprechend dem aufs Konkrete gerichteten Charakter der griechi- 
schen Mathematik, die den Begriff der Funktion nicht kannte — 


1) Fonction bornée, ad. h. die Funktion bleibt immer zwischen 
zwei endlichen Zahlen A und B. 
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bereits bei Archimedes (287—212 v. Chr.) in der Schrift tiber 


die Quadratur der Parabel und namentlich in der erst 1906 ge-— 
fundenen Abhandlung von den mechanischen Lehrsitzen (vgl. Hei- 
berg und Zeuthen, Bibl. Math. (3) 7, 321 (1907)) 

Die folgenden Sitze lassen die Tragweite und den Geltungs-~ 
bereich der Riemannschen Definition erkennen: ‘ 

1. Sei D, die Schwankung der Funktion f(x) innerhalb des 
Teilintervalls d, (vgl. 8. 34), so ist notwendige und hinreichende 
Bedingung, damit f(x) integrabel ist, da& die Summe ))d,D, 
den Grenzwert Null besitzt. 

2. Damit f(x) integrierbar ist, ist motwendig und hin- 
reichend, daB die Swmme derjenigen Teilintervalle, in denen die 
Schwankung von f(x) gréfer als eine positive Zahl ¢ ist, bei 
wachsendem n beliebig klein wird. 

3. Damit f(x) integrierbar ist, ist motwendig und hin- 


Los 


reichend, daB die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte innerhalb (a, b) 


den Inhalt Null (vgl. S. 29) besitzt. 
Insbesondere sind folgende Funktionen integrierbar: 
3 Alle innerhalb (a, b) endlichen und stetigen Funktionen. 
b) Alle innerhalb (a, b) endlichen und abteilungsweise mono- 
tonen Funktionen (vgl. Differentialrechnung § 2). 


c) Die innerhalb (a,b) endlichen Funktionen mit einer : 


endlichen Anzahl von Unstetigkeiten und diejenigen punktiert wn- — 


stetigen Funktionen (vgl. 8. 37), deren Unstetigkeitspunkte eine 


endliche Anzahl von Héufungsstellen besitzen (allgemeiner eine 


abzdhlbare Menge bilden). 
d) Diejenigen innerhalb (a,b) endlichen-und punktiert wn- 
stetigen Funktionen, bei denen die Anzahl der Spriinge, die 


gréBer. sind als eine beliebig kleine positive Zahl ¢, stets end- 
lich ist und nur bei unbeschrinkter Abnahme von « tiber jedes — 


MaB hinaus wachsen kann. 

Der Satz von Hankel (Math. Ann. 20, 92 (1870)), daB 
jede innerhalb (a, b) punktiert wnstetige Funktion dort integrier- 
bar sei, ist nicht richtig (Smith, Lond. Math. Soc. 6, 148 (1875), 
Volterra, Giorn. di Math. 19, 76 (1881)), wahrend umgekehrt 


jede integrierbare Funktion innerhalb des Integrationsintervalls — 


nur punktiert unstetig werden kann. 


4, Hine integrierbare Funktion darf man innerhalb des Inte- | 


grationsintervalls in den Punkten einer Punktmenge erster Gattung') 
beliebig abdndern, ohne da sich der Wert des Integrals dndert. 


1) d. h. eine Punktmenge mit einer endlichen Anzahl von Ab- 
leitungen (vgl. S. 28). 


2 
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_ 5. Stetige Funktionen von integrierbaren Funktionen sind 
wteder integrierbar. 
Kine unmittelbare Folge der Definition ist der Satz: Der 
6 


Te. 1 
Quotient fess af f(z) dx kann als der Grenzwert des arithme- 


a 


n 
: ; 1 
tischen Mittels — Det (a,) der n Werte der Funktion in be- 


1 
| liebigen Teilpunkten des Intervalls (a, b) angeschen werden. Uber 


die hieran ankniipfenden Niherungsmethoden zur Berechnung 
bestimmter Integrale (mechanische Quadratur) vgl. Differenzen- 


vechnung § 4. 


Von den an Riemann ankniipfenden und seine Ideen 


_ weiterfiihrenden Arbeiten seien genannt: Darboux, Amn. éc. norm. 
(2) 4, (1875), Thomae, Hinl. in d. Theor. d. best. I. (1875), 
_ Ascoli, Ace. Linc., Atti (1876), 863. Vgl. die Darstellungen 


in Dini, Grundlagen und Jordan, Cours d’analyse. 

Ill. Neuerdings ist der Integralbegriff durch Lebesgue 
bedeutend erweitert worden, und zwar auf Grund des Begriffs 
des Inhalts einer Punktmenge (S. 29). Wahrend bei Riemann 
ein Intervall (a, b) der wnabhdngigen Variablen in Teilintervalle 


_werlegt wird, zerlegt Lebesgue die Gesamtschwankung der 


Funktion innerhalb (a, b). Sei also y= f(a) eine begrenzte 
Funktion, m ihre wntere, M ihre obere Grenze innerhalb (a, b); 


 wihlt man zwischen m und M eine Reihe von wachsenden 
_ Funktionswerten, so daB 


M = Yo LY, Yn Mp1 SY, = UM 


ist, so bilden die Werte von x, fir die y, ,</f(v)<y, und 


ebenso diejenigen, fiir die y, = f(x) ist, jedesmal eine Punkt- 


menge. Wenn nun jede dieser Punktmengen mefbar ist, und 


gwar bei jeder beliebigen Wahl der Zwischenwerte y,,..-Yn_15. 


so heiBt die Funktion f(x) mefbar innerhalb (a,b). Sei nun ¢, 


der Inhalt der zu y,_, < f(") <4 gehérigen, ¢; der Inhalt der 


m y,= f(a) gehérigen Punktmenge; wenn dann die Summen 


7 n n n n 
(3). § = 24; +254 und = 26-1 +28 % 


bei unbegrenzter Vermehrung yon m unabhingig von der Wahl 


der Zwischenwerte y, zu derselben Grenze J konvergieren, 80 
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heiBt f(a) swmmierbar, und J ist das Integral von f(a) im Inter- 
vall (a,b). Es gilt der Satz: 


Damit eine begrenzte Funktion swmmierbar ist, ist not- — 


wendig und hinreichend, daB sie mefbar ist. 


Der Lebesguesche Integralbegriff ist umfassender als der — 


Riemannsche und enthalt ibn als besonderen Fall, denn der 
Begriff der mefbaren Funktionen ist weiter als der der inte- 


grierbaren. Man kennt keine begrenzte Funktion, die nicht . 


summierbar ist; insbesondere sind alle umstetigen Funktionen 
irgendeiner Baireschen Klasse (vgl. S. 37) summierbar. 
Lebesgue hat seinen Integralbegriff auch auf micht be- 


grenzte Funktionen ausgedehnt; dabei zeigt sich aber der merk- — 


wiirdige Umstand, daB es unter diesen Funktionen solche gibt, 
die im gewohnlichen Sinn intcgrierbar, aber nicht summier- 
bar sind. . 

Uber die Theorie von Lebesgue vgl. Lebesgue, Amn. 


di mat. (3) 7, 231 (1902) und dess. Verf. Leg. s. Vintégration, 
Paris 1904; Borel, Leg. s. l. fonct. de var. réelles, Paris 1905, — 


Schénflies, Entwickl. d. Lehre v. d. Punktmannigf. 2, 318 
(1908). 

Stellt man das bestimmte Integral in der Definition von 
Riemann oder Lebesgue an die pEtee der Integralrechnung, 


so wird das wnbestimmte Integral als Sie) dx, mit einer will- ; 


kiirlichen unteren Grenze a doinerte d.h. es wird das be- 


stimmte Integral als Funktion der oberen Grenze_betrachtet. 
Es bestehen die folgenden Satze, durch die der Zusammenhang 
zwischen der ersten und der Riemannscher Definition her- 
gestellt wird: 


1. Die Integralfunktion St (x) dx ist eine endliche und stetige 


Funktion von «x. 


2. Ist auch f(a) eine stetige Funktion, so besitet die Integral-— 


funktion in jedem Punkt x eine bestimmte Derivierte, deren Wert 
gleich S@) ist. 


3. Fundamentalsate der Integralrechnung. Falls die 
stetige Funktion F(x) in jedem Punkt eine bestimmte endliche — 


Derivierte f(x) besitet, so ist 


Sf) dx = F(x) — F(a). 


5 db lh Se il Le 
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Es ist aber die erste Definition des bestimmten Integrals 


nicht villig dquivalent mit der Riemannschen, denn einerseits 


gibt es Funktionen, die im Riemannschen Sinn integrabel sind, 


aber kéine primitive Funktionen besitzen, andererseits gibt es 


primitwe Funktionen, deren Derivierte nicht im Riemannschen 
Sinn integrabel sind. Vgl. Du Bois-Reymond, Math. Ann. 
16, 115 (1880), Pasch, ebenda 30, 153 (1887), Volterra, 
Giorn. di Mat. 19, 76 (1881), Scheeffer, Acta Mat. 5, 183 u. 
279 (1884), Hahn, Monatsh. f. Math. 16. 161 (1905). 

Uneigentliche bestimmte Integrale. Die Riemannsche De- 
finition versagt in folgenden Fallen: 

1. wenn f(x) im Integrationsintervall Unendlichkeitsstellen 
besitzt, 

2. wenn das Integrationsintervall unendlich grof ist. 

Wenn es nun gelingt, durch geeignete Festsetzungen das 

b 


Integral Sf@) dz auch in diesen Fallen zu definieren, so nennt 


a 
- man ein solches Integral ein wneigentliches Integral. Cauchy, . 


J. éc. polyt. 19, 572 (1823). 

Im folgenden sei a<6 vorausgesetzt, was nach dem ersten 
Satz im folgenden Paragraphen stets erreichbar ist. 
' Es mége also die Funktion f(#) in einem Punkt c des 


- Intervalls (a, 6) umendlich werden, aber in den Teilintervallen 


(a,c — 6) und (c+, b) integrierbar sein, wie Mein man auch 
die positiven Zahlen 0 und & annehmen mag; man definiert dann 


b c—0 ; b 
Si@az= lim Ji f(@) de + lim Ji f(x) de, 


vorausgesetzt, daB diese Grenzwerte existieren, endlich und wn- 
abhingig sind von der Art, wie d und & gegen Null konvergieren. — 


_ Wenn f(x) in einer endlichen Anzahl von Punkten ¢,¢... ¢, 


unendlich, im iibrigen aber integrierbar ist, so wird ebenso 


b : 4—O, C—O %— 03 b 
Paste dom tad, 


0,=0 d3=0 


- definiert. Wird f(x) in unendlich vielen Punkten von (a, b) 
mit einer endlichen Anzahl von Héufumgsstellen unendlich und 


schneidet man die Umgebungen ,, @,,.-. @, aller Hiufungs- 


stellen heraus, so zerfallt (a, b) in x + 1 Teilintervalle, deren 
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jedes nur eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen ent- — 

halt. Wenn nun auf Grund der letzten Definition das Integral — 

tiber jedes Teilintervall existiert, wie klein man auch @,,@),...@, | 

wihlen mag, so wird die Summe dieser Integrale fiir lim o,=0, — 
b 


. lim a, = O als ul f (x)da definiert. Entsprechend kann man 


a 
zu Definitionen des Integrals kommen, wenn f(z) in den Punkten 
einer Punktmenge erster Gatlung unendlich wird. (Vgl. Dini, 
Grundlagen 8. 406.) 
Es kann vorkommen, da8 im allgemeinen keine bestimmten 
b 


Grenzwerte existieren und dennoch sich fir Si f(a) da ein be- 


a 
stimmter Wert ergibt, wenn man eine Beziehung zwischen den 
gegen Null konvergierenden Gripen d und « annimmt; (Beispiel 
sei 


ef, = =Ina, wenn d=a-e). Fir den Fall eines einzigen 


| ; 
Unendlichkeitspunktes ¢ im Intervall (a, 6) nennt Cauchy den 
aus der Annahme 6 =e sich ergebenden Grenzwert, falls er 
existiert, den Hauptwert des Integrals. Auch Dirichlet hat 
- hiervon Gebrauch gemacht (Vorl. ib. bestimmte I. herausgeg. von 
Arendt 1904), jedoch ist die Notwendigkeit der Hinfihrung 
dieses Begriffes bestritten worden. (Riemann, Werke, S. 225, 
Kronecker, Vorl. ib. die Theor. d. Integrale S. 210.) 

Wird das Integrationsintervall unendlich, indem oitivOdee 
die obere oder die wntere Grenze oder beide umendlich grop 
werden, so definiert man 


© - b 
Jie) dx = Tim Jie) dz, 

1) ) 
Ji@)az lim fr(e)de, 


© 6 
St@) dx = lim Sf) da. 
ae pene 
Dabei muB im letzten Fall der Grenzwert unabhingig sein von 
der Reihenfolge und der Art des Uncndlichwerdens yon a und bd. 
Auch hier kann es vorkommen, da8 er nur unter Annahme 
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einer bestimmten Besieheng zwischen @ und 0b existiert; ins- 
+a 


Prine ist der Grenzwert lim St f(x) dz, falls er vorhanden 
a=no yy 
ist, der Hauptwert des Integrals. 

Wenn die angegebenen Grenzwerte fiir ein uneigentliches 
Integral existieren und endlich sind, so heiBt das Integral kon- 
vergent; es heiBt absolut konvergent, wenn auch das mit dem 
absoluten Wert der Funktion gebildete Integral konvergiert, be- 
dingt konvergent, wenn dies nicht der Fall ist. 

Es bestehen die Satze: 1. Ist f(z) im Endpunkt } des 
endlichen Intervalls (a, 6) unendlich, sonst aber im ganzen 
Be eteryall integrierbar, so ist zur absoluten Konvergenz von 


fie dx himreichend die Existenz einer positiven Zahl e <#1'; 
- daB eS @ — b)“f(x) existiert und endlich ist. 


2. wens unter den gleichen Voraussetzungen tiberdies f(«) 
b 


Pin (a, b) sein Zeichen nicht wechselt, so ist St@) dx sicher diver- 


a 
gent, sobald | (x — b) f(x)| im ganzen Intervall und auch fir 
x =b gréfer als emc bestimmte OVE Zahl biesbt. 5 


3. Zur absoluten Konvergenz von Ji f(a) dx ist hinreichend 


die Existenz einer Zahl « > 1, so daB lim 2! f(a) existiert und 


endlich ist. 
4. Wenn f (@) im Intervall (a, 00) sein Zeichen nicht 


: hast, so ist Sie) da sicher divergent, sobald |x f(x)| im 


“ganzen Intervall tea auch fir z= co gréfer als eme bestimmie 
positive Zahl bleidt. 

Vgl. hierzu Riemann, Werke, 229, Du Bois-Reymond, 
J. f. Math. 76, 88 (1872), Brereton Math. Ann. 3%, 591 
(1890), Dini, Grundlagen, Kap. 17 u. 18, Stolz, Grundeitge 
1, 401. Weitere Literatur bei Pascal, Esercizi e note cri- 
tiche 272. 

Durch den folgenden Satz wird fiir eine wichtige Klasse 
von Integralen die Konvergenz (nicht aber die absolute Kon- 
vergenz) gesichert: 
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es 
waz 


Ist g(a) eine Funktion von der Art, daB das Integral — 


fe p(x)dx mit unendlich wachsendem x in endlichen Grenzen 


a 
bleibt (z. B. p(x) = sin ax oder cos ax), so ist zur Konvergenz 


des Integrals / f(z) p(z) da hinreichend, da8 die Funktion f(2) 


im Integrationsintervall endlich bleibt und daB ihr absoluter 
Wert bei wachsendem x bestiindig zu Null abnimmt. 


a 
SchlieBlich sei der Satz erwahnt: Ist das Integral Sf@) dz 
; ; 


konvergent und ist 


ta a 
1. f(@) gerade Funktion, so ist | io) dz —=2 fi f(x) dx, 
—a Y 


+a 
2. f(a”) ungerade Funktion, so ist Sf (2) dz = 0. 
—a 


§ 4. -Haupteigenschaften der bestimmten Integrale. 


Die allgemeinen Sitze tiber unbestimmte Integrale (§ 1) 
sind sinngemi8 auf die bestimmten Integrale zu iibertragen. 
Dazu kommen noch folgende Sitze: 


1. Bet Vertauschung der Grenzen dndert ein bestimmtes 
Integral nur das Vorzeichen: 


Sf@) ax — — J7@) da. 


2. Gchdren a, b, ¢ oder allgemeiner a, b, c,, C,...¢, einem 
Intervall an, in dem f(a) integrierbar ist, so ist 


Sf) dx = {f(2) dx + fF) dx 


und 


Site) dx ~ (re) ax + fre) dx + M0) dx + fr(@) dx. 


Cn—1 
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3. Ist m die untere, M die obere Grenze von f(x) im 
eeeevall (a, b), so ist stets 


ng yhy frees 


oer evielae avery gia 


4. Ersier Mittelwertsate. Sind f(x) und (x) im Intervall 
3G b) integrierbar und behdlt dort (a) sein Zeichen, so ist 


mf 9(a) da z [re)e)aez u Sf (a) de. 


: “Ist f(#) stetige Funktion, so gibt es einen Funktionswert f(&) 
in einem bestimmten Punkt § des Intervalls (a, b), so da 


Jie da = f(§) Si p(x) da. 


| 

’ 

: Cauchy-Moigno, Calc. intégr. 2, 48 (1844), Dirichlet, 
Werke 1, 137. Ubertragungen auf Ponplenes CAE re 

1s J. de math (2) 3, 294 (1876) und WeierstraB (vgl. 

ae Cours d'analyse 4. éd. 1891, S. 62). 

; 5. Zweiter Mittelwertsate. Sind f (a) und g(a) im Intervall 

(a, b) "ied und ist f (@) dort monoton, so ist 


Si g(a) dx = i fs 9(a) dx + f(b) fo 9 (a) de. 


. Bonnet, J. de math. 14, 249 (1849), Du Bois-Reymond, 

“J. f. Math. 69, 81 (1869), Holder, Gott. Ane. (1894), 519, 
‘Pringsheim, Méinch. Ber. (1900), 209, G. Kewalowom 
Math. Ann. 60, 151 (1905). Eine eingehende Untersuchung 
tuber diesen Satz mit Heranziehung komplexer Gréfe enthalt 
Brunn, Beziehungen des Du Bois-Reymondschen Mittelwert- 
satzes zur Ovaltheorie 1905. 

Hinen Mittelwertsatz, der — allerdings unter spezielleren 
‘Voraussetzungen fiir die Funktionen f (z) und (x) — engere 
Grenzen liefert als der erste, hat Fejér, Math. Ann. 64, 287 
po?) gegeben. 


4 
~ 


6. Ist f(~) eine Funktion, fiir die Sie dx absolut kon- 


-vergiert, g(x, 8) éine innerhalb (a, b) stotige Funktionen von 2, 
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die dort tiberall unter einer endlichen positiven Zahl bleibt und i 
fir sa gleichméBig gegen einen endlichen Grenzwert g(x) 
b be 


konvergiert, so konvergieren auch die Integrale Si@e, s)dx 
F 


b 
and eh f(«)p(x) dx absolut, und es ist 


lim Sia) (a, 8) dx = f(x) (x) dx. 


7. Eine Funktion f(x, s) von zwei Verinderlichen sei in 
einem Bereiche (@a<4<b, p<s<q) als Funktion von ¢ 
integrierbar, als Funktion von s stetig; alsdann stellt das be- — 
stimmte Integral 


> 


sic s)dx 


eine im Intervall (, ¢) — welches auch unendlich gro8 sein kann 
— stetige Funktion von s dar. Diese Funktion kann in einem 
zum Bereich gehérigen Intervall («, 8) von s unter dem Integral- — 


8) . 


geichen imtegriert und, sobald auch in dem angegebenen 


Bereiche sietig ist, unter dem Jepuanaes nach § differentiiert — 
werden, a. h. es ist 


: ite es -f Wie s) as} ae, 


Be 8) dx fis afte, oe ee 


Sind aber die ee a und 6 ebenfalls von s abhingig, so — 
tritt an Stelle des letzten Satzes die Gleichung 


| 
£ fir, 8) de — [129 a 2 + (0,8) 5 — f(a, 8). 


_ Gu diesen Satzen vgl. Stolz, Grundziige 1, 425, Pascal, 
Esercizi e note critiche 299, Arzela, Acc. Linc. Rend. (4) 1- 
(1885) u. (5) 6, 290 (1897), Osgood, Ann. of Math. (2) 8, 
129 (1902) u. (2) 9, 119 (1908). ; 
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Simtliche Sitze dieses Paragraphen lassen sich auf wn- 
eigentliche Integrale tbertragen, wenn man nur beachtet, daB 
alle vorkommenden Integrale konvergent sein miissen. 
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Hine auch nur einigermaBen vollstindige Ubersicht der 
wichtigeren bestimmten Integrale kann hier nicht gegeben werden. 
Es sei auBer auf die bekannten Lehrbiicher der Differential- und 
Integralrechnung besonders auf die Vorlesungen von Dirichlet 
-(herausgeg. von G. F. Meyer, Leipzig 1871 und Arndt, Braun- 
schweig 1904), Kronecker (herausgeg. von Netto, Leipzig 1894) 
und Thomae (Leipzig 1908) verwiesen. Die vollstindigste Dar- 
stellung der Methoden zur Ermittlung bestimmter Integrale findet 
man bei Bierens de Haan, Exposé de la théorie... des intégr. déf., 
Amsterdam 1862, und die reichhaltigste Sammlung von solchen 
Integralen in desselben Verfassers Tables d’intégr. déf., ebd. 1858, 
2. éd. 1867. Vgl. dazu Lindman, Examen des nowv. tables ... 
de B. de H Stockholm 1891. 

= I. Als die einfachsten bestimmten Integrale sind diejenigen 

- anzusehen, bei denen die wnbestimmte Integration ausfiihrbar 
ist; man findet dann den Wert des bestimmten Integrals auf 
Grund der ersten Definition § 3. So ist 


be) 


. 1 
‘4 5 a 1 ‘ 1 

(1) feds = 725, o>-1. fudn=— i e<-t 
: 0 1 3 


- (2) fecraz=t, a>0O. 


0 
Durch n-malige Differentiation dieses Integrals nach a folgt 


: Co) 1 
: n! 
: fersraras = (— 1p f 2°" (og a)" de = anti 


0 0 
und durch Integration desselben Integrals nach a im Intervall 


G, a): © 


—2z —ar 
a daz = log a. 


0 


1 ry 


dx 1% dx  % 
(3) i EAL Od year 
0 0 
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufi. 32 
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o 1 * 
4 dx sae TE dx as, dx bate) 
” ep epee Guard is Sor rages 8 Roy 
@ : 0 i 
A 
& : 
x 4 eo)? 
(5) ff. acos?a+bsin?z oVab » 4, Db positiv. 
0 
Durch Differentiation dieses Integrals nach a und b: 
of 
oy 
oo : dx eapeaae ~ ++): 
(acoita-+ banter ~ zag la +3 
Te 
Aa b . 
zx ay 1 F Pe 
(6) at beoe ~ yqgige a? qian | 
0 
oe See b+ Vb? — a? ab 
Vo? — a? a ; 
; 
a aes b] a = b ~ 
cosnxdx wan 
(7) 1—2acosa+a? 1— aq?’ Ja}<1, 
0 3 


wan" m ganze positive Zahl, 
= Gta? (el 7 


fn<) 


(8) few cos badz = Sa 
: oo a> 0. 
—az erdis b 
= J: sin dadhed Seer Tis 


Durch Integration des ersten Integrals nach b von O bis B : 
(Euler 1781): | 


2} 


in db 
feneetitbe aa = arc tg 
x a 


Hieraus 


ind ede 
72 Sde=4+5, je nachdem b 20 


und 0 Ee: 
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oe 


cos ax sin £ 
spe eee TE 
x 
0 


=0, wenn |a|>1. 


Dirichlets diskontinuierlicher Faktor (Berl. Ber. 1839, 18 u. 
Abhandl. 1841, 61). Bereits 1811 neben anderen diskontinuier- 
_ lichen Funktionen von Fourier aus seinem Doppelintegral ab- 
- geleitet. (Theor. anal. de la chaleur No. 348.) 
Hin weiteres Beispiel einer diskontinuierlichen Funktion bietet 
das Integral, das man aus den Integralen (7) ableiten kann: 


eee. 
(9) flog (1 — 2a 00s # + a) dx = 0, wenn |a|<1, 
B'6 


= 2x log|a|, wenn |a|>1. 
Fir a= +1 ist dies gleichbedeutend mit: 


wa na 
2 oy 
Jvs sin zda = {| log cos xdz = — ae log 2. 


09 fo ee — 


a-1__ 4 ; ‘ 
epee es,, = netgan, 


Pee ee 


. . t) 

: 1 4 o a 
Seales Sr aad one Beet 
2° f i+a Ca regret? re ciaw te ese 
4 1 C) 
™ x? + a2 2? +a27% a 

F ee aber: bd 

oO . 

a" a sin a@ 
= fates - a (A ES 
0 


IL Durch partielle Integration werden z. B. die Integrale 
gefunden: : 
$2 
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0; 
ts ss au 2.4.6+.-237 
fn a) (cos x)? 41dt = 1G 8) on 
5 


mu 


; 2-4-6---9m-1-3-5---(2n—1) 
2m+1 2n Sn 
J (sina) (cos #)?"dz = iene sai ee 
0 


ma 


2 
ie - m 1-3-5---(2m —1)-1-8-5-+-(2n—1) 
| (Gn2))*(cors)tas = Fe eS 
0 
III. Die letzten Integrale gehéren, ebenso wie die folgenden, 
_der Theorie der Gammafunktion an, die in einem besonderen 
Kapitel behandelt wird. 


fevae = SVa. 
z e 


0 


Dieses wichtige Integral (Euler-1730) wird gewéhnlich nach 
Laplace (Paris. Mém. de Vacad. 1778) mit Hilfe von Doppel- — 
integralen gefunden. Hine ganz direkte Ableitung auf Grund 
der Cauchy-Riemannschen Integraldefinition bei Cesaro, 
Algebr. Analysis 699. Hine andere nach Stieltjes, ebd. 719. 
Vgl. Hermite, Cours, 4. éd. 116. 


82 


es Bi uw da 
ae Ct an Woe, ale nee a 


+o 
axt— 
Je # an V=- eo Vad. 
+0 +o 
J cos (2") da = J sin (x*) dx 


"0082 3 ‘sin 2 ed ae 
sa Ve 5 


Die letzten Sees (Euler ons sind spezielle Werte der 
Fresnelschen Integrale, die in der Beugungstheorie des Lichts 
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_ von Wichtigkeit sind. (Fresnel, CEwvres 1, 319, Verdet, 
Leg. @optique physique 1, 328, Loria, Spezielle ebene Kurven, 457.) 


shee Tai fag e '*!,  &, Vorzeichen von a. 


x sin bx : 
a gt Oe = & 7 e-19|, — s, Vorzeichen von b. 
a* + ac? 2 


IV. Durch Rethenentwicklung findet man z. B. 


Jaen fin frctore oe 


0 
1 1? 
=—ltot+ gt =>" 
Ebenso 
1 ae 1 1 Z 
ee oh Sod posal Paied BS Betas oe 
ae) PE zy Loi t @ 12? 
log x er 1 1 Uy oe 
0 


; Diese Integrale gehdren der Theorie der Riemanmschen 
_ §-Funktion an. (Vgl. Kap. XXIL) 

; Bei trigonometrischen. Funktionen: wird haufig ein un- 
endlich groBes Integrationsintervall in Teilintervalle von der 


: Lenge = oder x zerlegt, die dann mit Hilfe der Periodizitats- 


4 eigenschaften simtlich auf das Intervall (0, =) oder (0, 2) re- 


-duziert werden. So ist z. B. 


tga 1 1 1 1 1 Bi 
fe a ae 
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sin x dx ; 
1—2acosxr+a’® zx : 
4 9 

sin £ 1 1 1 1 1 ja 

or, Sagan cele (pose ee ee qd 


4 
1 sin 2 


hy 
oot 24 sae at (te 2 + zag) oe 
0 
Ed 
72 — a)’ ja|<1 


we 
“sant |¢|>1. 


Fast alle hier genannten Integrale sind von Euler ge- 
funden worden. Vegl. Afiscell. Berol. 7, 129 (1743), Petersb. — 
Akad. 1777, Pars I, 3, Opuse. anal. 2, 42 (1785) und namentlich 
Inst. cale. int. 4 (1794). Die wichtigsten Fortschritte tiber das 
yon ihm Erreichte hinaus wurden durch den Jntegralsatz von 
Cauchy erzielt, der in der Theorie der analytischen Funktionen 
zu besprechen ist. Er bietet ein hervorragendes Hilfsmittel zur 
Ermittlung von bestimmten Integralen. . 

’ Wenn ein Integral sich nicht durch einen geschlossenen 
Ausdruck aus einer endlichen Anzahl von bekannten Funktionen 
darstellen 1a8t, so definiert es eine neue transzendente Funktion, 
zu deren Berechnung man sich gewdhnlich der Reihenentwicklung - 
des Integrals bedient. Wichtige Beispiele von solchen Funk- — 
tionen werden in besonderen Kapiteln belandelt werden (ellip- — 
tische, hyperelliptische und Abelsche Integrale, Gammafunktion, 
Besselsche Funktionen). a 


§ 6. Kurvenintegrale. 
Durch zwei reelle begrenzte Funktionen der reellen Variablen¢: _ 


a=o(t), y=v(t) 
wird eine Kurve in, der xy-Ebene definiert (die natiirlich nicht — 
notwendig reguldr (Differentialrechnung § 2) 2u sein braucht). — 
‘Einem Intervall (a, 6) der Verinderlichen. ¢- entspricht ein 
Kurvensttick C. Dieses Intervall wird in irgendeiner Weise in — 
” Teilintervalle zerlegt mit den Endpunkten a, t,, t,...;t,_3,0, _ 
denen die Funktionswerte a, 2, %,-- +) %,_1) %, UNG Yo, Yyy 
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—Yay+++9Yn—1> Yn entsprechen médgen. Zwischen diesen wihlt 
_ man Werte oe Spe *) Sy.-UNd! 1, Nyy +) Yq aus, S0.daB 
ep 2) 9,2 1; < y, ist, und bildet fir irgendeine be- 
: grenzte ices PG, y) von zwei Verinderlichen die Summe 


: n 
SPE, 1,;)(@; — 2-1). Wenn diese Summe bei unendlich 
— tl 


_ wachsendem m, wihrend die Teilintervalle (¢,_,¢,) simtlich gegen 
_ Null konvergieren, einen bestimmten endlichen Grenzwert besitzt, 
so heift die Funktion P(x, y) ldngs C integrierbar, und der 
 Grenzwert heiBt das in bezug auf x ldngs C erstreckte Kurven- 
integral von P(x, y). Man schreibt es 


[Pe y)dx = lim 2'P (6, 1) (@ — %u1)- 


_ Entsprechend wird das in bezug auf y lings C erstreckte Kurven- 
integral einer Funktion Q(x, y) definiert durch 


J y) dy = Vien 3 QE 1)Y;— %-1)s 
-und man schreibt 
[re y)da + Lee yay = = (Pa + Qdy). 
Die Existenz des Kurvenintegrals hingt von der Beschaffen- 


“heit der Kurve, also vou den Funktionen (¢) und w(t), sowie 
yon der zu integrierenden Funktion ab. Es gilt: dartiber fol- 


¥ Die hier i ees durch si eae aisacschicts 
Definition der Kurvenintegrale riihrt von Heffter, Gt. Nackr. 
(1902), 115, her. Vgl. Picard, Traité d’analyse 1. éd. 1, 70, 
Jordan, Cours Wanalyse 2. éd. 1, 181, Pringsheim, Minch. 
| Ber. 25, 39 u. 295 (1895). 

4 Infolge der Voraussetzungen tiber die Funktionen p(t) und 
w(t) ist der Integrationsweg C eine stetige rektifizierbare Kurve 


4 


= 


= 1) Uber die genauere Begrenzung dieser Umgebung vgl. 
"‘Heffter, Gétt. Nachr. (1902), 120. 
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im Sinne von ©. Jordan (vgl. auch Study, Math. Ann. 47, 
313 (1896), u. Schoenflies, Hntwickl. d. Lchre v. d. Punkt- 
mannigf. 2, 246 (1908). : 
Unter engeren, aber immer noch sehr allgemeinen Annahmen 
tiber die Beschaffenheit des Integrationsweges kann man jedes — 
Kurvenintegral auf eim gewdhnliches bestimmtes Integral zurtick- 
fiihren, namlich: i 
a) Sind «= y(t) und y= y(t) im Intervall (a,b) mono- — 
tone Funktionen und ergeben sich durch Elimination von ¢ die 
Gleichungen y = f(x), « = g(y), so ist 
(b) a (b) : 
| PC y)da = [Pe feds, ‘[Q, y)dy = {ew y) dy. 
/ (a) yw (a) 
os g(t) und w(t) een: monoton, so lassen sich die 
Kurvenintegrale aus einer endlichen Anzahl solcher gewéhnlichen 
Integrale zusammensetzen. - 
b) Besitzen p(t) und w(¢) im Intervall (a,b) stetige Ab- — 
leatungen, so ist 


tH) 
| P@ 9) da =f PO, vO)9 Oat; 
C a 


[Oe aay = foo, vow Oat. 


1. Fundamentalsatz der Integralrechnung fiir Kurvenintegrale. _ 
Ist eine Funktion F(x, y) nebst ihren ersten <Ableitungen ea 
und i lings der Kurve C und in ihrer Umgebung eindeutig 


und stetig und sind F(a) und F'(b) die Funktionswerte in den : 
Endpunkten des Intervalls (a, b), so ist 


Jar- Jet) F(b) — F(a). 


Insbesondere ist lings einer geschlossenen Kurve Jar dF = 0, 


und wenn die Funktion F' und ihre ersten Abletemeentt in einem — 
zusammenhingenden Bereich eindeutig und stetig sind, so ist — 
ein zwischen zwei festen Punkten des Bereichs genommenes — 


Kurvenintegral ue ak’ unabhingig vom Integrationsweg, solange : 
dieser den Bereich nirgends verl&Bt. : 
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2. Sind P(x, y) in eimem zusammenhdngenden Bereich cin- 
— deutig und stetig und ist das von einem festen Punkt (a, Yo) 


bis zum Punkt (x, y) erstreckte Integral [(Pae + Qdy) = F(z, y) 
6 


in diesem Bereich unabhingig vom Weg, so ist F dort peeds: 
__ stetige Funktion von x, y, und es ist P(a,y) = a Q(x, y) = 


also Pdx + Qdy das vollstindige Differential von F. 
Von gréBter Bedeutung ist die Umkehrung dieses Satzes: 


3a. Es seien die Funktionen P(x, y) und Q(a, y), sowie die 
oY 


1 
_ Ableitungen = und Be in einem Bereiche eindeutig und stetig; 


damit dann das zwischen zwei Punkten des Bercichs genomm 


Kurvenintegral J (Pdz + Qdy) vom Integrationsweg unabhiingyg 


ist, solange sie den Bereich Mrneads verlapt, ist notwendig und 
himreichend, daB 


ist. 

Dieser Satz, der sich schon bei Clairaut, TZhcorie de la 
figure de la terre (1743) findet (vgl. Stackel, Bibl. math. (8) 
2, 111 (1901)), bildet die Grundlage des Cauchyschen. Satzes 
in der Lehre von den analytischen Funktionen und ist unter 
_ den angegebenen Voraussetzungen von Cauchy, C. R. 23, 251 
: 1846), bewiesen worden. Es hat aber Goursat, Amer. Trans. 
1, 14 (1900), gezeigt, daB es nicht notwendig ist, die Stetigkeit 
E der Ableitungen a und ae sondern nur ihre Hxistenz voraus- 
gusetzen. Hieran kniipfen die neueren Untersuchungen tiber diesen 
Satz an, von denen Heffter, Gott. Nachr. (1903), 312 und 
 Pringsheim, Miinch. Ber. 33 (1903), 674 als abschlieBend 
- bezeichnet werden kénnen. 

Gewéhnlich wird der Satz in folgender Form ausgesprochen: 
3b. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Be- 
 dingung a _ = = 0 notwendig und hinreichend, damit das 
tiber irgendeine geschlossene Kurve des Bereichs genommene 


~ Integral (eae + Qdy) = 0 ist. 
é 
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§ 7. Mehrfache Titegeale. 


Ein durch eine regulére geschlossene Kurve begrenztes 
Gebiet T der xy-Ebene werde irgendwie in m Teilgebiete 


d,, d,...d, zerlegt und in jedem Teilgebiet d; werde ein 


n 


es 
> 


we 


Pankt (2, y;) angenommen. Bildet man dann far eine im — 


ganzen Gebiet stetige Funktion f(z, y) die Summe 3)4,f(#;, y;) 
i=1 


und vermehrt die Anzahl m der Teilgebiete unbegrenzt, wahrend — 


diese gleichzeitig nach allen Seiten hin unendlich klein werden, 


so besitzt die Summe einen bestimmten, von der Art der Ein- Ss 


teilung und der Wahl der Punkte (2,, y;) unabhingigen Grenzwert, 
‘den man als das iiber das Gebiet T erstreckte Doppelintegral 


Ste yaa dy 


bezeichnet. Die seivenerae riihrt her von einer Finteilung _ 


des Gebiets in rechteckige Elemente durch zwei Systeme von : 


Parallelen zu den Koordinatenachsen. Vgl. hierzu die sehr an- 
schauliche Darstellung von Wehér, Arch. “Mathew: Phys. (3) 15, 
289 (1909). 

Man kann die Definition des Doppelintegrals auch auf den 


ig 


Fall ausdehnen, daB die Funktion f(z, y) innerhalb 7’ linien- F 
weise unstetig dee in einzelnen Punkten unendlich wird oder — 


daB der Bereich J sich ins Unendliche erstreckt. Uber die 
strenge Begriindung der Lehre von den Doppelintegralen vgl. 


Arzela, Bologna Mem. (5) 2, 133 (1892), de la Vallée- — 


Poussin, J.d. math. (4) 8, 400 (1892), ebd. (5) 5, 202 (1899), — 
Jordan, Cours d’anal. 1, (1893), Pringsheim, Miinch. Ber. 
28, 69 (1898). ebd. 29, 1, 

Rreud. Monatsh. f. Math. 18,- 29 (1907). 


1899), Stolz, Grundztige 3 (1899), — 


Roometrech bedeutet z= f(x, y) eine Fldche, und das © 
Doppelintegral gibt das Volumen des geraden Zylinders, der — 
durch diese Fliche und durch das Gebiet 7 in der xy-Ebene © 


begrenzt ist. Denkt man sich Z so mit Masse belegt, daB 


f(a, y) die Dichtigkeit an der Stelle (2, y) angibt, so bedeutet 
; 


das Doppelintegral die Gesamtmasse der Beleguug ven T, 


Das Integrationsgebiet. 7’ kann durch eine Ungleichung yon 


der Form g(a, y) <0 charakterisiert werden, und’ wir kéunen 4 


annehmen, daf die Begrenzungslinie g(a, 4 y) = 0 durch jede — 


Parallele zu den Achsen héchstens in zwei Punkten getroffen — 


4 


a 


wird (andernfalls wird man 7 in eine endliche Anzahl von der- 
artigen Bereichen zerlegen kénnen); dann wird die Kurve von — 


einer Parallelen mit der Abszisse x in zwei Punkten mit den 


_ Ordinaten Y, = 9, (£) und y, = g(x) und von einer Parallelen 
_ mit der Ordinate y in zwei Punkten mit den Abszissen +, = w, (y) 
und 2, = w,(y) geschnitten, und wenn x zwischen a und b, y 
_ gwischen ¢ und d variieren kann, so kann man das Doppel- 
integral auf zweifache Weise durch zwei aufeinanderfolgende ein- 
_ fache Integrationen ausdriicken, namlich 


= > 92(2) 
St y)da dy - fre y) dy \da 
a Qe 


. a ~ ; . 
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@ -Wy(y) 
= f(a, y) dx |\dy. 
Wy (y) 


Als besonderer Fall ist hierin der Satz von der Vertauschbarkeit 
der Integrationen enthalten, wenn némlich J ein Rechteck ist, 
dessen Seiten zu den Achsen parallel sind, also tiberall p,(x) =c, 
G(x) = d, w,(y) =a, ¥,(y) =. Nimmt man als Bereich T 
ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten y=0, 
&%=G4, y=, so erhaélt man eine Formel von Dirichlet 


’ 
: 
: 
a « Fy a a E 
S\ Ste y) dy |dx ={{ fre, y) dz|dy. 
§ 0 0 v0 y 
Ebenso wie iiber einen ebenen Bereich kann man auch 
ti definieren, die iiber ein Gebiet 7 einer krwmmen Ober- 


fiche erstreckt sind. Ist f eine Funktion des Ortes auf der 
'Fléche, do das Oberfiachenelement, so kann ein solches Ober- 


flachenintegral durch fi fdo bezeichnet werden. Die Oberfliche 


r 
kann durch drei Gleichungen mit zwei Parametern 
: a2=a2(u,v), y=y(u,v), 2=2(u,») 
_ dargestellt werden und der Bereich 7 ist dann durch eine Un- 


_ gleichung von der Form 9(u,w) <0 gegeben. Nach den Grund- 
_formeln der Flachentheorie ist das Oberflichenelement do = 


VEG — F*dudv, worin E, F, G die Fundamentalgrépe erster 


© BBG) PD ¢- DG) 


_bedeuten,. und es wird damit das Oberflichenintegral auf ein 
_ Doppelintegral: 


a. 
<r 
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Jfao =f fF v) VEG — F*du dv 
2 


zuruckgefithrt. B 
Entsprechend wie bei den Doppelintegralen verfahrt man, — 
um viclfache Integrale zu definieren. So stellt sich das drei- 


fache Integral 
SSS re Y, Z) dudy dz =f tav 
V 


dar als Grenzwert einer Summe, erstreckt iiber die Elemente dv 
eines allseitig begrenzten Raumteils V, jedes Element multipli- 
ziert mit dem Wert der Funktion f (4%; Y, r) in einem zum © 
Element gehérigen Punkt. Die Auswertung eines solchen Inte- 
grals kann durch drei aufeinanderfolgende einfache Integrationen 
geschehen. Fir ein n-faches Integral 


Wea ice Degg tnig Hg Ry OMe aon Oe 
v 


wird ein endlicher Bereich V einer m-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit durch eine Ungleichung g(z,, x,,...,) <0 ab- 
gegrenzt und in entsprechender Weise tiber simtliche Elemente 
des Bereichs summiert. 

EKinfiihrung von neuen Variablen in. mehrfache Integrale. 
Treten an Stelle der Variablen x,, 2,,...,%, in einem »-fachen 
Integral neue durch die Gleichungen 2,=,(Y; 5 Yo 5+) Yq) @=LB--9 > 
so daB jedem Wertesystem (x,, %,...,,,) ein bestimmtes Werte- 
system (Y,, Ye,---+)Y,) eindeutig zugeordnet.ist und umgekehrt, 
so ist 


SS SPC tty) de d= [fof P10, D | dy + Bqs 


und darin bedeutet D die Fumktionaldeterminante (vgl. S. 156): 
— O(®y Ly ++ Fn). 
Os Yo +++ Yn) 
Sie mu8, damit die Variablen y,...y, voneinander unabhingig — 
sind, von Null verschieden sein. Fir‘ Doppelintegrale bereits — 
bei Euler, Nowi Comm. Petrop. 14, 72 (1769), fiir dreifache 
Integrale Lagrange, Nouv. Mém. Berlin (1773), 125, all- 
gemein Jacobi, J. f. Math. 12, 38 (1833). : 
Von gré8ter Bedeutung, namentlich fir Funktionentheorie 
und mathematische Physik sind die Sitze, durch welche es még- 
lich wird, an Stelle von Integrationen tiber einen ganzen Bereich — 
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_ ‘nur solche tiber die Begrenzwng auszufiihren. (Gau8, Theoria 
attract. corp. sphaeroid. (1813), § 9.) 

. 1. Satz von Gauf. (Allgem. Lehrs. tiber ... Anziehungskr. 
(1840), § 24. Ostwalds Klassiker No. 2.) 

Es seien A, B, C innerhalb eines endlichen Raumes V ein- 
déutige stetige Funktionen von 2, y, 2; der Raum V sei be- 
grenzt von der Oberfliche 7 mit dem Fliachenelement do und 
cosa, cosB, cosy seien die Richtungskosinus der ins Inuere von 
V gerichteten Flichennormale; dann_ist 


ep fa ee a 


% 


—— f(A cos «+ B cos 6 + C008 y) do. 
r 


Auf die Ebene tbertragen gibt dieser Satz die Transformation 
eines Integrals iiber eine ebene Fldche F' in ein Integral tiber 
die Randkurve C, namlich fir zwei Funktionen P(#,y) und 


OGY) 
IPG ~ Baca —— forse + 000, 


_ Auf diesem Satz beruhen die alteren Beweise fiir die Sitze 1, 
- 2 und 3 in § 6. 
a Es ist nach (1) das tiber die geschlossenc Oberfliche 7 ge- 
_ nommene Integral auf der rechten Seite stets gleich Null, sobald 
4m ganzen Innern von V 
GAy- OB} OC 
ist, und diese Bedingung ist notwendig und hinreichend, damit 
das iiber irgendein Fldchenstiick F im Innern von V erstreckte 
Integral nur abhingig ist von der Randkurve C des Stiickes. 
(Ubertragung von Satz 3 in § 6 auf den Raum. Picard, 
| ‘Traité danalyse 1, 114.) Dies kommt zum Ausdruck durch den 
2. Satz von Stokes. (Cambridge Univ. calend. 1854.) 
Wird . 
pk 0g aR Ce CNS oP cQ 

COR ey’ Se Cie 2s SEE: 
_ gesetzt, so ist die Bedingung (2) erfiillt, und umgekehrt lassen 
sich bei Bestehen der Gleichung. (2) immer drei derartige 
Funktionen P, Q, FR finden. Hs ist dann 


ve 
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[emer Har 
= ~ [vas + Qdy + Rdz). 
3. Sate von Green (J. f. Math. 44, 360 (1828)). 
Setzt man in (1) 
Amos, BaoSt, C=eZ, 
so erhalt man 
[GEES + G5 ay + EE) & + fosvae 
v 
(4) =— 9 [52 cos « + SY cos 8 + 5% 00s 7 |do 
: T 
= — J a do, 
wobei 4y den Differentialparameter eee +25 = +5 es und ay 


den Differentialquotienten lings der ins inane von V gerichteten 


Flachennormale bedeutet. Durch Vertauschung von go und wp — 


und Subtraktion folgt daraus der Satz: 


[(se— vap)ae= — | ( (oS — vf) ao. 


Im weiteren Sinne bezeichnet man als Greensche Sutze 


Formeln vom gleichen Charakter, wie (4) und (5), in denen 


an Stelle des Differentialparameters allgemeinere Differential- 


ausdriicke 2. Ordnung auftreten. Vgl. die Ausfiihrungen tiber 


Randwertaufgaben in Kap. XIV. 


Kapitel IX. 


Differenzenrechnung. 
Von H. E. Timerding in Braunschweig. 


§ 1. Differenzen. 


Die Differenzenrechnung ist die Zwillingsschwester der Dif- 
- ferentialrechnung. Die Entdecker der letzteren, Leibniz und 
. Newton, haben gleichzeitig auch zuerst das Wesen und den 
: methodischen Charakter der ersteren erkannt. (Vgl. Cantor, 
_ Gesch. d. Math. 3 (1898) S. 37, 358 und Zeuthen, Gesch. d. 
Math. im XVI. u. XVII. Jahrh.) Als eigentlicher Begriinder 
der Differenzenrechnung hat Newton zu gelten, der zu ihrer 
"Entwicklung in einer kleinen, 1711 erschienenen Schrift Me- 
_thodus differentialis den Grund legte. (Diese Schrift ist wieder- 
- abgedruckt in den Opuscula math. yon Newton 1744 und steht 
in der Ausgabe von Horsley (1779) in Bd. 1, 8. 519.) Als 
das erste Lehrbuch ist anzuseheh Brook Taylor’s Methodus in- 
_ crementorum directa et inversa, London 1715, dem 1730 Stir- 
lings Methodus differentialis folgte. Eine eriere methodische 
_ Ausgestaltung hat die Differenzenrechnung in Eulers Institutiones 
- calculi differentialis, Petersburg 1755, erfahren. 
= Die Differenzenrechnung setzt eine tabellarisch gegebene 
3 Funktion voraus, d.h. man nimmt an, die Werte der Funktion 
} f(2) seien fiir eine Reihe von Werten des Argumentes x, die 
in den gleichen Abstinden h aufeinander folgen, bekannt. Dann 


_sebreibt man: 
Af(@)=f(@ +h) —f@) 


ia bezeichnet dies als die erste Differenz der Funktion f(z). 
‘Verfihrt man mit der ersten Differenz ebenso wie vorher mit der 
Funktion selbst, so erhilt man die zweite Differenz A® f(x) usw- 
Allgemein ist: 


.% A f(2) = A"-*f(@ +b) —A"-4F (2), 
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und man findet: 
A™+* f(x) = A™A*f(a).. 


Bezeichnet man der Ktirze halber die Werte | ze 


ly kg th- XM +2h... & nh 
mit 

Lo x, oo) Seis C5 
go wird: 


A*f (2%) = f (&) — (7) f@a—1) + (3) f@r-2) — 2 LF]. 


Mit Hilfe der sukzessiven Differenzen fiir den Wert des 
Argumentes x, kann man den Funktionswert fiir 2, folgender- 
maBen ausdriicken: 


Fed) = He) + (2) BG) + (2) BAP) +o + ON) 
oder symbolisch: 4 
f (t,) = (1 + A)" F(@)- 


Die Differenz einer ganzen Funktion von 2 ist eine ganze 
Funktion, deren Grad um 1 niedriger ist. Die n®* Differenz 
einer ganzen Funktion n®" Grades ist somit eine Konstan 
und zwar wird, wenn 


f(a) = aya" + a,a*-*+--- 
ungenommen wird: 
A* f(a) =n! ay +h". 
Insbesondere ergibt sich: 
Ax(a—h)(a—2h)...(a—nh)=(n+1)h-a(a—h)...(a—(m— i, 


auBerdem die von Nicole (Hist. de V Acad. des Sciences de Paris, 
Année 1717, p. 7) gefundene Formel: . 


1 1 iat 

Die NG Lane SCRE CEI | Po LE (e+ mh) a 
Die Differenzen der Exponentialfunktion sind dem Funktions- 
werte proportional. Es wird: 4 


A” a® = (a* — 1)"- a?” 
Fiir die Kreisfunktionen findet man: 
é ne | ge ole 
A* sin u = (2 sin | h) - sin (u + > (x + i)), 


A* cos u — (2 sinh)" cos (u + = (w + h)). 
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; Es gelten die allgemeinen Regeln: 
q iS Acf(a) =cAf(a) @= const), 
4 A[p(x) + v(a)] = Ay(a) + Av), 

Alo (2) + ¥(2)] = 9(2) -Av(z) + ve +h) - Ag). 

Allgemein wird fir «+ nh=4z,: 
Arlo (2)-¥@)]=9(@,) A°v@) + (7) Av @—A) - A*-*9(@) 
+ (2) Ato(e,— 28) Ar ty(e) +--+ AXe(@)-(@). 


_ Die Differenzen werden zu den Differentialquotienten in Be- 
zichung gesetzt durch folgende. Formel: 
iA" f hos Am hop) (a) afi oe An nerf” (a) + Ant Ed (iat che) (é), 


wo § einen Wert zwischen x und x + nh bedeutet, ferner 


IE 2 


' Fug = FO) 

| da 

und (far u > m) 

L es ie Crema) oA (erm 1 

ee et ee ater. 


A 1 ‘ 

: ail — (i) = + (3) (m2) a] 
gesetzt ist, Umgekehrt wird: 

wm FO (ce) = BMA" f(a) +--+ BLAf (a) + Bettynttfe+9 (6), 


Hierin ist wieder ein Wert zwischen x und a + nh, und es ist: 
ES 
I eae eg ty eb ed) 
bi js é 
: Bi = [Fa ( Prot ae )} =0 
Die Koeffizienten A‘ und Bo, kann man auch durch die Reihen- 
entwicklungen festlegen: 
(e* on 1% a= 7 ed Nie = A eae + natal 

[log (1+ m= Beem + Battery. 
Daraus folgt die nachstehende symbolische Schreibweise der 
bigen Gleichungen: 


A" f(a) = {e? —1}" F(a), oe oe (Me Ct" Fe). 


Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 


33 


514 Kapitel IX. Differenzenrechnung. ; 
4 

Die Gleichungen sind so zu verstehen, daB der symbolische 
Faktor von f (a) auf der rechten Seite nach Potenzen von D, 
resp. A entwickelt und hierauf 


Dt . f(x) = or, At - f(x) = AK f(z) 


gesetzt werden mu8. 

Mit Hilfe dieser symbolischen Schreibweise kann man leicht 
eine Formel geben, die es gestattet, von den fiir ein Intervall h 
gebildeten Differenzen A“f(x) zu den fiir ein anderes Intervall 
h, gebildeten Differenzen A’ f(x) tiberzugehen. Diese Formel 
lautet: ae 


Arf(2) = [41 +) — 17" 70). 


§ 2. Interpolation. 


Die Aufgabe der rationalen Interpolation verlangt zunichst, _ 
eine rationale, insbesondere eine ganze Funktion f(a) so zu be-— 
stimmen, daB sie fiir gewisse Werte des Argumentes f 


Ly Hy Xy. .. L, : 

vorgegebene Werte : 

Yor Ys +--+ Yn s 

annimmt. Es sind zwei verschiedene Liésungsformen dieser Auf-— 

gabe zu unterscheiden, die Lagrangesche und die Newtonsche ~ 
Die Lagrangesche Formel erhilt man, wenn man 


p(x) = (w — %)(@ — %)...(@— 4%), E 3 

d i 

gy’ («,,) = [SS 9 (2) wn Eu He) pH pm 1)" pH 43) +p 
setzt, in der Gestalt: 5 
oa 9 @) . 

f (2) ae ; “e,) ee a 


end 


Die Newtonsche Formel lautet in der Fassung, die ihr 
GauB gegeben hat: ; E 


£(&) = Y + (@ — 2p) [aq 21] + (@ — 2%) (@ — &,) [2p , %] 


Ora. easy. + (@ — &%) (@ — 2%) (@ — my) [9 @, Hy 3] + °° % 
Hierbei ist: : ® 


i alas 


Be i 


i Wg; rae he 
Wy ~— wo, [24 ty] As — Wy 


a me al (em) [2 ap ay] = [iy Wy|—- [my Hy) 


iZ Wy — By Ly — a, - 
. w ads —— 
[5 Hy Hy Hy] = [eas Sa) = Bil 
67) ) 


2 Newtonsche Formel hat den Vorzug, daB man bei 
abine neuer gegebener Grifen nur neve Glieder hinzu- 
eg braucht, obne die vorhergehenden tndern zu miissen. 
Di "weitere Aufgabe ist nun die, von einer bestimmten 
ion F(z), deren Werte fiir eine Reihe yon Arguinenten- 
rten gegeben sind, die Werte flir alle Argumentenwerte eines 
vissen Bereiches nuherungsweise zu ermitteln. Die vorstehend 
: aa ganzen Funktionen f(x) sind dann als Niherungs- 
formeln fir die Funktion F(z) anzusehen, und es wird somit: 


S _ Pa) =f(2)+ BR, 


E 4 
on Korrektionsglied bedeutet. Nach Cauchy, ©. R. 11 if 

640) 787, Awores (1) 5, 422, hat man zu setzen: a 
3 : (@ — 4) (@ ~%) »- (@ — Fn) ping) xh 
kara ered Aad OF ag 
weun & einen Wert zwischen z, und x, bedeutet. pe 
Fir den besonders wichtigen Pall, daB die Werte der Argu- ta 

e, fir welche die Funktionswerte gegeben sind, in gleichen er: 
yallen Wy aufeinander folgen, also von der Form sind: ae 
Ug, ig +h, bgt 2h... to+ nh, 7 


h dis Newtonsche Formel tiber in: 
=a) +=," aa Ae DLE) 4 Em oe Ly —h) A’ See te 


~~ 


e — By) — % —hi)- — By — (n—A) hi) A” f (£5) 
$ Ee ee 


Lm ty + ht 


* 
A 


11% + ht) = g(t), f (29) = 9(9) = Yos 


es shy, + ‘ee G—) pty we GE A yy 4-7. 


Pa 
ee 
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Diese Funktion nimmt fiir 
te OS 1 Zo 2. 


die verlangten Werte an, und so wird die Newtonsche Formel 
gewohnlich gegeben. ; 


Durch griéBere Symmetrie ausgezeichnet ist die Formel, die “ 
dazu dient, die Werte der Funktion in der Umgebung einer be- — 
stimmten Stelle zu bestimmen und die Stirlingsche Formel 


genannt wird, obwohl sie in einem yon Newtan gegebenen — 


Satze (Methodus differentialis, Prop. III) bereits enthalten ist. 


Wir nehmen auch die Werte des Argumentes f=—1,—2... 


hinzu und stellen die folgende Tabelle auf: 


Arg. Fkt. ' Differenzen : 
$a fey I 1 See eae Ey Vv VI 


ae wi Ay Aiy A*ys INS), 
ay, | Ais | any | Atv | acgs | AQds 
1 1 Ay, | 4.9% 4 Aty | A 2 : 
2 y % A*y Yo 
3 2 Ay, | 1 
Ys ! 


Setzen. wir dann noch in leicht verstandlicher Symbolik: 


$(Ax, + Ay) = Aj, 4(A°g, + A®G,) = A*F, .-., 


so wird die Stirlingsche Formel, indem 1 einen Wert zwischen _ 


—4 und + 4 bedeutet: 
9(0) =H + Ay, +5; Ata, + SEITE sy, 


4+ Dee Darzi 42)(¢ + ai — 1(te= arg, E 


Die wichtigste Literatur tiber Interpolation sei im folgenden 
zusammengestellt: Lagrange, Sur les interpolations, Ciuvres 4, — 
535; Sur une méthode partic. d’approximation, Ciuvres 5, 517; — 


i 


Mém. sur la méthode d’interpolation, Cures 5, 663; Sur une — 
nouvelle espéce de calcul, Cewres 3, 441. GauB, Theoria inter- 
polationis, Werke 3, 265. Encke, Uber Interpolation, Berl. — 
astron. Jahrbuch 1830; Uber mechanische Quadratur, ebenda — 


1837, 1862; Ges. Abh. 1, 1, 21, 61. Cauchy, Mem. sur Vin- 


terpolation, J. de math. 2 (1837) 193. F. Neumann, Astr. Nachr. 


16 (1838) 313. Villarceau, Add. a la Connaiss. des Temps — 
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1852, p. 129. Genocchi, Amn. di mat. (1) 6 (1864). Tsche- 
byscheff, Petersburg. Mém. (7) 1 (1859); Cuvres 1, p. 387, 
und ebenda p. 539. Hermite, C. R. 48 (1859) 62; J. f. Math. 
84 (1878) 70. Merrifield, Report Brit. Assoc. 1880. Gram, 
J. f. Math. 94 (1883) 41. Méray, Ann. Ec. norm. (3) 1 (1884) 
165. Harzer, Astr. Nachr. 115 (1886) 337. Radau, Etudes 
sur les formules d’interpolation, Paris 1891. Netto, Math. Ann. 
42 (1893) 453. Pincherle, Bologna Mem. (5) 3 (1893) 293. 
Tisserand, Mécanique céleste (1896), Vol. 4, p.15 (Leverriers 
Interpolation durch periodische Reihen). Bruns, Asér. Nachr. 
146 (1898) 161. Runge, Ztschr. f. Math. 48 (1903) 443. 
De la Vallée Poussin, Bru. Acad. roy. Bull. (1908) 319. 
SchlieBlich sei das kirzlich erschienene Lehrbuch von Thiele, 
_ Interpolationsrechnung (1910) genannt. 


§ 3. Summen. 
. Zu der Differenz invers ist die Summe. Wenn die Funktion 
_ f(a) gegeben ist, so sucht man die Funktion (x), welche der 
'Funktionalgleichung geniigt: 
| p(z +h) — 9(2) =f(2), 
deren Differenz also die gegebene Funktion ist. Durch die vor- 
stehende Gleichung wird die Funktion: 


9 (2) = Sf () 
fir eine Reihe von Werten x, die in dem Intervall h aufein- 
anderfolgen, bis auf eine willkiirliche Konstante, die Swmmations- 


konstante, bestimmt. Fiir die Summen gelten analoge Glei- 
-chungen wie fir die Differenzen. Es ist: 


DVCf(ez) =CD f(x) =const,, 
| Lly(z) + ¥@)] = De® + Uy), 
-auBerdem gilt die Formel der partiellen Summation: 
Does): Avy() = 9(2)-¥(@) — Lee t+h)- Ag(a). 
Ferner wird, bis auf die noch hinzutretende Summations- 
konstante: 


De -9)...@-0- i) =a ate aia nk): 


Allgemein ist die Summe einer ganzen Funktion n®2 Grades 
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f,(x) eine ganze Funktion (mn + 1)*" Grades f, ,, (2). = Ay an 


das hochste Glied in f,(”), so beginnt f,,,(%) mit Ae z55 ts 
Endlich gelten die Formeln: 


4) 1 a 1 =. ee 
> z(@-+h)...(c+nh)  nha(eth)...(e+(m—i)yh)’ 


> 1 ' 
Q’ = ; as 
CO aa) 


h 7 ; ‘ 
co3 (u-) sin (u— 5 ) : 4 
> sinw = — SLi TRC: > cos u = ee 


2 31n — 2 sin — 
ae F) : 


Von den unbestimmten Summen, die noch eine willkiirliche 


oF 


Konstante enthalten, geht man zu den bestimmten Summen iiber, a 


indem man die Konstante dadurch festlegt, daB fiir einen be- 


stimmten Wert des Argumentes die Summe verschwinden soil. 
Dieser Wert x) heiBt die untere Grenze der bestimmten Summe, - 


und man schreibt diese in der Form: 


>, f(s). 


Aus der vorangestellten Definition des Begriffes der Summen- 


ergibt sich dann sofort, daB: 
Dn F(a) = fe) + feo + +--+ +f + @— 1A) 


ist. Nimmt man z. B.: 
f(a) =, 


so erhilt man: 


2h 


>. = — (Summenformel der arithmetischen Reihe); 
0 


nimmt man: 
f (a) — a’, a 
so wird: 


x x 
> a? a= ; ; (Summenformel der geometrischen Reihe). 
0 c— 


Fir f(x) = 2° ergibt sich die Summe: 


Dy -5 5 See 


ae 
Der wesentliche Inhalt dieser Formel war nach M. Cantor — 


ene ee Pa ee 


re 


« S87 td a a a 
Re 
Re 
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ae a. Math. 1, 724) schon im 11. Jahrhundert den Arabern 
-bekannt. 


- Man findet ferner: 
h 


3 h ; 
2, sin (u— 3) — sin — 
> COs hae cee 
h 


Pee 5 , 
2 sin — 
sin > 


h h 
cos — — COs (u— 3) 


% . . 
Rif ee 2 
De 4, 


2 nese 
810 5) 


_ Wir wollen nun die Summen 


=f z a” 

‘ Pn+1(®) ae ah 

betrachten, die nach J. L. Raabe als Bernoullische Funktionen 
bezeichnet werden (Die Jacob-Bernoullische Funktion. Ziirich 
1848). Nach dem, was wir oben tber die Summe einer ganzen 
Funktion »" Grades gesagt haben, kénnen wir schreiben: 


‘ ‘oe oe 


+ Ah + 4s a 4 A hte. 


~  Pagi(@) = cea, 
‘Da: 
’ 

findern sich, wenn man von 9, ,,(2) zu 9, +2(#) tbergeht, die 
Konstanten A,...A, nicht, es tritt nur eine neue Konstaate 


A, yy hinzu. Vir 2 =< h wird Pn41(%) = 0; somit ergeben sich 
zor Bestimmung der Koeffizienten die Gleichungen: 


Pna2 (2) = [Past (x) dz, 


- | a+4,=0, 

3 pto+4,=0, 

3 f+ 44+ 4=0 

So findet man: hae Ay = zy A, = 0, A= — as) 


As =0, A, a usw. Jedes A mit ungeradem Index, 
ausgenommen A,, verschwindet. Die Funktionen g,,(x) mit 


By = — 


520 Kapitel IX. Differenzenrechnung. 


geradem Index enden also mit dem Glied, das 2? enthélt. 
Ferner wird: 


Pa, (h — &) = ey 
dagegen: 
h 
Par4i(h — %) = — Pepys ("), WOraUS Ppy 44 (=) =). 


Die A mit geradem Index, die auBer A, allein iibrig bleiben, 
sind abwechselnd positiv und negativ. Es wird gesetzt: , 


A,=—B, wid A= (B= 23,.-)9_ 


also = 
B, = 4; B, = B, = B, =---=0. 


Fir B,, erhilt man dann die Reihe: 
(2k)! 1 1 1 
[1 + oe + 33 + eT fe 


(en) 

Diese Entwicklung hat Euler gegeben in den Comment. — 
Acad. Petropol. 12 (1740) p. 73. Man vergleiche auch Schlé- 
milch, Ztschr. f. Math. 1 (1856) 200, Sonin, J. f. Math. 116 
(1896) 138. Die Zahlen B,, heiBen Bernoullische Zahlen.— 
Sie kénnen durch die symbolische Gleichung 


(B+1)"—B*=n (n=1,3,8,.. 


definiert werden, in der nach der Ausrechnug B* durch B, zu er- ; 
setzen ist. Die ersten unter ihnen sind: | 


By, = (— 1-72 


1 1 1 5 
B= 3, B=-—% B—-G B-—-Z, Bore: 
691 7 3617 43867 174 
2730 By, TOTES By Te a Ce ea Boo See a 


Nach von Staudt (J. f. Math. 21 (1840) 372) ist - 


myn St 


wo m eine ganze Zahl und die Summation nach allen Prim- 
zahlen / zu, nehmen ist, fiir die ]—1 ein Teiler von 2k ist. So wird 


Die ersten 62 von Null verschiedenen Bernoullischen Zahlen — 
hat Adams, J. f. Math. 85 (1878) 269, die ersten 90 Ssere-_ 
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beanikos Petersb. Abh. (8) 16, No. 10 (1905), ee. Lite- 
Seatux ber dicso Zahlen bei Ely, Amer, J. of Math. 5 (1882) 228. 
Aus der Definitionsgleichung der Summe entsteht eine 
Differenzengleichung, wenn die Differenz der gesuchten Funktion 
y = 9(a) nicht unmittelbar als eine bekannte Funktion von 2, 
sondern als Funktion von x und y zusammen gegeben ist, ins- 
besondere als eine fiir y lineare Funktion: 


Ay a a eX) 2¥ ahs Q.5 
wo P, , Q, bekannte Funktionen von x bezeichnen. Schreibt man: 


Y =o) AY = 9241 — Yes 


- indem man das Intervall der Argumente ) =1 annimmt, so 


wird die vorige Gleichung von der Form: 


Ups Se ALY, Fae Q,- 
Allgemein heiBt jede Gleichung von der Form: 


Yn4m 2 7 goer oF Ayer “fe ike a A—Dy, = Q. 


eine lineare Differenzengleichung m‘* Ordnung, indem man als 
_ Differenzengleichung schlechthin jede Gleichung zwischen den 
‘Werten des Argumentes x und den Funktionswerten y,, ¥,41--- 
fiir eine von x anfangende Reihe dquidistanter Argumentenwerte 
_ bezeichnet. 

Niheres iiber Differenzengleichungen siehe in Kap. X. 


ter 


j §g 4. Zusammenhang zwischen Summen und Integralen. 
Mechanische Quadratur. 


| Wie wir oben von dem Zusammenhange zwischen Differenzen 
_. und Differentialquotienten gesprochen haben, so kann man auch 
eine Beziehung zwischen Summen und Integralen suchen. 

Auf der einen Seite kann man die Summe durch ein In- 
tegral mit Zubilfenahme sukzessiver Differentialquotienten aus- 
driicken. Dieser Ausdruck wird durch die Eulersche Formel 
_ geliefert: 


DSO =fraar + 4 -1@)+ 4 O—1' Ol 
sees A, hi" [f@-(b) a f*%-Val + Raat 


A,, A, ... bedeuten hierin die friiher so bezeichneten Zahlen, 


und es ist h = = Das Restglied R,,, hat Poisson, Par. 
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mem. 6, 580 (1826) hinzugefiigt; es wird nach Faeoks (J. f. 


Math. 12 (1834) 263, Bit 6, 64) in folgender Form dargestellt: 


Rega —foeestdan S04 +h—u), 


wenn 9, ,,(%) wie oben die Bernoullische Funktion bedeutet, — 


und es wird 
Riss me Ay htt fet DE) (a<é<b). 

Die Formel ohne Restglied wurde von Euler gegeben, Comment. 
Acad. Petrop. 6 (1738) 68 und ebenda 8 (1741) 147. Man 
sehe auch Malmstén, Acta math. 5 (1884) 1, Sonin, Amn. éc. 
norm. (3) 6 (1889) 257, C. R. 108 (1889) 725, Kronecker, 
Vorl. wb. die Theorie d. Integrale (1894), 130—156. 

Als erstes Beispiel nehmen wir: 

f(x) = 2", b=2, a=0, 

s0 wird: - mei 
> 2 = 

0 m+ i 


Nimmt man zweitens: 
f (a) = e¥*, b=1, a=0, h=1, 


— tho +L miigm-1... 


so wird: 1 
&—1 


Nimmt man: 


= + Ay t+ Age? + Age $e 


f(a“) = log x, b=m, a=1,. h=1, 


4 
% 
4 


und addiert zu beiden Seiten der Gleichung log m, so erhilt 


man die Stirlin gache Formel (Stirling, Methodus differentialis, 
1730, p. 135): 


log (m!) = log YV2 + (m+ 5) log m — m + A, - fmt 


Ik—2 2k)! 
+ 4; oP + 6 As, 42 th 
(0: <6=21). 


Auf der anderen Seite kann man nun auch néherungsweise ein 


Integral durch Summen darzustellen suchen. Diese angeniherte 
Auswertung heiBt mechanische Quadratur. Die einfachsten Formeln, 


die dies leisten, sind die Trapezformel und die Simpsonsche Regel. 


Man denkt sich das Intervall von a bis b in m gleiche — 
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- Teile h zerlegt, so daB 6’ —a= mh, und bezeichnet die Funk- 
_ tionswerte an den Grenzstellen x, =a@ + wh der Teile mit: 


Yor Ys Ya +++ Ynys 
die Funktionswerte in der Mitte der Teile durch: 


Yy) Ys: 


| Dann wird die Trapezformel: 


(6: epee dy eer. Pe + Y,.) aie 


Saas R=nXp"(), a<é<b. 


Die Simpsonsche Regel lautet: 
b 


: e 


cermnite: 

a ites n seas ft” (8), a<g<b. 

ee Math. diss., London 1743, jedoch bereits bei Gregory, 
_ Exerc. geom., 1668 (vel. Heinrich, Bibl. math. (3) 1, 90 (1900)) 
und Toricelli, Quadrat. purabolae, 1644 (vgl. enies J. de 
math, élem. (5) 21 (1897)). 

Die erste Formel, welche die angeniherte Quadratur in 
konsequenten Zusammenhang mit der Theorie der Interpolation 
brachte, war die Cotessche Formcl. In ihr wird das zu berech- 
nende Integral ersetzt durch das Integral einer ganzen Funktion 
n°" Grades, welche fiir x), 2,...%, dieselben Werte 4, y, .-. Y_ 
annimmt wie die zu integrierende Funktion. Setzt man: 


y (a) = (% — a) (w — %) +> (w@ — 2,) 


und schreibt: 


a Se 


Pen Aegon ee ge 
ow ' 


5 
0 1 n 
Jt(a)ax —() ~a)[Hy + Hy, +--+ + Hy), 


indem man sich f(x) durch die Lagrangesche Interpolations- 
 formel bestimmt denkt, so hat man zu setzen: 


ys b 

3 ee Pees OR 8 
sa = \z—«, 0-9, 
Zz a 


_ Substituiert man hierin: 
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xL=at+he, e,=athp, 
so kann man das Integral von der besonderen Wahl der Grenzen 
unabhingig machen und schreiben: 


Me fee 1) e+ DE —w—1) + —m) 


De u(w—1)---1-(—1)--- @w—n) 
0 
, ; c d: Mt n— Ke nn fe 
Hierbei wir HH, DE ees 
oe n M=On 


Wir stellen in der folgenden Tabelle die von Cotes (Har- — 


monia mensurarum, 1722) berechneten Werte fiir m= 1 bis » =10 
zusammen: 


: 


Me ne u 
H=H 
a ~ 7 0 1 2 3 4 ba 
Siti ae ia ae a ame ean ee 
2 2 
n=2 As A i 
6 6 6 
n=3 as 5 oi i 
8 8 8 8 
7 32 12 32 f 
n=4 =e ee ae = 
90 90 90 90 90 
ram See che ce aa 75 | 19 
288 288 288 288 280 288 — 
beg tees 216 27 272 27 216. 38 
840 840 840 840 840 840 :, 
peg 751 | 8577 1323 2989 2989 1323 
17280 | 17280 17280 | 17280 17280 | 17280 — 
rae 989 5888 - 928 10496 | 4540 | 10496 
28350 | 28850 | 28350 | 28350 28350 | 28350 
fag | 2807 15741 1080 | 19344 ‘5778 | 5778 
89600 | 89600 89600 | 89600 89600 | 89600 
n= 10 | 16067 | 106800 | 48525 | 272400 260550 | 427368 
898752 | 598752 598752 | 598752 | 598752 | 598752 
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GauB hat den Gedanken verfolgt, die Werte des Argu- 
mentes %, “,...%,, welche die Grundlage der Interpolation 
bilden, nicht durch Teilung des ganzen Intervalles in gleiche 
—Teile zu gewinnen, sondern sie so zu wahlen, daB die Genauigkeit 
der Formel eine méglichst groBe wird. Dies pace er zu erreichen, 
indem er die Forderung aufstellt, daB die Formel nicht bloB 
exakt sein soll fiir die Funktion n‘*" Grades, welche fiir x), x, ... 2, 
_ die vorgeschriebenen Werte annimmt, sondern fiir jede ganze 
Funktion bis zum (2” + 1)*" Grade, welche dieser Bedingung 


geniigt. Das Schwergewicht liegt somit in der Festlegung der 


a - Funktion: 
p(x) = (% — Mo) (a — %,) +++ (w@ — 9,), 


welche, gleich Null gesetzt, die Argumentenwerte x... x, 


liefert Das Resultat ist, daB der aufgesteliten Forderung ge- 
_nuigt wird, wenn: 


| (2) = [le — ape — ayy] 


angenommen wird. In der so entstehenden Gleichung »(x) = 0 
- werden die von Fall zu Fall wechseinden Grenzen a, b zu den 
festen Werten 0,1, wenn 


. zr=at+(b—a)t 
 substituiert wird. Dann wird die Gleichung: 
, ant 


~ [ett(1 g's in") =0, 


att} 


und ihre Wurzeln kénnen ein fiir allemal berechnet werden. 

- Diese Berechnung hat Gau8 bis auf 16 Dezimalen durchgefiihrt. 
Die folgende Tabelle gibt die Wurzeln fir die ersten 7 Grade 
auf 6 Dezimalen: 


0,211325 
0,112702 
0,069432 
| 0,046910. 
0,033765 
0,025446 


0,788675 
0,5 

0,830009 
0.230765 | 0,5 
0.169395 | 0,380690 | 0,619810 | 0,830605 | 0,966235 
0,129284 | 0,297077 | 0.6 0.702923 | 0.870766 | 0,974554 
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Es sind nun weiter zu berechnen die Integrale: 


E, “f5 C= oe = a =e Se ah -¢—t,) dt a 
Die Werte derselben fiir die ersten 7 Grade sind in der fol- 
3 <j 
genden Tabelle zusammengestellt: 4 
Grad 4 
1 : 
Bier, |). |e ee eae ; 
1 | | : 
1 : 
2 7 
8 | ; 
8 ait: 18 18 j 
4 | 0,173927 |0,326073| 0,326073 | 0,173927 
5 0,118463 |0,239314| 0,284444 | 0.239314 | 0,118463 : 

6 0,085662 |0,180381)| 0,233957 | 0,233957 | 0,180381 |0,085662 

7 0,064742 |0,139853| 0,190915 

’ Die GauBsche Formel schreibt sich dann in der einfachen ; 
Gestalt: q 


b 
Ji@)de=(b—a)[Eyf(at b—ah) +--+ E,fa+O—a)). 


AuBer der Arbeit von Gau8 (Comment. Gotting. 3 (1814/15), 
Selbstanzeige Gdtt. gel. Anz. 1814, Werke 3, 163, 202) ver- — 
gleiche man u. a.: Jacobi, J. f. Math. 1 (1826) 301, Werke 
4,3. Christoffel, J. f. Math. 55 (1858) 61. T scheby- : 
scheff, Journ. de Math. (2) 19 (1874) 19. Mansion, Mathesis _ 
1 (1881), Supplem., p. 1; Bruaelles Ann. Soc. Scient, 5B 
(1881) 231; Bruzelles Bullet (3) 11 (1886) 293; Comptes — 
rendus 102 (1886) 412 (Bestimmung des Restes in Ga Gaup- 
schen Formel). Stieltjes, Ann. Ec. norm. (3) 1 (1884) 409; — 
Comptes rendus 99 (1884) 850. Markoff, Math. Ann. 25 
(1885) 417. Man vgl. auch den Bericht von Burkhardt, 
Math.-Ver. 10 2, § 88. 


Lehrbiucher der Differenzenrechnung: 


S. F. Lacroix, Traité des différences, Paris 1800, 3. Bd. 
des Traité du calcul differentiel etc. J. F. W. Herschel, Collec- 
tion of examples of the applications of the calculus of finite diffe- 
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0. O. Schlémilch, Theorie der Diffee 
m, Halle 1848. G. Boole, A Zveatise on — 
finite differences, Cambridge 1860, deutsch von 
, Braunschweig 1867 u. d.T.: Die Grumdlehren der 
Differenzen- und Summenrechnung. A. Markoff, 
nrechnung, deutsch von Friesendorff und Primm, _ 
1 96. E. Pascal, Calcolo delle differenze finite, Milano : 
. Bruns, Grundlinien des wissenschaftl. Rechnens, Leipzig 
Biermann, Vorlesungen iiber mathematische Niherungs- 
Braunschweig 1905. D. Seliwanoff, Differenzen- 
, Teubners Sammlung Bd. 13, Leipzig 1904. 


Verbesserungen. 


147, die letaten vier Zeilen sind zu streichen. 3 
, 213, Zeile 22 v. o. lies: |z,a-+ fz| statt |z,a2+ 6. - 
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